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Vorwort 



Die bif?lior erschienenen Bände aus der dritten Iteihe haben den 
Beweis erbracht, daß sich das Archiv der /nstinimurifj niid des Beifalls 
weiter raathematischer Kreist' zu erfreuen hat. (iieichwuhl kann sich 
die Redaktion nicht verhehlen, daß ein Teil ihres Programms noch 
nicht in dem Maße zur Durch l'iihruiig gekommen ist, wie sie es ge- 
wünscht hätte, iiiiialich die Verbreitung der Besuliate mal hem alischer 
und 2j/<f/.5jfr<iZ/^c/icr ForHchmg. Die Redaktion richtet daher an die 
Dozenten der Hoehtichulen, sn\\ii' di* Oberlehrer der höheren Lehr- 
anstalten die hof liehe Bitte, ihi Auicjätze zur Verlügung zu Btelien^ 
welche den genannten Zweck verfolgen. 

Die Redaktion knüpft hieran die weitere dringende Bitte, insbesondere 
am die ObeMrer der hSherm UkroMstaUm, ikr WOnaelie oder Vor- 
aehläge heMÜBiiid etlrkere Betonimg dieeei oder jenes Ptonktes im 
I^ogramm mitteÜBn lu wollen. 

Vom aehten Bande an sollen die Binde regelmäßig in mtudnen 
Heften und nioht wie meistens bisher in Doppelheften snr Ausgehe 
gelangen. 

£. Lampe. F. Meyer. £. Jahuke. 
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Wenn ein quedimtiieher KompleK die aehn Kanten izgend einee 
tfiomliehen FOnfecka enthalt, so sind in ihm alle Kanten Ton oo* Fünf- 
ecken enthalten. Zwei heliehige Punkte Ä, B einee Komplexstraliles 
bilden mit oo^ Pnnkttripdn je dnee dieser Ffinfecke. Die oo> Ponkt- 
bipel li^jen mit Ä und B auf einer kubiBchen Baomkurye, nnd ihre 
Ebenen gehen alle durch eine Hcrade. Die Konstanten des Eompleiea 
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Ober die Deformation gekrflmmter elaetieclLer Plfttten. 

Von L. Mauser in Tübingen. 

EUüeüung. — Die folgende ünaenachnng hat den Zweck, eine 
Theorie der sogenannten Bourdonaehen Bohren an entwidGeln. Diese 
dfimnnuidigen MetaUr6hren werden, luftleer gepumpt, ab Aneroid> 
barometeri mit Äther geflült, ala Thermometer gebraucht Sie haben 
die bemerkenswerte IiigenBchaA^ daß sehr geringe, auf ihre äußere oder 
innere OberiUche wirkende Dnuike noch meßbare Deformationen her?or- 
rnfsn. Ein Aaeroidbarometer erlaubt noch Schwankongen dea Loft- 
dmeka n meMen, die nur einen Bniehteil Ton einem Millimeter 

ArtUr Sw MhttmMIk an« nyrik. ULMOm. TL 1 



3 L. Macbeb: 

QneoksfllMrdniBk betng^ Ein MOlimeier Qaeektüberdruek ist ein 
Dmck von 1%6 MQlignmm pro Qnadratmilliniefter; d«r Blaitisitiits- 
modnl der meisten Hetelle entspricht einem Dmck Ton 8000 bis 20000 
Kilogramm pro QnadzatmiUimeter; der Quotient beider Dmöke liegt 
also etwn awisehen nnd ü' io" ^ demnaeh anßerordentlieh Uein. 
Eine cylindriBche Böhre reagiert anf derartig get iiigü Drucke nicht 
mehr in meßbarer Weise^ eine meßbare Deformation tritt nur bei 
gebogenen BSfann ein. 

Um die in Bede stehende Theorie sn begründen, ist es notvandig'y 
etwas weiter anssnholen. Ich beginne damii^ die Qnmdgleiehnngen der 
Blastisit&tstheorie in allgemeine krummlinige Eoordinsten sa tnas- 
formierm. Im sweiten Teil wradm diese Gleichnngen dann auf den 
Fall angewsndety dafi der betrachiete E((iper eine dflnne^ gebogene 
PUktte ist Der dritte TeU beschäftigt sieh mit den RShivn, die die 
Gestalt Ton Rotationsflächen haben. 

Erster Teil 

Tnuiaformattott d«r EUstisit&tfleilfiLohiiiigai 1e allgemeliie Eoordiiatoi. 

!• Die Qrwu^leidiungm der MidigUiMeorie i» hartesiatSien Koordh 
naieik — Die Tzansformation der EUstizitatq^eächungen in allgemeine 
orthogonale Koordinaten ist raerst Ton Lam€ durchgefilhrt worden; 
einfiM^iere Methoden wurden später ron Carl Neumann, Borchardt 
und Beltrami angegeben. FOr das Folgende ist es wtlnsdiensweri^ 
nicht orthogonaloi sondern gana beliebige Koordinaten au benfltaen. 
Die InYariantentheorie bietet die Mittel, diese Transformation mit sehr 
wenig Rechnung za erledigen. 

Es bedeute T die kinetische Energie Aea betrachteten Körpers, U 
das Potential der elastischen Kräfte, düf die Arbeit, welche die auf 
das Innere wirkenden äußeren Kräfte bei einer Tirtoellen Verschiebung 
leisten, d{M) die Arbeit der Druckkräfte, die auf die Oberfläche vrirken. 
Man erhält bekanntlich die Elastizitätsgleichungen auf Grund dea 
Hamiltonschen Prinzips aus der Gleichung^) 

(1) ßtldI+dU-¥äM-i- ä(M)] - 0. 

<« 

Hier bedeutet / die Zeit. Die virtuellen V^rrückungen sind so zu wählen, 
daß sie für die Zeitpunkte ^ — und t = ti sämÜicb yerschwinden. 

1) YeigL Kirobboff: über das Gleicbfl[ewiebt und die Bewegonif einer 
elsitiiMihSB Sebeibe; Crellei Jouiiat Bd. 40« Ociammdte Abhandliiafen 8. Uf. 
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über die Defonnation gekrümmter ebMÜscher Plfttten. 



Benfitzen wir zunächst ein System karteeischer Koordinaten y, e. 
Wir bezeichnen das Volumen des Körpers mit F, seine Oberfläche mit 
8, die Dichtic^roit mit A;; die Komponenten der Yenrückung eines Ponkfeee 
des Körpen mit m, r, w, die Variationen derselben mit du, dv, 9w\ 
die SkOmponenten der äußeren Ezäfte^ cUe auf einen Punkt im Innern 
wirken, mit Bf C, die Komponenten des Dmckee ftuf ein Element 
der Oberflacte mit {Ä), (B), (Q. 

In diesen Größen ausgedrückt haben die in (1) Torkommenden 
Großen die Werte 

(2) iM= ß^Adu + Bdv + Cduf] B V, 

in 

(3) i(M) -^(^)*fi + (S)9p + dS, 

Endlich ist anter der Voranflselinuigy daß der Körper isotrop isl^ 

(5) ~ ä/Uj + a| + -f ^(Ax + + Ajiar, 

we die Hauptdilatationen bezeichnen. 

Die mechanische Bedeutung der Kirch hoff sehen ElastizitSts- 
konstantt n K und & ergibt sich aus der Bt in* rkung: wird das eine 
Ende (^'iiu H cyliuclrischen Stabes von der Länge / it'Htu':eh alten, während 
auf das andere ome Zugkraft von der (iruiiü F wirkt, so erfahrt der 

Stab eine Verlaogerong ^* |xr^^' ^ Linienelement, das auf der 
Aehee des Stabes senkzeelit steht, erfahrt eine Yerkfimmg, die, in 

Bruchteilen der Verlaugemng ausgedrückt^ glieich - ist. Es ist 

somit der EhstimtSlsmodiil jB*^3JrJ-^^ and der Qnotient ans 

Läogendilatation und Querkontraküon f*-]^- 

2. ßkifähnmg äUgmekier Koordkiafm. — AnStelle der kertesiiehen 
Koordinaten 9,f,0 fBhnnL wir nnn allgemeine Eoordinsiten p^, p^, p^ ein. 
Wir setxen TonnSi daß jeder Punkt des ESipero dureli diese Koordi- 
naten eindentig bestimmt ist Dies erfordert, daß die Fonktional- 

determinante sr^-'^ für keinen Punkt des Körpers verschwindet. 

Wir nehmen an, die Beaeichnnng sei so gewähll^ daß diese Detenninante 
positiv ist 

1* 



. .,■■■■1 
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4 i<- Maueu: 

För da0 Qaadnt dee Linienelementw 
ergebe sidi in den neoen Koordinaten der Anidrook 

Wir beaeiolinfln diese Düferentialfbim mit F, ihre Determinante mit A, 

die dem Element a^^^ adjungierte ünterdetenninante mit Ai^ Dit 

Form JF'liiibe innerludb dee betaraehteten Gebietes dnroihweg den Ghankter 

einer definiten, positiTen qoadmtieGhaL Form* Es kann alao in keinem 

Pankto dee Gebietee eine der GrSßsn A. TetBchw i i iden » De 

cx dx dy 3y , _£«_ 
^^f'^ Bpidp^^ J^i^p^'^ dpt9p^' 

30 ist die Fuüktionaldetermimuite =« Vä. wo dm Zeichen V — 

wie im folgenden stets — die positivp Quadratwurzel bedeutet. 

Der £oainas dee Winkele, den die Biobtong der waehsenden p^ 

mit der Biektong der wacheenden bildet, ist ^ ■ * Bei dso 

Koordinatenflächen oonst. nnterscheiden wir eine innere und eine 
äußere Seite. Als äußere Seite bezeichnen wir diejenige, die auf der 
Seite der wachsenden /j^ liegt. Der Kosinus des Winkels, den die nach 
außen gerichteten Normalen der Jj'lachen p^^ « conet| p^ = const mit- 
einander bilden, ist ^ — 



Da die Fmiktionaldetenninante w, nach Voranasetennff nieht 

v{Pi*Pt%M 

yerediwsndet, kann man die Gleidinngen anaetaen: 

5 3 5 

OAmbar ist j^j*} - [^^\ Die OrQßen [^^\ lassen sich dnrcb die 
GrOfieD und ihre ersten Derivierten ansdrQeken. HnltapUziert man 

uämiich die erste der Torsteheuden Gleichungen mit die zweite 

mit die dritte mit ^ nnd addiert^ so ergibt sich 

(W ^*ag cx c'y dy . ü*e de Jlfti 

^ ' cpicp^ dp, dPidf^ hp^ dpxcp], cp^^ 
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über die Deformation gekrüimiiter elastischer Platten. 5 

An Sidk dar VerrfiokmigskompoiifliLieii u,v,w fHkran wir die GrdBen em: 

(2) + + 

ünd gleichzeitip^ an Steile der Kraftkomponenten A, C xmd der Druck- 
komponenten {A), {B), (C) die Komponenten und (PJ, die durch die 
Gleichungen definiert werden: 

(3) »M~ yji'.di,, yie^ih. 

IHe Qteichiuig (3) leigl^ daß die Fkrojektioii der Venfiokaiig einea 

Punktes auf die Richtung der waeliHenden ist. 

Setzen wir in der ersten Gleidiung (3) d|j = 0, d|j = 0 und 
nehmen d^i positiv. Alsdann fällt die Richtung der virtuellen Ver- 
rficknng, deren Komponenten die Großen 9u,dv,9w sind, mit der Richtung 
der nach außen gerichteten Normalen der Fläche = const. zusammen, 

und die abaolnfce Qi6&e dar Verrflckung ist ~- Da die bei dieaer 

Vau 

Vcnttdcong geleufceto Arbeit ^ F^dl^ ist, so isl PiYä^ die Projektion 
der Srafl^ deren Eomposeiiten die Qrdßen A, B, C moA, snf die naoh 
itiBen geriehtete Normale der FlSoihe » oonet Analog iat die 
meehaniaefae Bedeatimg der fibr^en GiOBen nnd (Pj) an erUSien. 
Ans (2) folgt: 

iidjpi + Ijdji, + ti^dp^ =- udx + vdy + wdz. 

Dieae Oleiehaag aeigt, daft die Größen {|, ^, {g und dpi, dp^, dp^ als 
kontragrediente Yamble au betraehten sind. 

3. Die Form dudx + dvdy + dwds. — Neben der Ditferentialform, 
die das Quadrat des Linienelementes darstellt, ist für die ElaatiaitatB- 
theorie noch diejenige quadratische DiffiveiltiAlifonn Ton Bedeutung, 
doidi die die DflaAsMon des Linienelementes beetimmt wird. 

Es iat diee die Form 

dudx + dvd^ + dwdM - %da^ + ^ ' ^y' + ^-^di^ + 2 . 4 ^ + l^dyd* 

Der Ansdruek dieser Form in den neuen Koordinaten sei 

O - ^(^i^dpidp^ (a.^.-i.».») 
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Hi«r iit 



n\ —if/^*! ^^x^ ^j_dw dz\./du_dx Bv ay dw dxV] 
«iM - i l^dpj, dp^ dp^ dPi hj'^ [ßP^ ^"^^ dpj^, dpjj 

Am den Gleidknngen (vgl 2., (2)) 

8« di^ dxj . dw dB c^x 

folgt hei B«rflek»ehtigiiiig Ton 8«, (1): 
(2) 



1 (^"y I 



Wir stellen nun diejenigen Formen des duieh die qnadiatisohen Formen F 
und <P bestimmten Systems znsanmien, von denen im folgenden Gebrauch 
gemacht wird. Wir bezeichnen mit — ^5 — z/jA + ^i^i' — ^qI^ 
die Determinante der quadratischen Form ^ — XF. Hier ist offenbar 
A Mit G bezeichnen wir die Kontararaiiante der Form F, mit 
W die simultane Kontrarariante d^ Formen F und <Z>, die in den 
Koeffizienten dieser beiden Formen linear ist £b ist somit 



Setzen wir 

Hier ist 
(8) 



(2,^ = 1,«,») 



Die Kontravariaute W läßt sich auch definierea als Koeffizient 
Ton Q in der Entwickelung der Determinante 







«It 




«II 










«IS 








1. 


«II 


-^«11 




-^«11 









!< «I I. 

nach Potenzen von q. 

Zwischen den Formen J„ G und ^ bestehen die leicht xu 
beweisenden Beziehungen 



da 



d« 



9 4, _ Ä 



(1.^-1» 1^ s> 



Digitized by Google 



über die DeÜonttaÜon gekrammter elftitiiclier Plattott. 7 

Diejenigen Werte, die die Formen F, 9, ^Sfy ^ w. annehmen, weaom 
an Stelle der ftUgftimwTMm Koordinaten p^, p^, die kaitenschen Koor- 
dinaten X, y, B treten, mSgan mit F*^ O', ^'(l) n. s. w. beseichiiet 
werden. Es ist alao z» B. 

4. Ausdtuc}( des I'idcrdi(Us (kr dastiscJien Kräfte und der kifietischen 
Energie in den mum KoordincUm. — Die Hanptdilatationen Aj, X^, A, 
erfs^ben sich als die Werte tob A, für die die Determinante der quadra- 
tibcht'ii Form - kF veibchwindet, also als Wurzeln der Gleiciiung 
- 0. Da J{X) = AJ'iX), 8o ist demnach 

Folglich ^ 

+ Aj + Aj = ~ 2^ * 

£■ iffc femer 
■Im» rach 

Eodlicli iit 

Für das Potential der elastischen Kräfte ergibt eich aomit der Aus- 
druck (s. 1, Ö) 

ü JE /"[(l + - 2^]ia8A«A«A 

und die IdEetiBelie Bnergie ist (s. 1, 4) 




6. Dm örmdfflieidmiii§m der ^admUtttGieime m äBffemeinm 
Koordimdm, ~ Aus dem Yorlieig^faeiiden ergibt sieh (vergl. 4) 

• » 

Hier ist (3, 2) , 



Digitized by Google 



3 L. Mau&eb: 

Wir flotieii snr ^bkdniiiig 

(1) 2J:[(l + *)^^i^-/5i^]--.Iira|.ti.*.-i.^t); Nf^i^Ni^ 
und erhalten: 

rechts stehende Integral formen wir durch partielle Integration in 

bekannter Weise um. 

Der Winkel, den die nach außen gerichteti u Normalen der Flächen 
= const. und die Oberfläche S des Korpers mit einander bilden, 
werde mit oy^, hexfirlinoi. An einer Stelle, an der die Richtung der 
wachsenden p^^ m den Körper eintritt, ist dieser Winkel stumpf und 
demgemäß ist 

An einer Anstrittstelle ist der Winkel co^ spits und demgenAB ist 
diaelbit 

Demnach ist 

Zwei analoge Formehi ergeben sicli durch cyklisdie VertAasehiuig der 
Indices 1, 2, 3. Wir erhalten somit ans (2): 

(8) »i^-/i[S:~'-+Ä*"'^+ä^"'>^M 



/*. f-'^" a*"' 

/ 8 C d — 

/ y yA^y. 



Es ist ferner (s. 4) 
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Da die Variationen d^i f&r < ^ und t^tg Tenchwindan, so folgt hkr 
ans doreh partielle Integration 

(4) f »TU A</^[^^4..j^-*£.]^2AaA2A. 

Bei Benutzung der (fleiclinngen (3) und (4) dieses Artikels und der 
Gleichungen (3) der Nummer 2 erhalten wir nun aus der Grund- 
gleicltnng der Ekatizitatstheorie (1, 1) für das Innere des Körpers die 
Di£ferentialgleichungen: 




und Ar die Obeififtohe die Bedingungen: 



ffier bedeuten ya„ (PJ, (P,), (P,) die Proiektionen des 
auf die Obecfliehe wirkenden Dnic^ee anf die nach aofien geriehtetm 
Nonaalen der Fliehen const., ^ oonst., oomti (TergL die 
Bemerkung in 2, 3). 

6. Mechmische Bedeutung der Größen Nif,. — Die im vorhergehenden 
abgeleiteten Gleichungen gelten auch für einen beliebigen Teil des 
Gesamtvolumens V des Korpers. An Stelle der Komponentea 
(Pj), ^es Druck:, aiü die Oberfläche treten in diesem Fall die 

Komponenten des Druckes, den Fg von dem übrigen Teil des Eörpera 
erfahrt Nehmen wir an, ein Teil der Oberfläche des Vohmeoe F« falle 
mit einer FlSehe => oonsL nuammeB, denrt| ^bB lidi die Anfioi- 
■eite der enteren Fliehe mit der Innengeite der lelsteren deek^ nnd 
beceiehnen wir mit 7/^i, 77^ >, 77^ s die Werte, die die GiSBen (P,), (P,), 
(P,) in diesem Fall annehmen. Es bedeutet also yäü Ilfti die Pro- 
jektion des Druckes, den die Innenseite den Fläche jp^ — const. erfahrt^ 
anf die nach außen gerichtete Nonnele der Fliehe — const. Die 

erhalten in dieiem Fall die Werte (vergL 
den Torigen Artikel nnd Artikel 8): 

_ ^fii -^fit -^M» 

VAi^Mt^ V^^l^ V^i^' 
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L. MAtn: 



und. 68 ergibt mit nch m QUidximg (6) des Torigen Artikda: 



Anwendung auf den Fall gelarümmter diiimer Platten. 

7. Geometrisdie D^tmÜtm des KSrpen. — Wir nehmen nun an, 
der bebaohtete Körper sei eine dünne Platte, die die Geetalt einer 
gehümmten, nicht abwickelbaran Fläche hat. 

Um die Gestalt des Körpers geometrisck sa definieren, gehen wir 
Ton einer j^Mittelfläche** 8^ tm, die geeehloeeen oder Ton einer Band- 
knrre L begrenzt sein kann. 

Wie bei allen hier in Betracht kommenden Flachen, wird anch bei 
eine Aaßen- und eine bmenseite onterschieden. 

Wir nehmen sodann zwei Parallelflächen and S_ zur Fläche 
an, von denen die erstere auf der äußeren, die letztere auf der inneren 
Seit^ von ^0 verläuft, und die beide denselben Abstand i von besitzen. 
Soffin die Mittelfläche gescblossm ist, bildf^n die beiden Flächen 
und S_ die vollständige Begrenzung des Körpers; ist dies nicbt der 
Fall, so denken wir länp-3 der Randkurve L die Normalen der Fläche /ä'o 
errichtet. Der Flächenstrcifen JR, den die zwischen und S_ 
liegenden Normalenstücke bilden, vervollständigt die Begrenzung des 
Körpers. 

Wir nehmen an, die Mittelfläche sei stetig gekrümmt, also ins- 
besondere frei von Kanten und Spitzen. 

8. Speeialisienmg des Koordinatensystems. — Um einen Punkt der 
Mittelfläche festnü^n, benützen wir in üblicher Weise Parameter 

es wird vorausgesetzt, daß jeder Punkt der Mittelfläche durch die zu* 
gehörigen Parameterwerte emdeiUig bestimmt ist. Üm die Lage einet 
beliebigen Punktes des Kdrpera an bestimmen, führen wir noch dm 
Abstand des Punktes von der Mittelfläcbe ein. Er werde als 
positiv oder negativ betrachtet, je nachdem der Punkt auf der änderen 
oder der inneren Seite der Mittelfläche liegt. 

Bezeichnen wir mit y, z die kartesischen Koordinaten einrs- 
beliebigen Punktes des Körpers, mit j^o, J/o, ^^o die Koordinaten des Fuß- 
punktes der durch ihn gehend f^n Normalen an die Mittelfläche, mit 
X, Y, Z die Richtungskosinus der nach aufien gerichteten Normalen 
der Mitteltiäche. 




Zweiter Teil 
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Cber die Deformation gekrümmter elastischer Platten. 'IX 

Für dai QuadnA des Luuenelemeiitee ergibt eieh - da 

Xdx^ + Ydy^ 4- Zci^o - 0 u. XdX i-YdY+ ZdZ => 0 — 

ein Anedmok der Form: 

(1) i<^Wi + 2<^rfp, dp, -I- + 2{c,,dp\ + 2c,,dp,dp, + c„d;>}>. 

Die ento qnaditttiselie Fonn links stellt das Qaadiat dee Linien- 
dementes der HitfeelflSche, die in |^ mnltiplixierte Form das Qosdmt 
des Linienelementes der OauBsehen Kugel dar. Die OrSfien c«^ sind 
die sogmanntan „Fnndamentalgroßan zweiter Ordnung" der Jfittelflftelie.') 
In den allgemeinen Formeln der Ari I — IV hat man daher im 
Torliegenden Fall Oi, — 0, — 0, 0^ — 1 in setien. Dazans folgt: 

(2) A^i — Oj,, = a„, — — Cj,, -Ij, = 0, A^^ — 0, 

Beafilglieh der in Art S eingefBhxfcsn Or50en pj^j reicht ea für 
die hier rerfolgtsn Zwecke hin an hemerken: Da (s. Art 8.) 

dp, * cp, ' dpk 9 ^ ^ I 

80 ist 

9ff,9p, ^ dp^dpi ^ 9Pf,dpt * 

folglich 

C*/) -0 für /i== 1,2,3. 

Die Gv5fien j > } <''~WD kommen im folgenden nicht in Betracht 

Was endlich die Oröfien (^j, {^^^|, { ^^j (ß,M~iA betrifft, so traten 

im folgendcfn nur die Werte derselben anf , die aof der ICtbslflache 
slatfcfinden, die also dem Wert p^^O enft^rechen. Diese Werte sind 
durch die Qleiohangen definierfc 

'^Pi'p^ 1 1 /äft i « 1 » J ' 



1) Tgl. Kttoblauoh, fimloitniig in die Theciie der krommea FDUhea 8. M. 
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Ii. UADtn: 



Diese Gleidumgeu leigeu, daB fBr 0 die OrSBen | ^'^j die negttir 
genommeaeti FimdamentalgFSBen sweiter Ordnung der HittelflSdie eind, 
daß also j^^'^j — für 0. Die dem Wert j)^ « 0 entsprechen- 
den Werte der ChröBen p^'^] c^t.*-!.«) sind die bebumten CbriBtoffel- 

schen Verbindungen.') 

Die VViükel g>, , oj,, co,, welche die nacii außen gerichtete Normale 
der Überfläche des Körpers mit den nach außen gerichteten Normalen der 
Flächen ^ const, const., j)^ = const. bildet, erhalten im vor- 

liegenden Fall die Werte: 

längs der äuiieren Fläche S^i ^ ^ ^» 
„ , inneren „ 1 1 

„ „ BandflBche B : co^ ^ 

.Die Bedingungen fUr die ObeiflSehe (Nr. 6, 6) lauten somit im 
Torliegenden Fall: 

(4) längs S^: JVag«-^(P|), 

Hier bedeuten Va^Pt), )/ä(PJ), (PJ) die Projrktn iiien des äußeren 
Drucks, der auf die Fläche S^. wirkt, auf die nach außen gerichteten 
Normalen der Flächen const, jp, = const. und jjj conßt. oder Sq. 
Die Bedeutung der Größen (Pä) und {P^) ist hierdurch ohne 
weiteres klar. 

Wirken auf die Flächen 5^^ und t>_ Druckkräfte im < u;j;eren Sinne 
des Wortes (nicht .^ti^^kräfte), bo ist (PJ) negativ, (P»j positiv. 

9. Einfuhrung beschränkender Vorausseteungen. — Wir machen nim 
Ton der Annahme Gebranch, daß die Dicke 2« der betrachteten Platte 
sehr klein ist. Dabei halten wir durchweg an der Voraussetzung fest, 
daß die Verschiebungskomponenten Sa ^^^^ Derivierten erster 

und zweiter Ordnimg nach den Koordinaten — und dementspreobend 
die Spannungßkomponenten und ihre Derivirt-en — auch dann nocli als 
stetige Funktionen betrachtet werden dürfen, wenn wir e als unendlich 

1) Vgl z. B. Knoblanch a. a. 0. S. 172. 
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Ober die Defsmifttum gekrflnuntier eLMtiaoher Platten. 13 

kleine Größe enter Ordnung betrachten. Hit anderen Worten: wir 
seUiefien den Fall ans, dafi die Verschiebungskomponenten oder ihre 

Derivierten erster und zweiter Orduung bis zur Größenordnung ^ aoattögen. 

Hinm ist sn bemeikeii: die Voraassetzong, daß die Komponenten 
der Spannung, die im Innern des Körpers herrscht, sehr klein sind 
und neh fiberall nach dar Stetigkeit ändern, bedingt allerdings, dafi die 
Komponenten der Yerrückungen und ihre eitrten Derivierten nach den 
Koordinaten sehr klein sind, aber sie schließt nicht ans, daß in Teilen 
des Korpers der Quotient aus der Richtungsderivierten einer Spannrings* 
komponente und der Komponente adbst (die logarithnuBohe Richtungs- 

dozivMirto der SpsnnmigADmponenAe) die GrSfienordming - ttreicht 

Es steht Tielmehr a priori gar nicht fes<^ ob die Annahme, daß 
diflB nioht eintrete^ fiberfaanpt znUtosig ial 

Im folgenden wird sich herausstellen, daß diese Annahme für ge- 
wisse Formen der Platte zulässig ist, fOr andere nicht. 

Die Größen a^, — und dementsprechend natürlich auch die Haupt 
dilf^if^onen ^ A^, — sind nach unseren Voraussetzungen mindestens 
umaidKch kleine Größen erster Ordnung. Es kann jedoch der Fall 
cinMoi, daß dioie QiOßen «,t« tStnUkih tUMndlieh klein Ton der 
swoiten Ordnung sind, wSIumnd die Deririezten naeh der Biditung der 
Normalen der Ifittelfläche bis zur ersten Größenordnung aiutaigan. 
Denkt man aidi die GhrÖße «i,, in eine nach Potenzen Ton ji^ fort- 
sehreÜende Reihe entwickelt 

ao kann num, wenn «jX eine Größe erster Ordnung ist, die Glieder 
c^vA, und ebenso alle folganden als onendlieh kleine Größen 

höherer Ordnung gegen daa erste vemadilSasigen. Wenn dagegen 

unendlich klein von der zweiten Ordnung ist, muß das zweite Glied 
c^rl^j beibehalten werden. Es ist acoach ersichtlich, daß die beiden 
Fille eine ganz renchiedene Behandlung erfordern. 

Im folgenden besehiBnke ich mich auf den Fall, daß die Größen 

kleine Größen erster Ordnong sind, und behalte mir ror, auf den 
zweiten Fall bei einer anderen Gelegenheit zurflckzukommen. 

Wir machen femer zwei yereinfachende Voraussetzungen, die in 
den praktisch in Betracht kommenden F&Uen lolässig sind: wir eehen 
ab Ton Süßeren Krftften, die auf das Innere des Körpers wirken, Ter- 
nachlSssigen also die Schwere; und wir nehmen zweitens an, daß auf 
jede der beiden Oberflächen der Platte 8^ ond Ä_ nur ein normal«- 
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14 ^- MAüHKa: 

konstanter Drnck wirkt Sofern znr Begreainmg des Körpers noch 
eine RandflSche R gehört, so setzen wir vorans, daß der Druck, d^ 
auf ein Element von R wirkt, auf der Normalen der Mittelflidhe 8^ 
senkreclit atehl^ die dnicb das Flaehepelement hindnzdi geht. 

10* F^lgemngm ms dm «mgefiShirkn Voramsdmiiiksm* — Naeh 
YorannetBong und die Sohwanknngen, dia die Werte der Punktionen 
lai ^'^ifii ^if. i^Hlilireii, wenn man längs einer Normalen der Mittelflaehe 
iS^ forfcsehieitet, als unendlidi Unne Oröfien hohem Ordnung an he- 
tnuditen. Daraus folgt sunSdist: man kann den Wert einer dieser 
Fnnktionien in einem beliebigem Punkt der Normalen dunok den Wert 
ersetien, der im entspreehenden Ponkt der Mittelfliebe stattfindet 
Sodann ist beaflg^eh der Fonktionen Ny^^ JN",,, ü?^ sa bemerlran: Da 
nach YoiaossetKTmg anf die Flächen und S_ ein normaler, konstanter 
Druck wirkte so hat man iu den Fomioln 8, 4 (PJ), (P^), (P;) 

gleich Null zu aetaen Die Drucke (P^) and (P^) und konstant Die 
Orößen — (P,) und (P,) können sich nur um eine zu vernachlässigende 
Uröfie nnteradieiden. Wir setsen zur YereinfaehaTig der Beaeiehnimg: 

-(PJ)-(J>;)-(P). 

(P) isät positiv oder negativ, je nachdem auf die Flächen 8^ und 5. 
ein Druck wirkt oder ein Zug. 

Wenn auch die (Jröße (PJ) (P^) im allgemeinen zu vernach- 
lässigen ist, 80 kann doch — wegen der Kleinheit von « — der 

Quotient — ^•^^) + (-^ä) «Ji^ \yert beeitaen, der mchi remachlissigi 

werden dar£ Dieser Wert m6ge mit Q beaeidmet verden. Die 
Konstsate Q ist positiT oder negatiT, je nachdem auf die ftuBeie oder 
innere BlSche der größere Druck wirkt (Ter^ die Bemerkang am 
SchluB des Art 8). 

Auf Grund der voransg^etzten Stetigkeit der Größen und 
ihrer Derivierten gelten für jeden Punkt des Körpers naherangsweise 
die Gleiohungen (s. 8, 4 u. 1) 

(1) N,. - 0, N,, = 0, ^„ = (a;«; aS* - aS«) (P). 

Mit demselben Chrad der Annähenuig kann man den Diffecential- 

BN 

quotienten durch den Quotienten ersetzen: 



—$ — n u n 



Demnach ist =» 0, =• 0. In dem für geltenden Näherungs- 
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Üb«r diA Deformation gekrfinuttter elaatiMher Platten. 1& 

W€it darf der Quotient "^^^"^ durch den für die Mittelflache be- 

reduMten Wert des BUferantialqaotienteii ^ en«tst weiden, diewr 
Wert iflt (8, 1) 

Wir erhalten eomit den Näherungswert 

und hienMU eigibt eich der Niherangiwert 

V II n 11 

Die iin vorangehenden als znlassig erwiesenen Vereinfachungen aiiid 
nun IM (lift Gloichunp;eii (5) u iCj) des Art. 5 emzufüliien. 

Es iiit zweckmüüig, gleichzeitig eine Vereinfachung in den Be- 
zeichnungen eintreten zu lassen. Mit x, jer, u, tr, ai^, a^^, Nzf,, ix 
sollen im folgendeii die Werte der genannten Funktionen beEeichnet 
werden, die sie für — 0 annehmen. Diese GrOfien werden also hin- 
fort als Funktionen des Ortes auf der Mittelfläche betrachtet Die 
Determinante der quadratischen BinSrformen 

a^dpl + 2aadj^dpt + a„dpl und c^^dpl + ^c^dj^dp, + c„dpl 

bezeichnen wir mit a beilehungsweise c, ihre aunnltaiie Lifariante mit 
(a, c). Amlog beBeidmea wir mit {a, a) die simoliane luTHiiante der 

BinSrformen a^^dp* H und a^^dpl -) An Stelle der Größen 

^n^\t^n> urspriinglieh ab Koeffizienten einer nmulianen Eonirap 
Tariante sweier TeinSifoimen definiert waren (Nr. 8 u. ft), fthien wir 
die GidBen — Nt^, yn * <^it> fa^-^ ^tM *^ ^ Eoeffi&snten 

einer eimnltaaen Eotariante der beiden BinSrfbnnen thi^Pl H und 

fl^i^J + • • > SU betraditen sind, 
der Gleicluuig (5, 1) 



2K [(1 + *) ^ - ßif] - - Ni^ 
folgt nun zunächst wegen 
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16 h, 
(yfgL S,2 IL CUMchimg (1) dieMi Ali) 

2Jr[(l+*)2ij-fc]--a(P). 



Nim ist 

(B) 



Andownelti ergeben aeh fllr die CMBen ^2/« o'o* ■'i'^ Definitioii 
(8, 3) dM AiiMiiaek»: 

Wegen 

At - 0, - 0 irt Mich - 0, ö,, - 0. 

Setet man den eben gefondenen Wert Ton Ai Qleiehimg 
(3) ein, so folgt: 

^ „ » 

l + l+* a 

und 



Nunmehr iolgt aus den Gleichungen t^ö, ij durch eine einfacüe iieeiinung: 

Fflr die Spamiimgen, die länge der Mittelfliche herrichen, ergeben eidi 
ans Art VI die Gleichlingen: 



(6) 



1 



Die mecheniadhe Bedeutung der GhrOBen n^f, liAt eich nnnmebr in 
folgender Weise annprechen: 
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yä^ill^i bedeutet die Projektioii des Drucks, den die auf der 

Innenseite der Kurve =- consi liegende Flache von außen her 
erflUut, auf die nach außen gerichtete, die Mitteiüäche berflhxende 
Normale der Knrre jjj — const. Ab Außenseite der Kurve — 
consi iefe die Seite za betrachten, nach der hin die Koordinate 
wachst 

11* Di» GnMdtßek^iimgm de» Rnblem». — In den Qlaiehungen der 
Elailiiitattlheorie (6, 6 iL 6) haben wir nun folgende Snbititaiiooen 
Tommehmen: 



i^ii - y«, J^tt — yi., ^» - ym i^i. - o, if,, - o, - o, ^^^^ 



0, 



(1) 



(2) 



(3) 



El eorgibt sidi 

L«« ^t» at»J yiLaft 



-2!*M^ 4-'*-'-'i^t 



;.a«i. 



(c,7) 



Sofem die Mittelfliche nicht geeohloMMii ki, treten hienra noch 
die Randbedingungen (vergl. 8, 4) 



(4) 



vaL 7«.. ''"-IC 

1 r COB 0), C08 0>, "I , TV ms 



Hier bedeutet o, den Winkel, den die nach außen gerichtete, die 
Mittelfiächp 1)( rührende Normale der Randkorre mit der nach der Seite 

Acctkiv d«r MttU(«iiwUk osd Pbjraik. III. Belhe. VL 2 



Digitized by Google 



18 



der wacliseudeu jh gerichteten, die Mittelfläche berührenden Nonnaieii 
der Kurve j\ = const. bildet. Eine analoge Bedeutung hat 

Den Zusammeuhaug zwischen den Größen yi „ nnd den Yerrückangeu 
yennittebi die Gleichungen (10, 4 und 3, 1 u. 2; 



(5) 
und 



(Fl » 



l + 2^(a, «)' 
1+* 



(6) 



, 1 (du^ dx^ . dy_ dy , dw_ dz \ 



Aus (ö) folgt: 



und hieraus 



a 



2* 



1 -f3»^a^ «) 
a 



2^ l 1-f fr Ca, 7) 



1 + B»»ir a 



Demsadi isl 

Die Ausdrücke, die, negativ genommen, die rechten Seiten der Gleichungen 
(1) und (2) bilden, hat Weingarten mit y<,(Pi^ ]ie7irliuiin;sweise ya{p-2) 
boaeichnet. Er beweist, daß diese Ausdrücke wie die Diüerentiale 
dp^f rfpj transformiert werden, was auch aus der hier durchgeführten 
Entwicklung hervorgeht. Er beweist femer, daß die beiden Ausdrucke 
verschwinden, wenn man y^^, durch oder durch ersetzt. 

Man kann den Ausdrücken y^iPi) und y^^Pt) eine für manche Au- 
wendung bequemere Form geben. 

Beachtet mau nämlich daß*^) 



(11) . fll) Ida,, 
»"Iii +".»(21 =2ä?.'' 



|1-) I 
«11 1 1 1 + «Ii 

22 



12 

2 

22 



2 dp,* 

da^, 1 d «, 



««{V) ^«»»{V I 
«"l")+««(2l 



^«11 

^Pt 



1 aa„ 
2cp, ' 



(22) , (221 da,, ida.t l22l , (221 1 

1) Yeitgi. Knoblauch a.a.O. S. 170 u. f. 



1 da,, 

2 dp, ' 

ldv„ 
2 opt » 
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Uber die OeformatiuD gekrttnuntei etutuchet FUUea« 19 
w> ergibt rieh: 

_ „ /•„u.-, „ ' r ^ / '■■iri|-''iirn \ ' /üuIllZLfu'nYI 

12. B»lm$nii^^ für das QteichgewieM. — Auf die Theori« der 
Sehwingungen gebe idi nicht wdter ein, sondern l»efcliiSBke mieh 
danmi^ die Bediiigungeu flr die Oleichgewicht genauer sa onterrachen. 

Für den Fell dei GUeioihgewichts erbaltett die ereten S Gleiehungeu 
des Torigen Artikels die Form: 

Wir denken uns nun die wirklich eintretende Deformation durch 
Superposition aus zwei einfaciieren Deformationen zusammengesetzt. 
Die erste dieser beiden Deformationen entspreche der Annahme ^ — 0, 
die zweite der Annahme (P) =^ 0. 

Für die erste Deformation gelten die üieichuugen: 

1 r , 1-1-2^ «. •/) , * /UN T 
1 rdu' dx dv' dy , cio' de , du' dx dv' dy , Zw' dz~\ 

Für die zweite Deformation gelten die Gleichungen 

r:(ft)-o, r:(jh)-o, ^^-Q, 

Hieim kommen nodi die 3 Oleicknngeni die dm Zusammenhing 
swiichen den GbdBen «T^ nnd den Komponenten der Verrflekong WfV",«/' 
TermtttehL 

2* 
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20 J^- Macbkr: 

Wir genflgen dem errten QleidniiigsBysteiii durch die AnrnJime: 

, l/xrv ' (P) 1 — * 

w _ » ' _ tr^ _ _ CP) 1 — » 

Dieae Defonnation besteht in einer ^eiefamMigen Kompreirioii 
der Ifittelfliche, bei der sie ihrer uriprfiji^cfaeii Ghntalt aholich 
bleibt 

Ba ee sonach keine Schwierigst hat^ den FaU, daß (f) Ton Nnll 
TeEBChieden ist, anf den Fall, dafl (P) — 0, snrfickziif&hren, so setae 
ich im folgenden (P) « 0 Torana. 

13. (jhrr die Ehulmtigkett der Losumj. — Die fÖr den Fall des 
Gleichgewichts geiteuden Diiferentialgleichangen erhalten ntuunehr die 
Form: 

y.(ft)-o, y.(A) = o, ^ — 

Wenn die MittelfiipChe nicht geschlossen ist, so treten hiersn noch die 
Raudbedingtuigen 

yal l/a„ Va,4 J 

Die DOatationea and die YerrÜckongen sind durch die Oleichnngsn 
definiert! 

««'-i(fe+lJ)-r.'')«'-ivi«.+'''S.- 

Hieran treten die Stetigkeitsbedingnngen: 

Die Grdfien y^f^ und |i sind auf der ganzen Ifittelfläche einwertig 
und atetig. 

WSxen die Gv9Ben ytft und |a durah die angegebenen Bedingungen 
nicht eindeutig bestimm^ so müßte es ein System von Großen yif,y Ii 
gebeni das de» Gleichungen genügt, in die die Torstehenden übei^hen, 
wenn man Q und, falls die Fläche nicht geschlossen ist, auch {Ff^) 
und (ly)) ghsich KuU setxi 
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über die Oefonnatioa gekxilininter eU«ti«cher Platten. 21 
Nun ttt das über die guue Mittelfliobo ertfcr«ek(e Integral 

/T A''* ^ 

-/ W-a^ l V i ^ + {y 1 ^) {?} + ^^^^^ 

Wenn die Mittelflache geschlossen ist, so ist 11 = 0 zu setzen; ist 
sie durch f ine Raudkunre L begrenzt^ so ist ^ das längs dieser Kurve 
erstreckte Integral 

/T/coB», cos«. \^ , /coaa», cosa», \u~\dL 

J [( - w: ^ + ( Vi.: '"-1^ 

Dieses Integral ist wegen der Anfangsbedingungen gleich Null, 

Auf Grund der (iieichungen, die für die Yerrückungen gelten, er- 
gibt sich nun 

Nun iffc 
und 

Folglich 

Weil die Fonn Oa^A + ^^it^Pt^^Pt + <h%^t\ ^ofinit ^ ^ 
unter dem LKtegralieidheai stellende Ansdnidc Ton Kuli Tersohieden 
und pontiT, Mfem nieht alle 8 Gi6Beai TetBcliwinden. 

Da nim 0, so folgt: die Größen «i^ eind Büntiieh 0. Dae 
LittienelenMnit der Mittelfllche «rißlirt somit keine Dilatatioii. Daraos 
folgt: Durch uisere Differentialgletchiingen nnd die zogehdrigen Stetig- 
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22 L- Maurkb: 

keits- Qiid Änftngebediogniig«!!! irt die DefonDaÜon der HittelflScIiie 
bis auf eme dahrnrngdoo Biegung bestunint 

lat die Miitolffildie eine geaeUoeaene Elidie mit übenll positiTer 
KrflmmnTig, bo ist, wie Herr Iiiebmann bewieeen laA, eine dehnimgs« 
lose Biegung unmöglich. Die Frage, ob, beziebnngsweise inwiew^i 
eine deraartige Biegung bei gescUonenen Flächen möglich ist, deren 
Krümmung teile positiT teile negatir ist, ist noch nicht be- 
antwortet. 

Ist die Mittelfläche nicLt geschloseen, so inüss«i, damit die De- 
formaticm vollefeandig bestimmt ist, zu den obim angegebenen Rand- 
bedingungen noch weitere Bedingungen treten, z. B. die Bedingui^y 
daB die Randkurve festgehaltoa wild. 

Ob aber diese Bedingung auch aiur Bestinunmig der Defonnatieii 
hinreicht^ mu£ dahingestellt bleiben. 

14. BesHmmmig der Kompotiewtm der VerrikSsmig. — Wenn die 
GröBen y^^ und damit aueh die Großen tt^^ belnnnt eind, so evfotdert 
die Bestimmung der Komponenten der VrarBckung aoek die Integnr 
tion einer partieQen linearen, aber nicht homogenen Differential* 
gleichung sweiter Ordnung und anfierdem nur noch Quadratoren. 

TJm diese partielle Differentialgleichung aufisuBteUen, benützen wir 
das Ton Herrn Weingarten angegebene VerfidireoL') 

Es ist zwedcmäBig^ die naeh den Bichtungen der IcarlesMen 
Koordinaten geecUUsten Komponenten der Yerrflclnmg u, v, tc, nidht 
die GrdBen 1^ bestimmen. 

Wir führen drei neue Unbekannte ein, nSmlich 

Hier ist zur Abkürzung 



2\ dx du 



für 

geschrieben u. s. w. 



V\ über die Defomatioa einer biegaunen unaaidehabaieB Fliehe. Crellee 
Jottmal Bd. 100, 8. SM. 
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Ober die Defotmetieii gekrümmter elutiiclier Platten. 23 

Tf mi Differentialmv ii Klüt»' Es ist uiinilich der Z ilib i des Aus- 
drucks 1JI die lineare Invunaute der bilinearen Differeuuuiiorm 

i^j, t;, .sind die Koeffizienten einer linearen Dififerenfciaikovariante, wie 
onmittelbar aus der Gleichung 

herrorgeht. 

Um die medianische Bedentiing der GWißen 7-, ?^,, t]^ zu erkennen, 
(lenken :yir uns einen Augenblick den Aniangspunkt der kartesiselieii 
Koordmiilen j:ys in einen Punkt der MittrltliLche verlegt und die posi- 
ÜTe ^-Achse mit der nach aubeu genciiteten Normalen zusammen- 
fallend. Es ist dami 

Demnach ist der Koainns des Winkeis, den ein Linienelement^ 

das QiaprQnglieh die Biehtung der wachsendan hatte^ nach Siiitriti 
der Befoi&ation mit der msprllnglielien Biehtung der MSehennormalen 
bildet. Analog ist die Bedeatung ron % m erklären. 

Im Falle, dafi die Koordinatenlinien «■ oonst, Pf consi auf 

einander senkrecht stehen, bedeuten , -^=r die Kumponenten der 

Drehung um die Linien p^ const. beziehnngsweise = const. 

Wählt man einen Augenblick die kartfuri sehen Koordinaten Xf y 
als nnabliiiigige Yanable, so wird * 

9 bedentet somit die Komponente der Drethong um dio Normale der 
Mittelfläche. 0 

An Stelle der GleichnngeiL 

, r rx cu r.r ru ~| 



treten nuunehr die Qleiohnngen: 
(3) 



dx cu cx du 



(fx du , "S^ cx cu /- 

1) Die hier mit t] ho/-eichiH ti> Größe bezeichaet Weingarten a &. 0. mit 9 
und neimt sie „Verschiebungstunktion". 
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24t L> Maukw: 

Hierzu kommt die Oleidiimg (s. 11, 7) 
wo zur AbkOnang — 



^ gesetsii iit 

Ndh folgt aas (3) 



Um die rechte Seite dieser Gleichimg umzuformen, bemerken wir, daft 
Folglich 



(6) 



1^ - 1^ + ^-^ - - ^\ + [{V) + 



Um die linke Seite der Gleichuug (5) umzuformen, macken wir 
von den Gleichungen 



und den Gleichni^^, die sich aus diesen durch cyklische Vertauscbung 
Ton 9f y, M ergeben, Gebraach. Wir erk«lteii mit Rfickeieht «if (3): 

Diesen Wert setzen wir in die Gleichmig (5) ein and benutzen gleich- 
seitig (6). Es ergibt sich: 



ya yä 



Mit Benutzung der Weingar tenschen Bezeichnung kann man 
hierfür schreiben 
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über die Defomifttioii gekrfimmter elasiiioher Platten. 25 
Nun ist zufolge (4): 

a]«o weU (ft) - 0 (Nr. 12) anä a.(A) - 0 (Nr. 11) 

Vertauscht man und wobei — an Stelle Yon ij tritt, so er- 
gibt sich: 

(8) - e^nt - K«ä^ - iTi*(^ a» ' «»«al^) * 

Wir losen die Gleichungen (7) und (8) nach ij^ und auf. Wir 
erhalten: 



(9) 



1 1 -f2d 
2A' 1 -f- 8^' 



/ . ?n . . dm 



Hier ist snr AbkQmmg gesetst: 



(10) 



Die GiöBen ^Ui« haben eine eia&che Bedeutung» Es bestehen nimüdi 
die Qhnehungen 



and die 4 weiteren Gleichtmgeu, die sich aus diesen durch cyklische 
Vertausch tmg von y, z ergeben. 
Nun folgt aus (2) und (3): 

dPt " ^ cp^ dp, ^ dpi dp\ 

— i^ott + -^(«11 — vV**)\ - Uu(«tt + ^y») + -^1,11^1 

Den Ausdruck in der ersten Klanuner auf der rechten Seite kann man 
m der Form schreiben 



1 

a 



»11 






1 


«II 


«11 






«if 




Cil 




Cj, 1 


«11 












^22 
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F. DoLEZALCK \md A. Ebbumo: 



Die reohte steheiicle Detemunante — die eimnttaae Inviniaiite d«r drei 
quadifttiBehen Formen Oudpl + • •> c^idp] + . -f fti^p] + • • bezeichnen 
wir nur Abklirsang mit (o, e, f). 

Es ist femer A^^ + — • Wir erhalten somit: 



1 r9vu 1 («tC,y) . (a.c) 



FOliren wir liier für r;, und % die Werte (9) ein, SO erhalten wir 
für ^ die partielle DifferentialgleiGhiuig 



(11) 



+ — ^ 2ü:i + s^i/^ i^j,,Lc r^^a/,, + ^«WJ 



hlt ij bestimmti so ergeben eich ri^ und i}| aas den Qleichui^n (9), 
und es laawn eich alsdann die DeriyierteBi der Komponenten u, w 
beraclmen. Die Beitimmung der Eomponenlai lelbrt whrisit dann 
nur mehr Qoadraturen. (FortMteuat ibigi.) 



TTutenniGliiiiigen ülier telephonische Femleitmigiiii 

PupinscheiL Systems.'} 

Von F. DoLEZALEK nnd A. Ebelino in Berlin. 

Fflr die moderne Femtelephonie, die sich zur Übermittelnng der 
Ziehen bekanntlich der Wediaektröme bedienl^ liegt eine Haapi- 
achwierigkeit der Entwiekelnng in der sdi i dlichen Wirkung der elekbro- 
atatiflcben Ibpazitat, die sidi in um so bShnen HaSe fthlbar maehi> 
je linger die jeweilige Linie ist» nnd die in Kiabeln einen nooh fünf- 
mal so großen Wert erreicht als in einer gleich langen Freileitung. 
Da die Fori^flanznng einer elektrischen Welle Über einen Leitnngidrahfe 
in einer f<»rbwahrenden Umwandlung elektrokinettscher Bnergie in 



1) Beto»t Uber den gleichnAmigen Anftatz der Verfasser in Nr. 49 der 
t^ektEotedniitdien Zeitschrift** vom 4. fieiembar 1901. 
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Uniennchiuigen Aber ielepboniBcbe Fernieitnagea Popmachen Sjsteina. 27 

filfiktrofltaiische nnd magnetische Energie besteht, so fteigt mit 
wadtsendflr Kajwiiät aneh die hitensüftt dnr Laduigartrdine und damit 
die GxSBe der EnergieTerlnate duroh Jovlesche WSnne. 

Wird nun die Energiezentreunng za groß, so wird die Leitung 
Ar iiraktisdie Zwecke nnbnnchbar, denn die Dentlidikeit der fiber- 
mittelten telephonisehen und telegraphischen Zeichen nimmt in dem- 
selben MsBe ab^ als Üneigie Terlmen geht, and swar nntar ITmstanden 
bis cor Tolligen UnreEstlndliebkeii 

Dem Energie aentSrenden EinflnB der Kapaiität und des Leitnngs- 
widerstandes l&Ü sieh nnn aber entgegenwirke wenn man die Selbst* 
indnktion der Leitong hinreichend TergrSfiert» Man eneicht dadurch, 
daB die Energieaiifepeichenuig sieb mm größeren Teil in Foim Ton 
magustiseher Eneigie ToUiiehty nnd drfi<Ai durch die Viermelmii^ der 
Impedaos die Inteositit der Ladungastrdme und die Wirmererluste 
herab. 

Yerscliiedone ältere Yersache, die Selbstinduktion einer Leitung 
nach Möglichkeit zu steigern, haben praktisch nur zu bedii^ brauch- 
baren Resultaten geführt. Eine Umkleidung des Leiters mit Eisen 
stellte die nächstliegende Methode zur Erhöhung der Induktanz dar, 
doch wurde die schädliche Wirkung der Kapazität dadurch gleichzeitig 
Tiel zu sebi gefordert, als daß man diesen Weg praktisch hatte yer- 
werten können. Weit bedeutendere Wirkungen lassen sich erzielen, 
wenn man in gewissen, regelmäßigen Abständen die Leitung an mehreren 
Stellen nnterbricht nnd Drahtspulen mit hoher Selbstinduktion ein- 
schaltet Dir«!^ Methode, die zuerst von Heaviside und Süvanus 
Thompson angegeben wurde, liat gegenüber der erstgenannten 
nicht nur den Vorzug eines außerordentlich viel kräftigeren Eflfektes, 
s«)ndem sie zeichnet sich auch dadurch vor jener aus, daß durch 
die Einschaltung der iSpuleu die Kapazität der Leitung nicht ver- 
mehrt wird. 

Es zeigte sich aber, daß die Thompson-Heavisidesche Methode, 
so richtig ihr Grundgedanke war, in ihrer AUgemeinheit noch nicht 
genügte, um eine praktisch brauch i)are und zuverlässige Verbessening 
der Lautnbert ragung herbeizufflhren. 

Der Ameriktiner Michael J. Fupin nun war es, der der Theorie 
diejenige Durchbildung gab, welche eine praktische Anwendung und 
eine nnbedingt zuverlässige und überaus rationelle Verwertung er- 
möglichte, ^e wir aber den Wert der Erfindung betrachten, wollen 
wir in aller Ktttse die theof«tiBehen Qedankoi Terfolgen, durch 
welche Pupin an seinem glficklichen Abachlufl des Thompson- 
Heavisideschen Ideenganges geführt wurde. 
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28 ^- DOLBZAI.EK und A. EsKLiso: 

Eb möge bedeuten: 
jp die Leitii]% 
l ^ die LSnge der Leitung, 

n = die Periodeiuakl eines harnmnischen Weehselafcromea, 
C <— die Kapazität der Einfachleitung pro km, 
Z « die Selbstinduktion „ n n » 

E — den Widerstand „ » n » 

J — die Tamble Stromskirke in irgend einem Pimkt der Leitong. 
Ans der CKUtigkeH des Obmsclien Geeelses folgt dann, dafi in dem 
Leiterelement dx die üegeakraft dtr Selbstinduktion (L^dxj, ver- 
mehrfc um den Spannongsferlnst durch Widerstand {RJdx), gleich ist 
dem Potentialabfidl lings des Elementes (— ^^^)} also: 



Das Vorhandensein Ton Eapaaifät bedingt ferner eine Abnahme 
der Stromstirke mit der Leitung, welche bestimmt wird durch die 



dJ ^dV 

Ans den beiden genannten GQeiGhiingen eigibt sich dr die WeUen- 
ünH^flansong in einem absolut gleichiStmigen Leiter die bekannte 
Diffiarantial^eiehuug: 

Li WirUiehkeit werden nun aber in der Leitung stets ein Geber* 
und ^ Empföngerapparat TOrgesehaltet sein, so dafi die StromfbnktMm 
Bedingungsgleichungen zu genügen hat, die durch die elddrischen 
Konstanten der Apparate bestimmt werden. 

Die durdi den Geber enEengte elektromagnetische Kraft sei dar- 
gestellt durch die Zeitfonkti<m ^ Ee*'*, worin p — iMn, 
n « Poriodensahl pro Sek. 

Selbstinduktion, Kiq^tit und Widerstand des Geber- besw. des 
Empfangerappaiates seimi besw. Ly (\. Feiner seien die 

Potentiale an den Pden des Gebers, also flUr a?*^0 und x^^ll, 
Vq und F,„ entsprechend den Polen des Empfangers, also für 2; <— ^ 
F, und Vi, ebenso bedeute Pq die Potentialdifferaut am Kondensator 
Fl diejenige am Kondensator C^. 



Digitized by Google 



Untersuciiimgcii über ielephonische Fernleitungen Pupiuscben Sjatema. 29 

Dann Utnwn aich die beideiL Qnnzbeduigiiiigeii ia folguidar Form 
dttsfcelkii: 

(L.l^ + i;/+P.+ F.- F„)._.-m. 

(S) 

Die Symmetrie des ^yitouB fordert mm aber, daß an allen Paukten 
der liiiue V^^V iaf^ also aneh: 

Fo-- r„ mid r,- r,. 

Wenn wir schließlich noch für l — x den Wert 4 einaetaen, »0 
ergibt aich als Lösung der Differratialgleiobung: 

(8) (Kg coBJ»! + i^flinml) 

welche der Qleichong (1) genügt, wenn: 

m iat eine komplexe Größe, welche wir — « + t/) aetaen wollen. 
Dann wiid: 

^ «« - ^ (« + ißy = ipC (ipL + R), 

(4) «-]/^[>^*FfST7r], 

(5) ß « l'^I}^^^^*!^ - i/Xj, 

Die Werte tou a nnd ß haben «ne aehr hohe pnkfciaehe Be- 
denton^ wie wir a(^;leiGh neigen wollen. 

Bemerkt mnß noch werden^ daft in obigen Formebi im Falle ein«: 
DoppeUaihmg L dnreh 2L, 0 durch, den Wert für die gegenseitige 
KapaiiiSI^ B doroh 2JR an eraetien iaL 

Der Yerainfachnog halber aai angenommen, daB nur der Geber 
eine merUiehe Impedaas heaitBt, daß dagegen die Impedans dea 
Empfingera an ▼emachllaBigen ist 

Die eflekfeiTen Stromatlrken im Geber (| — I) nnd Empfilager (| — 0) 
aaien Ig nnd 1^; dann gilt die Gleidrong: 

' V«»/*« + -1-2 CO» 2a4' 

wobei ce und ß nach Qleichnng (4) und (5) aus den elektrischen Konatanten 
der Leitimg zu berechnen sind. Im Falle einer kurzen Leitung von 
garingem Wideratand, geringerer Kapaaitftt und großer Selbetindoktion 
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reduzieren sicli e- '« und c"*'** zu 1, uiul es ergibt sich die Gleichung 
einer stehenden Welle. Die Gröfie welche die WellenlSnge beBtimm^ 
hei£t die Welletdängml-onstante. 

Bei einer langen, stark dampfenden Linie wird das Verhältnis von 
Anfan),^« und Endstrom ausschließlich durch r*'* bestiTiimt, d. h. aber 
durch die Gniße ß. Diese ist daher für die Widleufortplianzung von 
entscheidender Bedeutung und führt den Kamen JJümpfungskonstante. 
Wie aus Gleichung (5) zu ersehen ist, nimmt ß ab, wenn X größer wird, 
d. h. mit wfu'hpender Selbstinduktion wird die Dämpfung geringer, also 
der Endstrom stärker. 

Wird die Selbstinduktion so weit erhöht, daß der Widen4taüd R 
klein ist im Verhältnis Äum Wert p • L, so reduziert sich die Gleichung 
für ß auf eine bemerkenswerte Form, welche die Periodenzahl nicht 
mehr enthält: 



Diese Glriduuig besagt, daß die BriiShiuig der Sdbstindnktion 
nieht nur die Dämpfung heruntersetzt, sondem auch eine gleiehmäßige 
DSnipfung für die Tenehiedenen Schwingungen der SpredutrOme herbei« 
fUir^ was für die Lanthdlt der flbertragenen Sprache yon großer Be- 
dentang ist 

Die bisherigen Betrsehtungen beaehen sich auf eine Linie mit stetig 
▼erteilter Selbstinduktion. Für den Fall diskret Torteilter Indnktana- 
qoellen kommen dann noch ebensoyiele Bedingnngsgleichmigen hinan, 
als Induktionsspalen Torhanden sind. Diesen Fall hat Pnpin behandelt 
nnd er kommt an dem wichtigen Besultat: Diskret verteilte Selbst- 
induktion Termindert mir dann die DSrnpItangskonstante ebenso wie 
stetig verteilte, wenn der Abstand der IndaktionsqneUen einen Bmch- 
teil der WeUenlSnge des Aber den Leiter fortattpflanaenden Wechsel- 
stromes beträgt. 

In Europa war es die Firma Siemens & Halske, welche die 
Pupinschen Gedanken aufnahm, erlolgreich weiterführte und ihre hohe 
Bedeutong für praktische Zwecke durch zahlreiche Versnche im Labo- 
ratorium und an im öffentlichen Gebrauch befindlichen Strecken nach- 
wies, welche ihr yon der deutschen Beichspostverwaltung zur Ver- 
fügung gestellt wurden- Die ersten Versuche im großen wurden an 
einem zwischen Berlin und Potsdam verlegten, 32,5 km langen Fem 
Sprechkabel angestellt, das 2S Fernsprechkreise (Doppelleitungen) mit 
1,0 mm starken Kupferieitern enthält. 14 von diesen Doppelkreisen 
wurden mit Pupinspulen ausgerüstet, während die 14 anderen, um Ver- 
gleiche zu ermöglichen, im ursprünglichen Zustande gelassen wurden. 



(6) 
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Üer Abstand der Spulen von einander wurde auf ca. 1300 m festgesetzt; 
jede Spule liatte einen Widerstand Ton jd ca. 4,1 Olim fttr Hin- und 
Rfiekleitong und eine Selbstinduktion von cfti 0^062 Henry aufzuweisen. 
Es leigte Bich, daß durch diese Vorkehrungen der Wert der Selbst- 
induktion auf den 200£Miien Wert gesteigert, die Dämpfungskonstante 
auf den 4'*^ Teil des ursprünglichen Wertes erniedrigt vnude. Ent- 
q»rechend groß war natürlich auch die erzielte Sprechverbesserung: über 
fBnf hintereinander geschaltete Sprecbkreise, also über ca. 162,5 km 
Entfernung, erhielt man etwa, bei Anwendung von Piipinspnlcn, diß 
gleirho Spreclilnnth' it wie über eine einzige^ 32|ö km lange Schleife 
ohnt' Spulenausrüstung. 

Weitere Versuche wurden an einer 150 km laugen Brouzetrei- 
ieitung von 2 mm Durehmesser angestellt, welche zwischen Berlin und 
Magdeburg den Fernsprechverkehr zum Teil vermittplt. Die an dieucr 
Linie angestellten Versuche ergaben ein ebenso |i;iiiisti<j;os Resultat wie 
die am Kabel Berlin-Potsdam, denn die mit der PupiiiHunrüstung ver- 
sehene FreQeitung von 2 mm ergab ein bedeutend besäeres Sprech- 
i^sultat als eine nur wenig längere Freileitung von 3 mm, welche keine 
Pupinausrüstung aufwies. 

Dyiiamometnsche Messungen, mittelst deren die Abnahme des 
Stromes mit der Länge der Leiter festgestellt wurde, bestätigen in jeder 
Hinsicht die theoretisch gewonnenen und die Sprechresultate. Die 
YenDche wurden so angestellt, daß man in die Leitongen emen 
konrtaaten Weehiditrom sandte und in Tsnehiedenen Bhitfemungeu 
die tilTAimwmiiU Stromst&rlre sowohl fitr die mit Selbstindnktioiu- 
spnlen belastete Linie täa waek die unbelsstete Linie feststellte. Die 
Fig. 1 und 2 »eigen diese Besiiliste fttr das Eabel Berlin^Potsdam und 
swsr in Fig. 1 flr einen Wechselstrom von 900 Perioden nnd in 
Fig. 2 für 400 Peiioden. Die Abscisseai seigen die Linienlange in 
KUometem, die Otdinaten den Endsfawm in HiUiamp^re, wobei der 
Wert fttr die Abscisse Nnll den Strom am An&ng der Linie, also 
■m Qeberappaimt^ «nseigi Die Emreii xeigeii deutlich^ daß die Ab- 
sehwiehnng der in dm An&ng der Linie gessadtea Stromstirke bei 
der mit Spulen belasteten Linie hedentend geringer ist sie bei der nicht 
belasteten Linie. Aach seigt ein Yerj^eioh der Fignien 1 imd 2, daß 
das Verhältnis der Dämpfung zwischen Sehwingungen von 900 und 400 
Perioden bei dem mit Pnpinspnlen belasteten Kabel etwa 1 : 1,6 beträgt, 
bei dem reinen Kabel dagegen 1:6; ent^rechend der Theorie ergibt 
sich also eine fast gleichmäßige Übertragung sämtlicher Schwingungen 
bei dem mit Spulen belasteten Kabel, and daraus erklärt sich aoeh die 
in der Tat ersielte tadellose Klarheit der erhaltenen Sprache. 
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Im übrigen ergibt sich auch fUr 900 Perioden, welche einen 
mitüeran Wert der fOr die menschliche SfOBche in Frage kommendm 



















1 


— — 




p 


Wc< 






VW 'l 








































\ — 
















































h 
























1 

\ 
\ 















































100 



\50 9Ü0 ^c^rie^jt'Joi^^ 

Pig 1. 

































VW ^ 
































































-V- 

\ 
















































































L 

















Fig. S 



Schwingungen darstellen, daß die Ordinaten der Kurven für 32,5 km 
nicht belastetes Kabel und 160 km Pupinkabel angenähert identisch. 
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■ind, wa0 dam oben aagefidurten Besaitete der SprechTenndifl tmir 
■prichl 

Oleiehe Mnnmingnn^ die an den Venadia-Freileiinngen BerliU' 
MagdeVnrg mit 900 Periodik angesteUt wurden, wobei die Linge dar 
Linien nicbt veiAndert werden konnte^ ergaben bei einem in die Linie 
geaandtcn Anfimgaatrom Ton 8^ MiUiainp^ emen Sindatroni von 

0,58 Ifilliamp. f&r 160 km Leitong 2 mm Draht obne Spulen, 

» » n » ^ » m n t> t 

2,20 „ „ 160 „ „ % „ „ mit ff 

Durch dm Einftüiren d< t Seibstmduktionäspolen konnte man also den 
Endstrom auf den vierfachen Wert bringen. 

Bei diesen Messungen war die Impedanz der den Endstrom 
messentK'ii Apparate nicht, wie tlu- »retisch gefordert, zw vemachlüssigeii, 
Bondt rn den telephonischen Eiiij fangsapparaten anc^ppaBt. Um ein Bild 
darüber zu erhalten, ob die praktischen Werte auch für den theoretisch 
abgeleiteten Fall gelten, daß die Impedanz zu vemachlüss gf'n ist, wurde 
ein Versuch im Laboratonum so ausgeführt, daß mulu die Impedanz 
variierte und aus der gewonnenen Kurve den idealen Fnil dur Imptdanz 
Isuli extrapolierte. Die graphische Extrapolation ergab hierbei einen 
Wert für die Impedanz Null zwischen 1,2 und 1,7 Milliampere, während 
die Theorie den Wert 1,45 Milliamp. forderte. Es bestätigt die^ daß 
die ftr den effektiven Endstrom abgeleitete GHeiebnng 

/ 

7 ^ - ' ^:== 

in der Tat richtig sein dürfte. 

Es blieb noch nachzuweisen, daß der Kernpunkt des Pupinadien 
Sjatama richtig sei, daß nämlich die Einachaltnng dar Selbattndnklieiis- 
spulen nur dann eine Verminderung der Dämpfung herbeiffihren kann, 
wenn der Spolenabslaiid einen Ifonditeil dea Uber den Wellenleiter fort- 
zupflansenden Weefaaeiatromea beträgt, und daß bei größeren Abständen 
eine Beflesion der Welle einferiü Die Yeraaehe^ deren Beanliate in 
den Fig. 3 nnd 4 wiedergegelmi aind, wurden im Laboratorium bei 900, 
600 imd 400 Perioden gewonuan. Bei allen Meaanngen wurden Wider- 
aiand, Eapaaitit und Belbatindnkftion konataut gehalten, nur die Ver- 
teilung der Selbatindnkiion wurde geändert. Die Beaultate beatatigen 
durchauB die Theorie. \ In Fig. 8 iat der Abitand der Spulen in km ala 
Abadaae, der Endatcom als Ordinate angetragen, für die drei ver- 
aduedenan Perioden ainkt der Bndatrom bei ea, 6^ 8 nnd 11 km Spulen- 
abatand na NnU heronter; dieae AbatSnde beliehnen die Giense, 
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oberlialb deren kein Strom für die entspieehende Periode des Weched- 
sbromee bei der gewSUten KabellSnge Ton bealSofig 28 km mit 0,8 mm 
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Kupferleiter mehr am Ende der Linie aDkommt. Tragt man die Kurve 
80 ein, dB.& die Abscissen den Wort der Spulenzahl pro Wellenlänge 
angeben, so zeigt sich, daü in der Tat eine Wellenlänge für 400 Perioden 




FI». 4. 



die Ch-enze ist, für bohere Perioden, die bei der menschlichen Stimme 
weaentlioh sind, liegt diese Greue bei etwa 2 Spulen pro WeUanlänge. 
Diese Resultate bestätigen sicb^ wenn man dae EmpfiNigidynamomeier 
durch ein Telephon etaetst 
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Diese Unterrachimgeii zeigen, daß die fcheoretiaeli «ioh ergebenden, 
groflem Effekte in d«r Tut esiielt wefdea, sodaB die Erfisdiuig Pupins 
a3e eine epochemaehende auf dem Gebiet der Telephonie zn beaeicbneii 
is^ insofera nuunehr eine teUphoniscbe Versündigung swisehen den 
wichtigeten Städten des gesamten Boropa möglich ist 

Berlin, im März 1903. 



Zur Theorie der inMIesImalen Tnuformtumen 

der Ebene. 

Von R. VON LiUEMTBAii in Münster L W. 

Im folgenden stelle ich zonSchst der Lieschen Aof&ssung des 
Sjstema: , ^ rfy , . 

eine zweite an die Seite, die sich bei der Betracbtung krummliniger 
Koordinaten in der Ebene eigentlich tou selbst ergibt, und behandle 
sodann den Fall, in dam die Verinderliche I die Bedeatong der Bogen- 
länge der Bahnknrven der zngehdngen Gmppe von Transformationen 
besitzt Dies Beispiel seheint mir sowohl wegen seiner Allgemeinheit 
wie wegen seiner Anscfaanlichkeit besonders Idurneh zu sein. 

1. Das System von Differentialgleichungen: 

faßt Lie als „eine infiniteeimale Transformation'' bestimmend auf, d. h. 
alB eine solche, die den Pnnkt mit den Koordinaten ar, y in den Punkt 
mit den Koordinaten x-ry^äi, y (ffdi überführt. Die Intecrration 
des Systems liefert die Gleichungen der durch jene infimtisimale 
Transformation erzeugten „Gruppe von Transformationen" in der Form: 

(2) X - -Fi(a^, Ä,, 0, y - F,(a^, y», 0, 

wo die wiUkOrlichen Konstanten j^, tfQ als die Werte ?ön « nnd y für 
I » 0 angesehen werden kSnnen. 

Eliminieit man i ans den Gleiehnngen (2), so entstehe: 

W F{x, y, x^, yo) = 0. 

Da diese Beoiehnng mit dem Integral der Gleichnng: 3^ *~ ^ c^ch' 
bedeutend sein muB^ kennen in ihr .t^, nnr in einer festen Vcörbindimg 
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anftrotoiy die dum die Rolle eines Panmeten ^ielt, d. k die Glei- 
ehong (3) muß die Fonn liaben^): 

Eine Hauptfin^ ist nun die, wann eine gegebene Differentialgleiehmig 
erster Ordnung: 

die durch (1) bestimmte Transformation gestattet, oder mit anderen 
Worten, wann die Integralkuryen der Gleichimg (4) durch die Trans- 
formation (1) in einander übergefilhrt werden. Diese Frage ist zu be- 
jahen, falls fOr jedes Wertsystem w, y die Gleichung! 

erfüllt ist.*} 

Lie hat dieser Bedingnag noeh andere Formen gegeboL hA 
f[Xf ff) irgend eine Funktion Ton x und so nehme man: 

Unsere Bedingungsgleichung wird dann: 

(6) ^(ft)-Ä(*)-M(ft). 

Die Operationen A(f) und B(f) nennt Lie „Symbole infinitesimider 
Transfbnnationen.'' In Betreff ihrer gilt der Sata: 

sodaß man die Bedingung^ (6) auch durch die mit Hilfe einer will- 
kürlich gelassenen Funktion f(x, ff) gebildete Gleichung: 

(7) A(B(f))-B(Äiri)~Ä(ß,)-A^ 
ersetaen kann. 

Wir stellen nun der Lieschen Auffiissnng der Gleichungen (1) 
eine zweite, die Bamtaung unendlich kleiner Gröfien Tenneidende, an 
die Seite und entwii^ln auTOf den Begriff j^ystem Ton Plsiameler- 
Unien". 



I^i L i e - S L b 0 ff 0 r 8 : Vorlesungen Aber D^fttfl ^ tl ^^ ft1 gl^| ^^h^l1^gf mit bekannten 
iufiniteHitnaU'n Transformationen Sl. 68. 

2) Mathematkche Annalen. Bd. 'iu. ä. 3til, Bd. Ii. 8.490. Vergl. Lehrbach 
der Diffinential- und Integrabeehnang von Serret- Harn ack. Bd. 2. Zweite 
H&lfte. Leipsig 1886 S. 117. 
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Durch die Gladnuigai: 

(8) x^t\\t, t), y^tiit, x) 

werden zwei ein&ch unendliche Scharen ▼<m Kurven, die Evmln 
I oooei, T •» eonst festgelegt^ sofern die Determinante: 

dftdft_df,df, 

wie vorausgesetzt werden soll, nicht durchgängig verschwindet. 

Von diesen beid(>n Scharen sagen wir, daß sie ein ,,Sy8tem von 
Parameterlinien^' bilden. 

Wir denken uns die Werte von t und x durch die Punkte zweier 
Geraden, der Achse und der t- Achse, versinnbildet. Je nachdem lu 
den Gleichungen (8) x als Parameter, t als Veränderliche oder t als 
Parameter, r als Veränderliche aufgefaßt wird, stellen sie die endlichen 
Gleichnngw der Abbildung der Schar x » consi aof die ^Achee oder 
der Schar i — e<nut aof die i^-Adiee dar. 

Ersetzt man in ^y, die Gh'ößen i und x durch ihre aus (8) 

berechneten Ausdracke in eo entstehe: 

Eisetat man ebenso in die Großen i und x durch ihre 

Weite in x und so eigebe sich: 

Die Gleichungen (9j stellen die Differentialgleichungen der Ab- 
bildung der Schar x = const. auf die ^Achse, die Gleichungen (10) die 
Differentialgleichungen der Abbildung der Schar t = const auf die 
f -Adkse dar. 

Die Funktionen y^, f/^, h^, sind nieht unabhängig Ton einander, da: 
. dx , dx ,djf ,dy 

^sr ^sr ^di ^Tx 



dt d* 



Dies iK'fert die beiden fUr jedes Wertsjrstem von x und y bestehenden 
Gleichungen: 
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88 R. T. LniowAft: 

Seist man hier h^i^, bo kommt: 

Di« Istste dieser Benelmiigen stimmt fiberein mit der Oleiehmig (5). 

Nehmen wir die Oleiohungen (9) als gsgeben ui, so folgt adb 
ihnen znnlUsIist die DiffSsrential^eiclmng einer ein&ch nnendlidiai 

Kurvenschar: 7^ = -, deren Inkgraigleichung: y q> (x,v) sei. Der 

durch geht die erste der Gleichungen (9) in die folgende über: 

^-^i(a:,<)p(x,T)). 

Um diese sn integriereiii mfissen wir flb: jede Kmrre eonst die a^-Koor- 
diDftte des Punktes kennen, der einem festen, beliebig gewihlten, Werte 
von i, etwa t*^Of entsprieht Diese »^Koordinate wird somit eine 
Fonktion von die wir mit /'(r) bezeichnen woHen. Dann besteht 
das Integral der letzten Gleichung in der BeBiehnng: 

r .fc 

/w 

Hiernach ist mit den Gleichungen f9) nur eine Kurvenschar r = consi 
verträglich, aber infolge der willkürlich zu treffenden Wahl von f(r) 
sind mit ihnen 00* viele Scharen i const. verträglich, lui I jede der 
letzteren ist bestimmt, sobald wir den Ort der Punkte kennen, die auf 
den Kurven t — consi dem Werte < = 0 entsprechen. 

Die letzte der GHieiehungen (12) lehrt, daß die Fn^e, unter welcher 

Bedingung die Differentialgleichimg: ^- = ^ (x, y) die infinitesimale 

Transformation (9) gestattet| gleichbedeutend ist mit der fbmge naeh 

der Bedingung, unter welcher die durch die Gleichung: ^| — ^ (Xf y) 

festgelegte Kurvenschar zu den mit den Gleichungen (9) vertraglichen 
Scharen t ^ const. gehört. Wir drücken den letzteren Umstand kurz 
so HUö, daß .vir sagen, die beiden Schalen der Integralkurven der 
Differentialgleichungen 

bilden ein System Ton Parameterlinien, in dem t die Rolle einee Para- 
meters spielt in Gem&ftheit mit den Gleichungen (9). 
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Allgemein seien nun swei Systeme umnltaner Diffeiential|^eic]uiiigen 
enter Ordnnog gegeben: 

af-ft('.»). ai-*it*'>)' 

Unter welchen Bedingimgen werden die beiden Scharen Ton Integral- 
kniren der Gleicbungen: 

d« ^ ^1 ' dx \ 

ein System von Pamneleilinien bilden, in dem t oder f oder t ond t 
die BoUe eines PiFsmeterB spislt in OemlOheit mit den gegebenen 
Gleiobnngen? 

Wir schlagen zur Beantwortung dieser Frage einen Ton dem bist- 
herigen yenehiedenen Weg ein. 

Ist f(x, y) eine beliebige Fonktion tou x nnd so bat man: 

falls: 

y _ h^dx — h^dy ^ ^ — y,da4 -g,dy 

Es wird sich zeigen, daß i oder t ab Parameter anftritt, je nachdem 
T| oder 2^ ein exaktes Differential ist 

d f d f 

Die Ableitungen ^ sind „Symbole infinitesimaler Trana- 
fotmationen". 

Wir schreiben statt und bezüglich und 
nnd finden sonSdist: 

na\ ^l'^Si dhAdf /dg, dh,\df 

^^^^ 4i4t itdt \dt dtJdx'^Klt dijdy 

Beseichnen nnd integrierende Faktoren Ton und 2^1 *o ist: 

dlogv, dt) '\dz dt) 



(14) 



dx 9xK — 9t\ ' 

diogr. ^'V'S? de; ^'lli^ ^) 

dt ~ 9i\ — 8»h 
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Berechnet man aus diesen l>eiden Oleichungen die Dtffereosen ^ — , 
^ ~ 7t and aetst ihre Werte in (13) ein, so erhalt man: 

^^^^ 4t dt dtdi dv ^ dt "Si' 



VVüt hf^h^t iat: 

und: 



d» *" yi*»— * 

also folgt nadi (6), daB bei » 0 die OrSBe t die BoUe einee 

Parameters spielt. In diesem Fall ist ein exaktes Differential, nnd die 
Differentialgleichung dy — tdx = 0 besitzt, einem bekannten Lieschen 

Satae gem&fi^ den integrierenden Faktor ^ • Ebenao ipielt t die 

RoUe einea PaiametenL wenn T, ein ezdctee INffiarantial iai 

BaaaeLbe Ergefania wird durch folgende Überlegong ge«ntigt llaü 
nehme 

aodaO: 

du »1 dt * dv V| 4v 
Ana der Oleidrang: 

du dö 
"tv " du 

geht dann unmittelbar die BeBiehnag (15) herror. Iat T, ein exaktes 
DüFerentialy ao daif man f^a/Si 1 nähmen^ and ea folgt « * i, Die 
Kurven v = const. fallen also mit den Kurren zuaammen, Bn|^ deren t 
TerSnderlich ial^ d. h. < iat ein Parametw* 

2. Biaher haben wir una auf gans abatraktem Gebiet gehalten, 
indem übor die geometriaehe Bedeatnng der Größen t und % keineilei 
Beetinunung getroffen wurde. Wir geben nun in den Gleichungen: 

di^9i, Ji^9t\ 37-*»' 57-*i 

den Größen t und r die Bedeutung der Bogenlänge der £inzeikurTen 
der durch die Differentialgleichungen: 
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festgelegten KlirvHucsliwen und Mbrnbeii sur üntencheidimg Ton dont 
■llgfflmftiiiwi Fall statt i und t beBflgUdi tf| und ^. Unsere Yonas- 
setaung mhtdtfti, daß für jedes Werlepaar dE» y die Besiehiuigeii gelten: 

Wenn jetzt 0^ als Panuneter «afgefoftt werden kanUi fallen die durch 
die Gl^duing: 

h^dx — hidif 0 

iMstimmten Knrren nut den Karren tf^ — eonst. siiBainmen^ d. Ii. sie 
entstellen, wenn anf den durak die Gleiohiuig: ^dd? — ^ily — 0 be- 
stimmtai Emren Tom einer wilUrilrlicb gewählten, aber nicht an ihnen 
gehdienden Karre ans dieselbe BogenlSnge abgetragen wird. 

Es ftagt sich nim, ob sich nicht der bebaohtete Fall durch eine 
BeaMhniig swisohtti «sdUchen, geometrischen Gröfien kenmieiclmen VtBt 

Zwt Besntwortong dieser Frage ist die geonietrische Bedentang 

der Ableitungen und ^^^^ anfm&iden. 

Wir setzen abküizeud: 
^, H.C0S«, A^sintt, A|i-cos^, h^'^Biaß, fi^«^^ 

nnd denken die Beievslunii^fen eo gewählt, daß ß gröfier ansfUlt als a. 
Nach (14) ergibt sieh: 

dß 4« ^ d§ da 

d log Vi dci d log ^ d9i dg. 

Um den geometrischen Inhalt der hier auftretenden rechten Seit«n zu 
erkennen, führen wir neben den gegebenen Kurvenscharen die Scharen 
ihrer eenkrecbten Durcli(iriiigim|t^skurven cm und nennen die Bogen- 
längen der letzteren ff^ und ö^. Eme iiurve, deren Bogenlänge mit Oi 
bezeichnet ist, möge kurz eine „Kurve (tfj)" genannt werden. 

Für die senkrechten DurchdringungsknrTen der Kurven ((7^) 
nehmen wir: 

^_«»(.+ i)__rin., ^_ri„(.+ |)-«.«, 

aber Itlr die seokrecbten DarchdnngiuigskiuTen der Karren (tf,) sei: 
^_co.(/»-|)..m/3, ll-^{ß-^)--^ß. 

Diese Festlegimg hat den VorteO, daB für ^ » a/S die an wadiaenden 
Bogpnfiagen dar Knrren nnd (jgj gehdrenden Halbtaogenten mit 
denen der Karren nnd (tfj aasammenfttteo. 
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Der KrümmimgBTadius der Kuxre (tfa) soll mit qi bezeichnet and 
ab ponÜT oder iMgatiT in fiechnimg gesetzt werden, je nachdem sich 
der mtipreciieiide Krümmungsmittelpunkt in dem eben festgelegten 
ponÜTen oder negativen Teil der Nornialen der Kar?e (tfa) bandet 
Dann folgt dnroh Anwendung der enten Frenetacben Foimal: 

fi " d«, ' d^' " d«i ' f4 " d«4 * 

Man kann nun die Ableitungen einer Funktion /' von x und y nach 
den Bogenlängen der Kurven {6^) und {a^) durch ihre Ableitungen 
nach den Bogenlängen der Kurven (tfj) und (tf^) ausdrücken. Aus dem 
System: 

folgt nämlich: 

df df ^adf , _ df 



9f '^^at-'^^st »/^_Z!ü^±üüdt 



Da nun: 



df ' df . df df , ^df aCf 

80 ergibt sidi: 

. d/ df df 

Nehmen wir in der enien dieser Gleiohiingen f gleich «e, in der zweiten 
f gleich /I, ao folgt: 

da sin 9 cos qp sin qp cos 9 

und damit erhalten wir das gesuchte Ergebnis in der Gestalt: 

d\of!v, 1 f sin qp cos oj /cos qp gin fp\ > 
- j • ~ = " — COBOP (— ^ ■) 

log 1', 1 j /sin 9 cos 9\ /cos 9 sin 9\ 1 

da^ ~ sin 9 1 ^ ^\ dt f \ 9\ Q» / i 



(16) 



Man kann diesen Oleichungen noch eine einfachere Form geben. Die 
Verbindungslinie (L^) der KrflmmnngBmittelpnnkfce der Karren 
und (tf,) hat die Oleichnng: 

,„ v/coaa sinaN , , ^ /fönet , cosaV , 
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Die Taageate der Knrre (^J möge die Lmie (L^ im PnnUe (P4) 
edmeideii, deseen Abscisse hineidbtüoli des Punktes (s^ f) I4 sei, eodaB; 

die Kooidi]uite4 toh (P4) eiiid. Dann hat num: 

1 sin 9 cos <p 

^ "" "IS eT" 

Die Verhindungalinie (X,) der Krümmungsmittelpirnkte der Kurven (öj) 
und ijsj hat die Gleichung: 

« - ^) C-^- + - (-! - f) - - 1- 

Die Tangente der Kurve (tfg) mdge die Iiinie (Z^) im Punkte (P,) 
admeiden, und die Abaeiase Ton (Pg) hinaiehtlidi des Ponktea (x, sf) 
aei ^. Dann iat: 

1 sin qp CO0^ 

Wir erhalten jetit anstatt (16): 

dlDg»t 1 /l , COB g) \ dlogy, 1 /«wy , J_\ 

und haben damit folgenden Satz gefunden: Besitzt die Bogenlänge tfj 
die Bedeutung eines Parameters, so besteht die Gleichung: 



0M9 



die Bogenlfinge tf| die Bedentang eines FaFameterSi ao besteht 
die Gleichung: 

Im ersten dieser FSUe iat die Oerade (P, PJ parallel der Tangente der 
Kurre (tf,)^ im zweiten ist me parallel der Tangente der Ennre (tf^). 
Beeitaen die Bogenlängen €g and gleichzeitig die Bedentnng Ton 

Psnuneteniy ao Tersdiwindet sowohl ^ wie Jetat steht die Tangente 

der Kurve (öj) senkrecht auf dor Verbindungslinie der Krümmuugs- 
mittelpunkte dsr Kurven (<?,) und (03}, und die Tangente der Kurve (cTj) 
ist senkrecht zur Verbindungslinie der Krümmunf^sniittelpunkte der 
Kurven (<y,) und (tfj. Im betrachteten Fall hat luaii es mit den so- 
genannten „Translationskurven'' zu tun, die, wie bekannt'), das einzige 

1) A. ToB, Mathsm. Aanslen Bd. 19. 8. IB. 
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Sjilem Ton FanmAleiliiiieii bilden, ftr wclehM das Quadrat des 
Lineairalenieiits der Ebene die Foim erbili: 

Sind nämlich x und ff solche Fonktionen Ton nnd 6^, die den 
Gleichiiiuseii: 



genügen, so folgt: 
und damit: 



Der Name „TtmMoim\mym*' rfihri toh der Art her, wie das be- 
tnehtete System ron iwei wiUkfirlich gewihlten Ennreo eneogt werden 
kann. Man betrachte neben dem festen Eoordinatensystem der (x, y) 
ein bewegliches der (|, i})-Koordinaten9 dessen Achsen denen des festen 
parallel sindi sodafi: x -°a + l, y = h -\- rj. 

Man nehme nun in dem beweglichen System eine beliebige Kurve 
mit den Gleichongen: | = ^^(t;), rj = if^(v) nnd lasse den Punkt (a, b) 
die beliebig gewählte Kurve mit den Qleidiungen: a — 9|(t()^ ^ VkC**) 
beschreiben. Die erste Kurre «sengt so eiiM KmrensdiBr « ^ const 
mit den Gleichungen: 

Die Schar v «= const. wird durch die Bewegung der Kurve mit den 
Gleichuncron ^ — ^li«), V ^ ^^i^^) vemnderlichen System erzeugt, 
wenn der Aiiiöugspunkt des letzteren die durch a =■ p^i^v)^ b = «/'«(f*) 
bratimmte Kurve durchläuft. Will man statt u und t; die Bogen- 
längen <T| und 6^ oinfQhren, so drücke man u durch 6^ und t; durch 6^ 
aus mit Hilfe der Gleichungen: 

M 9 

Die Bogenlängen tf| sind dann T<m der Kurve mit den Gleichungen 

die Bogenlängen ög von der Kurve mit den Gleichungen 
aus geredmet 
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Ein «bm obigen entspieolumder Sats gilt fUr du Syetem der 

(tf,) und (<fj. 
Wir nclimeii Mer: 

^ = — sin « , ~ cos a , Äj = sm ^ , ~ cos /3. 

• 8iii9 *4"* aiay ' 

und beniobuii mit und integrifirende Faktoxen der Düforantial- 
formen 7^ und 2^. 
Dann folgt: 

alog»g <f g4 dff, d log »4 tf>4 ^ dg, 

~ «in 9 ' d«^ nntp * 

fomer: 

dg liay . ecwy d^ rin y cosy ^ 

Die Tugente der Enrre (^) beE. (^J schneide die Ghvede (LJ bez. (L^) 
in einem Punkte (P,) bez. (P^), deaien AbseisBe hineiehtiieli des Ponktee 
(Xf y) mit ^ bes. <| beieiclmet werde. 
Eb ist dflim: 

Jl da L — 

und wir haben den Satz: Besitzt im System der senkrecbten Durch- 
dringungskurven der «^ebenen Scharen die Bogenlänge 0, oder 6^ die 

Bedeutung eines Parameters^ so besteht die Gleichung: ~ ^ ^ 

oder A -2^.0. Im ersten dieser F»le ist die Oerade (P^P,) 

parallel der Tangente der Kurve (6^), im zweiten ist sie parallel der 
Tangente der Kurve (0,). Besitzen die Bogenlängen und 6^ gleich- 
seitig die Bedeutung von F^urametem, so Tersehwindei sowohl ^ wie j-* 

Jeist steht die Tangente der Enrre (^) senkreeht anr YerUndungs- 
linLs der KrBmmnngsmittelpankte der Kurven nnd (dj, wShrend 
die Tangente der Enrre (tfj senkrecht ist sor YerbindnngsHnie der 
Erflmmnngsmittelpunkte der Kurven und (tf«). 

SMtßbemerhmg. Betnchtongen» die den Toxigen entsprechen, 
lassen sidi an awei auf einer beliebigen FIftehe gelegene Enrven- 
schaven anknüpfen (vgl Enojkbpadie der maiheniatisdien Wissen- 
sehaften HI DSS. 163). Es gelten dann gleichlautende Satze, wenn 
nnr der Begriff ^jtCv»fp,mnw»phtM%Tn«^»tu'* dnrch den Begriff „Halbmesser 
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der geodiliaehaa IKifhamuaff eneirt wiid. Die Mittel snm Beweiee sind 
Ton mir in den MBÜieniatiBelLMi Anaalen Bd. 43^ 8. 605 entwickelt Der 
Fall, in dem die BogeoUbigen beider Seharen ab Parameter anftnien, 
li^rt die TOn Herrn A. Yofi lyBqnidiitanf' genannten Korreu^fateme. 
^atii. Annalen Bd. 19, S. 3.) Den Uer geltenden Sats habe idi in 
meiner Sehiift ^Ghnmdlagen einer ErOmmnngalehre der KarTenaeharen" 
8. 40 ani^eatelli 

Mflnater i. W., den 22. Mai 1902. 



Über symmetrische Sanktionen you unabliiüigigeE 

YarlableiL 

Von Haus Wil.helm Pexidbb in Gottingen. 

Es bandelt sich in diesem Aufsatz nm die Aofigtellung der Be- 
zieliuiigeu, welche zwischen den Funktioucu (einer oder mehrerer 
Variablen), die in einer Funktion auftreten, bestehen müssen, wenn 
diese Funktion von iMiuktioiien in Bezug auf die siiratlichen, von 
einander unabhängigen Argumente, einzeln oder in Reihen genommen, 
symmetrisch ist; im speziellen, um die Aufsuchung von Eigenschaften 
symmetrischer Funktionen. Es erscheint vorteilhaft^ die aymmetriachen 
Fmiktioiien in Gruppen geteilt m behandeln. 

1. Fommi (r.<skr Gaftuna. — Sei die Funktion F{t^, x^, . . x^) 
symmetrisch in allen von einander unabhängigen Argumenten ^j, . . 
Vertauscht man zw(m aus dieser Reihe beliebig herausgegriffene 
Alimente A'^ und Xg unter einander, so muß der Symmetrie wegen 

(1) F(' • . x^fXif . . .) - . . ap;„af„ 0 

sein nnd zwar f&r alle A 1, 2, . . n, wobei man X>% annehmen 
daxf| um Wiederholungen an TsnneidMi. 

Die Relation (1) besteht bei allen Weriayetemen der Variablen or; 
sie iat alao andi erf&llty wenn man fttr alle Yaxiablen x außer und 
Xi beliebige Konataaten aetat. Alo^Aim etgibt die IdentitU (1) eine 
Bedehnng, welohe awiaohen den Funktionen der Variablen x^ und 
die in <F «ufbreten, bestehen muB, und awar identiaeh in x^ und x^, 
wenn die Funktion F aymmetriach aein soll. Lidem man nun 
*<l^l,%'*',n aetat| die flbzig Meibenden x aber als konataat 
ansieht, so erhilt man swiadien den IHrnktionem je einer und den 
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FmiktioiMii j€d«r andern Yamblen eine BeEiehong dar Axt (1). Auf. 
diese Weiae laeaen rieh, unter der YonniaBeiBtmgy daß die Okidrangen 

(1) die* Funktionell der einen YaiiaUen dueh Fnnkttouen, die ala 
Funktionen der andera Yaiiablen in (1) Torkommeni anamdriieken 
geatatten, die lümtlicihen in F auftretenden Funktionen dmeh die 
Funktionen einer einsigen Yariablen, etwa x^, imadrllekeD. 

Ist apeeieU die Funktion F der Form F[a^(gß{)f OiO'tX * * t ^»(Ol 
ao dai&, wenn die Eomplezionen H ^ • • * X| . . . ». irgend 

welche Pemmtationen der Zahlenfolge Ij 2, . . » bedenten, die 
IdentttStm 

(2) Fla^ (^.J, a, J, . . a,(4; = i<'K (^*.); ^ (^x.), • • ^ni^J] 

atattluftben, dann bentat die Fonktion F folgende Eigenaehaften. lat 
nämlich x^^i^, nnd differenaiert man (2) nach ag(xi^ ao erhSlt man 
die Beriehnagon 

mid zwar fElr alle Permntationen iiif -K -^m Zahlen 

1, 2, .. .f Hf die blofi an die eine Bedingaug gebunden aind, in ihren 
enten Elementen Hhaninsnstinunen} und allgemeiner^ wenn tt^ = 

(ß) gl; ^fh(^), . . f ««(a^ib)] - gl; ^^iO, - - ■> »•(«4)» • • • %(Oilf 

d. h. der partielle Differentialquotient der Funktion F, genommen 
nach irgend einer Fimktion a, etwa a,, bleibt nngeändert bei allen 
Pesmutationen der Indicea-Oroppe H ■ • • V-i^+i * ^» ^ ^'V^' 
metriaeh in allen x außer Xt^. Beixtp mit x,,^ und F(* • *a^{xi^)f ' • ■) 

mit Mt) bezeichnet; dann ist die F\mttion sjmmotrisch 

in » — 1 Argumenten x. Deshalb ist aualog der Differentialqaotient 

oder, wenn man X^Vf, — f% aetat, die «weite Ableitung 

eine symmetriache Funktion der n — 2 Argumente .Tj, . . und 
aosgeBchlosBen; o. s. f. Allgemein wird die m-te Ableitung 
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fBr — 2 eine symmetrische FonktioQ der n Ton den Xf^, 

. . ^ AyiM Tenchiedenfin Aignmentaii x der Folge d^, dE^i • . ^ tf^« Mm 
mfisseiL 

Es können nun die Indices der Funktion«! und sunnltui die 
Indieee dar si^^diigen Variablen x in ßtthen einandeir gleieh Bein^ aJao 

IH - IS * • • l^i = "•»<«»t-i--**'^l^i«=l^^^^^ 

wobei « m ist; setzt man der Kürze wegen 

«, — «, — «,.1, «-l,!,..,«, «^ — 0, 

SO ist die aus (4) hervorgehende Ableitung 

ijmmebiBch in allen x (dar Anzahl n — «)| die von . . . x^{ß) Ter- 
aehieden aind. Sa iafc Uar, daB in dieatm FaHa m>n werden kann, 
wenn nur die Un^^ldinng « ~ f > 1 befriedigt iai 

Die Fonktiottflii und wobl nidii all villkflilicli aoanmehmesL; 
denn es mfiaaen die Relationen (1) eiftUt sein. 

Ist nun Ol = = • • • = = 1^ wo gehen die AbleitongeD nach 
den Fnnklionen a in Diffeorentialqnotienten nach den Variablen x übetr. 
Man hätte diesen Fall nrsprOnglich wSIdett kennen, am sa denselben 
Besultaten zu gelangen; ea ist nnr des Weiteren wegen dieser Weg 
gewählt worden. 

Die anfingüchen Betraehtungen mSgen an drei ein&ehen Fällen 
naher erläutert werden. 

X Sei f dne symmetrisdie Funktion der Fomi 

(5) f{x^, a^, . • a;J » %(a:j + 4- • • • + y«(^J- 

Die Belation (1) lautet hier 

worana folgt 

(]P^(xJ - 9p,(xj = (p^{x^ - if>^{xj) =- Konstante 

d. h. 

fOr jl »■ 1, 2, . . n. 
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Setzt man nun X = \ tmd successive x 2, 3, • • so erhalt 
man sämtliche Funktionen qp^ durch qPj ausgedrückt, 80 daß Termöge 
dieser Beziehangen die J^'uuktiou /' die J^'orm erhalt 

n 

wenn man einfach tp ataü und C vtatt ^c^i schreibt 

J9. Damit die Funktion 

(7) /-(xi, a:„ • • a;J « tjp^Cxg) • • • 

aymmekriach sm, rand die Besiehimgen (1), d. h. die Rdationen 

zu erfüllen. Aus diesen folgt nun 

_ W ^ 

d. h. 

für X, iL » 1, 2, • • , so daß, wenn man A =- 1 und sncoeesive x = 2, 3, • • n 
Betet und die io erhaltenen Beziehungen anf die Funktion f anwendet, 
diese eieh in die einfhche Gesfealt 

(S) f(9t, aw * • •,««) - <^//9>(«J 

tEtasfiannierty wenn man kmn 9>| mit ^ md e^e^ • • • 0« mit Cheaeiehnei 
Bevor sa einon dritten Falle Qhefgegaagen wird, seien, des 
Yefsändnisses wegen, einige Definitionen gegeben. 

Es soUra Funktionen einer Variablen zwischen denen eine 
lineare Relation d^ Form 

(9) a^(py{x) + Oj9j(a;) + • • 4- u^<p^{x) = Konstante 

mit nicht Tenchwindenden Eoe£fizieuten fOr alle Werte von x 
zwischen zwei gegebenen Grenzen stattfindet, als in den gegebenen 
Grenzen linear abhängig genannt werden. Sind bloß die Koeffizienten 

c,, K^ , . . a, von Null verschieden, so enthält die Reihe der Funktionen 
9,, 9^g, • • •, ^, ßiii« Gruppe linear abhangiger Funktionen (f^, 9"/? • • ■» ^y' 
es ist wohl zulässig, daß eine lieihe von Funktionen mehrere solcher 
Gruppen enthalt. 

Existiert aber weder zwischen den Funktionen g?,, 9,, . . ., 9?^, 
noch irgend einer Gruppe von ihnen eine Relation der Form (9), so 

ArebiT d«r lt«tb«in»tik and Physik Xil. Kothe. VI. 4 
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sollen sie in den gegebenen Grenzen linear unabhängig genannt 
werden. 

Es ist des Folgcndeu wegen notwendig gewesen, diese Definitionen 
anzuführen, da mau in der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
df>ni Begriff „linear onabbäugige Funktionen^' einen etwas anderen 
Inhalt beilegt. 

Sei nun F{x, y) eine symmetriscbe Funktion der unabbängigen 
Variablen x imd y von der Form 



(10) 



und sie Bei bereits so transformiert, daß die Funktionen samt % 
▼Ott muaäm linear nnabhingig sind. Durch Yertaiuehiing TOn x 
mit y erkilt naa naek Sabtnküon der also erhaltenen Identitit tob 
(10) die Relation 

m 

Den Fonktionen kann man stets die Fem geben 



(12) 



wobei die Koeffizienten c^^ konstante Hrfißen, einschließlich Noll, be- 
deuten und b[jh'^, . . h'„ von den Funktionen linear un- 
abhängig sind. Setzt man diese Ausdrücke in (11) ein, so erhält man 
die Gleichung 

( a^{x) [«>k - <^ifl, - c^tflg <!,ia, - c,t] 

-f a,(a?) - - CfiOi ^m»(^m - 



(13) 



+ «-(^) [1 - Cmt^l - C^«öm - Cnn\ 

- [»i («) + a,d; («) + ... + 6;(a;)l - + 6. - 0, 



wobei überall tp statt geschrieben wurde. Da nun die Fuiiktianen 
Gf. unter einander und auch tou den Funktionen bi linear unabhängig 
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nnd, so mOssen in (18) die Koeffizienten der Funktionen. a^{x) identieek 
Tenehwinden, d. b. es muß 

(14) hf = «14% + C|,a, + • • • + c,,.!«« + 

(15) 1 - Ci.o, + Cj^a^ + • • • + c„,rt« + 

(Iß) aj6'(ar) + - • • + + &^(^c) + a,- 5, - Ü 

sein. Aoe der Gleichung (15) folgt olme weiten 

f'm^c^n -<J«n-Ö, c,„-l; 

da aber außerdem die Systeme (12) und (14) Ainandur gleiok sein 
sollen^ so mfissen die Matrioes der Determinanten 









♦ 




■ • • 


« 


y 


• • « 


« * 













einander identisch gleicli, d. h. es muß = c^^ sein. Demnach sind 
diese zwei DeterniLnunteu syiuiiietrisch. Des weiteren folgt daraus, daß 

is% und ans der leirten Gleidmng des Systems (12) mid der Bebtion 
(16X daß = fc;(y) « Konstante <%o. 

Die Fnnktionen ^> • - &m lassen sich demnach in die Gestalt 

m 

(H) &|-2<iMfl* + «.l» 

und in die Gestalt 

m 

(18) ^1. =^<^.i«< + + 

überführen. Vermöge dieser Beziehungen wird die Funktion ^(Xf y) 
auf die Form 

m m m 

wobei = ist, gebracht, die sich, wenn man c^j für c^, einsetzt 
und a|,(K) » a,(y) 1 festlegt, folgendennaßen kttrxer schreiben lilflt: 

m 

(30) F(«, |f) -.^c,ja,(«)<^(y) + a,(a;) + fli^ör), 

4* 
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Erteilt man der Summe ^ in der Weise eine Qoadratform^ daB das 

Glied mit dmn konstaaten Koeffisumten e^n in der (t + l)-tfliL Zeile und 
Qt + l)-ten Kolaone Mii, so neht man, daß die Deierminanfa^ gebildet 
am den Ko^fizienten dieser Qnadratf<nmy d. 1l die Detenninanie 

^10 • • • c,« 

eine symmetrische istb 

M 

Damit alao tine Funktion der Form 2^i^)h(3f) + «»«C^) + K(ff) 

eine symmetrisclu' sei, ist es notwendig (und hinreichend), daß sich die 
Funktionen der einen Variablen so transformieren lassen, daß sie zu 
liiiean^n Funktionen der Fnnktionen, die mit der anderen Variablen 
als Argument Yorkümmeii, wt-rden, daß dabei das Schema der neuen 
Koeffizienten der Produkte, in Quadratfornr gesetzt, die Matrix einer 
symmetrischen Determinante bildet, und daß unter den Summanden 
jede Funktion bloß einer Variablen auch als Funktion der anderen 
Variablen figuriert. 
Ist speziell 

%{^) = K{^), 

so folgt aus (18) 

m m 

Da jedooh die Fnaktionen von einander linear nnabMng^ amd^ 
so muß 

und zufolge — r.^ auch c^Q = 0 sein für i = 0, 1, • • m. Ist außer- 
dem » 0, so geht (20) in die Form über: 

(20a) *'(^y)-^Ci*<»i(«K(y), 

2. Forme» meiter Gatkmg, — Sei eine Funktion ron unter ein- 
ander unabhängigen Argumenten x^^, x^^, • • a;^^ und F eine Funktion 
Ton y^, • • , y^, und zwar aymmetriicli in den Axgamentenrmhen 
^kit -^kn ' ' } fOr^ "* 1; 2, ■ fi nnd 8^2, Demznfo^ wird, sobald 
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die Komplex u m /, /, • ?„ irgend eine Permutation der n Zahlen 
1, 2, • • n bedeutet, die Gleichung 

stets erfüllt sein. 

Es sei ij^ = 1, und man bilde suooeesiTe die partiellen Ableitungen 
dieser Identität nach x^^, ^n, • - x^,. Die Funktion linkerseits werde 
mit Fj die Funktion renhtc'rseits mit F(i) bezeichnet Al«iia.iin erhalt 
man durch Diffurentiation das System von Gleichungen 



(22) 



dF BVt dF{ii dy^ 



dF aj^ aF« 

Versteht man unter dem Symbol bdomnte Jacobi' 

Bche l'unktiouiildetermiiiante, gebildet aus den Differentialquotienten der 
Funktionen y^^ nach x^g, x^^^ so ersieht man auf Grund des Gleichungv- 
sjstems (22), dafi 

ist fftr » 1, 2y • * II und it, ft * 1, 2, • * wobei man A < fi aii' 
nehmeii darf, um Wiederholungen zu vermeidm. 

Die Kiiioiai dieeer Fonktioiialdetemuiuuiteii, d. h. die paztaeUen 

können nu& nicht Tersehwindeo, da sonst die 

Fuuktinücn nicht die sämtliclien Argumente .t^.^, x^^^ . . ., x^, ent- 
halten würden. Dann existiert aber nach einem bekannten Satze über 
Funktionaldeterniinanten zwischen den y^ und y^ je eine Beziehung, 
und zwar sind jedenfalls die durch ausdrückbar. Man hat dem- 
nach die iieiationen 

(24) Sf*-ö*(yi), 

unter der Annahme o, (yi) = y|. 

Hau aetse der Einfachheit wegen 
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alfdann berogt die Gleiehnng (21), die nim folgenderxnallcn kotet: 

(25) -FK(ni), (hint)i • • «.(laJ] - -^KC^i)* «.(i?,,), . . ., a,(%Jl, 

daß bei der aiigenomiiMine& Symmefaie und noier der YoniuietBiuig^ 
daß F und difierensieibare Fnnküoncfli iind, die Funktion F aneh 
in den Äxgnmenten 171; % • . % symmetrisch »ein mllBBe. Iba lidil^ 
daß dies die schon am Anfang behandelie Form (3) ist, daß also die 
symmetriseben Fonktionen der Form (31) im wesenfUchea anf die 
Form (3) zurückführen. Es sind demnach die Fonktionen nidit 
wiUkOrlich, sondern sie haben Gleichungen der Art (1) m genügen, 
und die Ableitongen nach den Funktionen a müssen so beschaffen sein, 
wie die Diffeventiailquotienten (4a). Es tntfc hier aber eine Willkflrlidi- 
keii auf und swsr in Beaug auf die Funktionen 19; diese sind 
keinen Bedingungen unterworfiBn. Es lifit sieh abo ^ gana beliebig 
wShlsn. 

Es sei hier ein einfacher Fall » «o 3 behandelt. Für die Funktion 
jfi iriihle man etwa den Ausdruck 

<^n> Xi^y^'^^ + y(^i4, . • «11), 

und es sei 

m 

(26) F(tf,, y,) =^9M4'iiJf,) 

eine symmetriBche Funktion in den Argumentenreihen .rj,, x^,, . . .r,, 
und r^j, . . arj/, setzt num ^ 1^, so ma£ zufolge (24) S^b^^C^s) 
sein. Man erhält aus (26) die Identität 

rn 

^bi,«(%)J ^9*(i?i)if'<[<»(%)Ji 

wobei F eine symmetrische Funktion in % und 1}, sein muß. Nach 
(20 a) läßt sie sich alsdaim, wenn von einander linear unabhängige 
Funktionen bedeuten, in der Form schreiben: 

Die symmetrische Funktion hat demnach die Gestalt 

m 

X Vi[«(«B* + y(«i4, . . . Ca - 
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S. formen dritter Gattmg. — Ssi eine Funktion rrm mubliilDgigeii 
Teriabeln x,^^ x^,, . . and F eme Punktion von Vi, ih,, ■ i Vnf 
svnr symmetnecb in den Afgnmentenreihen x^, a^^, ■ . u:^^ für 
k ^ 1, 2j . . s ^ 2. Demnach gilt die Gleidinng 

(28) j ^ * • •> ^i*)» C^aw ^ • • •? ^«)» • • •> ynC^iiu • ■ •» *«t)l 

identisch in allen x und zwar für alle Permotationen i^i^ i, der 

ZÄhleniulge 1 ^ 2, . . 5. 

Sei yki^kit, Xki^ . . ^ki^ init yjk(t) bezeichnet, dir linke Seite der 
Identität (*?8) mit l'\ die rec-lite Seite mit aisdaim erhält man 

durch X>ifferentiation das folgende System von Gleichungen 



(29) 



dx ' 



cy.'j) cx 



wonne folgt, daß 



ist für A, p 1, 2, .V, wobei man wiecb'r ?. <C (i annehmt n darf, um 
Wiederholungen vdr/Aibeugen. Indem nho alle FnnVtionaldeteriiiiuiinten, 
gebildet aus den Ditferentialquotienten der Fuuktiunen y^{i) und y^(i) 
nach je zwei von den sünitlirhen Vari.ibeln a:^,, . . x^,, verschwinden, 
aber ihn* Muiuren der Vorrausyelzung halber nicht verschwinden, so 
ist jedes y^{i) durch y^ii) ausdrückbar, d. h. es ist, wenn man y*(l) — i?» 
s«tzt, 



y*('i*t"-»0 = «^l....<.W' 

(unter der Voraussetzung u^^^ ^ _ 1 für k = 1, 2, . . n), und zwar für 

alle Perinutationen ij/j • . . /, der Zahlenfolge 1 , ?, . , s. Wfil nun 
das Svstoii! ('29') fRr jedes A' = 1, 2, . . ., w best-clit, so gelten aucli die 
Ht'ziehungen (30) für jedes k = 1,2, , . n. Die Identität (28) wird 
nun lauten 
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Zieht man hierin nnr zwei Ton den Variablen 17 in Betracht, etwa 
''^^^^^ %> ™d sieht die übrigen als konstant an, so existiert zwischen 
den Funktionen af^ und aj*^^ ftir jede Pennntation (») eine Relation 
der Fonu 

(31) JFt 0 - F[. . . d^iri^, ai'^O- • •] = 0, 

die identiieh in und eifllUt sein muß. Sieht man nun auch von 
der Yariahlen 1}, ab einer in Besng auf i^^i heliebigen Konstante ab, 

so ist af* dme bestimmte, durch die Gleichung 

(32) [<'(%)}...] -0 

definierte Funktion von tj^, die auch mehrdeutig sein kaiiu. Die 
Funktion 1;^^ bleibt dabei willkürlich; die Funktionen und a^^^ hängen 
aber zufolge (Sl) von einander ab. 

Wenn nun einmal die Funktionen «Ii» i7ti • . ^ 17» als gegeben Tor- 
liegen, so sind a[*' wegen (ßS) bestimmte Funktionen dieser % und 
willkttrlieher Eonstanten, deren Anzahl hoehstens n — 1 ist. tf an nehme 
an, die Funktional aj*' seien eindeutige L6sungen der Gleichungen (32). 

Alsdann haben die in diesen Lösungen auftretenden arbiträren Eon- 
stanten noch den Identitäten (31) zu genügen. Man setze weiter 
Toraos, daß dies System fBr das System der Eonslanten nnr eine 
einzige LOsung cc^, 0^, • " znULBt, ohne dabei notwendigerweise die 
WiHkOrlidikeit i^mtlicher Eonstantra an&nheben. In diesem Falle 

ist för ein bestimmtes Je die Losung /^l 'j^j 11^, Oj, . . .) für alle 

Permutationen . . . i, der VorausBotzuiigon wegen eine und dieselbe; 

es ist aber «(i}*) = flit Daraus folgt, daß 

iBtj d. h. im Falle, daß die Gleichuugssysteme (32) und (31) eine einzige 
Lösung zulassen, ist die wichtige Folge davon, daß die Funktionen 
selbst synimetrisclie Funktionen sein müssen — natürlich stets unter 
der Annahme der Difi^erenzierbarkeit der Funktionen F als auch der 
Funktionen y^. 

Zur Erläiitoninpc des Vorstehenden sei folgende einfache Frage 
gelöst: Welchen Tjpus nimmt die Funktion 

{39) F-2i>,(x,,).\2i,Ä',,) -^ t^ 
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an, wenn ue in den Argumentenpaaren (x^^, Sii 1, 2, . a 
symmdarueli a«in floU? 

Voremt hai mu nach (32) 

(34) a'^\ni)-e,m, a^K^^d^n» 

und mit Bezug auf (31) 

Cfäf — 1, <l| — l • 

Man wähle nun eine solche Permutation (i) yon \, 2, . . ., s, in 
welcher der Reihenfolge nach bloß X und x mit einander vertauscht er- 
scheinen; dann folgen ans (34), wenn man gleich alle Vaiiabeln anfier 
a^^f Xi ala arbiträre Konstanten ansieht, die Relationen 

Aus der ersten dieser Beziehungen folgt weiter 

d. h. 

und aus diesen Gleichungen 

Nun ist der XoefHzient bei 9^ entweder als von Null verschieden 
oder gleich Null anzunehmen. Im ersteren Falle wäre qr^fr) = Kon- 
staute und zwar für A = 1, 2, . . ., d. h. die Funktion t^j wäre über- 
haupt eine Konstante, was trivial ist Im letzteren Falle hat man 

4i — 1 — 0, also — ± 1. 

Nun behandle man aimlnEr die zweite Gleichung von (35). Man 
hat = -h 1 ''-w Betzeü, wuloni <ler Fall Cyi-^^l als trivial aus- 
geschlossen wurde, und gelangt zunächst zu der (ileichung 

wenn — V ± 1 ist, weiter su 
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d. L 

nnd aas diesen Oleiduuigeii folgt 

Weuii man gleichialls von dem trivialeu Fall itfi{x) = const absieht, 
so muß 

weirdeiiy d» h* 

sein. Die dritte Worael Itann bier also nur ihroE leeUeu Wert an> 
nefameD. Mut hat denmaeh die zwei lUle za imteneheiden: 

t Sei «- 1; dann folgen ans (36) nnd (37) die Besiehongen 

nnd zwar fÖr s(|X— 1, 2,. Setzt man nun A — 1 nnd » 2, 3| . . 
Bo erUilt man die Funktionen leap. als lineare Funktionen tob 

= 9 resp. = ^ allein, und indem man die Summen '^P* 

^V^i mit. 0 reep. D bezeichnet, so erhält man, diese Resultate auf 
(33) anwendend, fOr die Funktion F die Gettalt 



(38) 



LvBi jLv»i J 



2. Sei c,;i — 1; alsdann ergeben die Relationen (36) und (37) 
die BeuehuBgen 

Zufolge (35) ist nun 
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wobei If die Samme aller Funktionen resp. V nut AoBnahme Ton 
9», und reep. und bedeutet, d b. in diesem Falle » — 1 
sind Dotwendigerweiie iSmtUehe übrigen Funktionen 9> resp. ^ identiecb 
j^leieb Konstaaten, ünter der Annahme c^j^ — — 1 ist daber Ar s nur 
der Wert s — 3 ndüfisig; die Fonktion F Ungt also nur von den 
sirei Aigomentenpaazen {x^^^ x^^), {Xi^, x^i) ab, imd in diesen ist sie 
sjmmetrifldi. Man erbalt sonaob fftr rii und 17, die Ansdrflcke: 

und für JP die (iestalt: 

(89) f - [^(x, J - [♦.(«i J - ♦.{a,^]>. 

Ist aber im vornherein gegeben und von 2 Terscliieden, dann 
kuin «7,; bloß den Wert 4-1 annehmen. In diesen Fällen (.<? 4= 2) 
haben deninach die Gleichungssysteme (31 und (32) (unter F die 

Funktion (H3) verstanden) eini' einzige Loaung in den n^^ und den 
Konstanten cc^, «i, . . demnach müpson r, Fowie für sich allein 
83'mmetriBGbe Funktionen in allen Argumenten x^, Xj^, . . ^ x^^ resp. 

^•tw,; ^> • • t ^it sein. 

Die Formel (38) zeigt nun, daß dies tatRäcblich erfüllt ist, indem 
die Ausdrücke 2-'qp(irj,) und Z'^'f-Tj,) syunn» triscke Funktionen ihrer 
Argumente sind. Nur in dem Falle, daß ^ = 2 ist, hat man zwei 
Lösungen, und die Funktionen v,^ sind dann im allgemeinen keine 
ßvni metrischen. Faktisch hatte man gefunden, dab für ,s — 2 die 
Funktion F zwei verschiedene Typen annehmen kann, und zwar ent- 
weder den Typus 

(40) F - [y J + 9 (x^,) + C] li,(x^) + + 
oder den Typus 

Göttingen, 20. Januar 1902. 
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A. Tachaou: 



Ül)er diejenigen Rotationsflächen, auf dönen zwei Scharen 
geod&tiflclLer Linien ein ^i^jugiertes System bildexL 

Von A. Tachauek m GuiizeuhauseiL 



!• Die äUffmekim Vofsadim Flädien, — Dm Problem, diejenigen 
Flaehen sn finden, auf denen zwei Sduuran geodltischer Linien ein 
koigiigiertes Syitem bilden, wurde inerat Ton Yofs^) auf eine direkte 
Weise geldit 

Beaeidmet man lAmlidi') die Fundamentalgrolsai 1. Ordnung einer 
auf die Gaufsadien Oberflidienkoordinaten u und v beai^enen FUohe 
mit E, F, G vani die FundamaitalgrMlien 2. Ordnimg mii D, D% D% 
das KrOmmungemab mit K, so mfisaen f&r dieee Ftoohen di« aeefae 
Beaiehungen*) erf&llt sein: 

D'-O, FE„-\-EE„-SEF^ = 0, FG,-{- GG^^2GF^^0, 



(1) 



Mit diesen Flächen, den sogenaonten Flächen, stehen die psendo- 
sphärischen Flächen, die wir als iS-FliicIien beseidmen woUen, in enger 
Beziehmig durch folgenden Satz: 

Jeder Torgegebenen, auf ihre Ilatipttangentenkurven als Parameter- 
linien bezogenen *S- Fläche ist durch Parallelismus der Normalpii oine 
ganze Klasse von auf ein konjugiertes SvRtf^m geodätischer Linien be- 
zogenen F- Flächen assoziiert, wobei dei iluu n gemeinsame Winkel o 
der Farameterlinien der partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung: 

(2) o«, *- sin o 

1) A Vofs: Über diejenigen Fliichon, auf denen Jtwei Schoren geodätiiicher 
Linien ein konjugiertes Sjatem bilden (iSitxungbberichte d. math. phyii. Klasse d. 
kgl. bayr. Akad. d. Wiss. sn Vfinchen, 188«, 18. Band, 8. t»8 «. IF.) 

2) Wir wollen in folgender Abhandlung uns der BezeichnungsweiM TOD 
Binnchi bedienen, wie er eie in seinem Lehrliuch: Differontialgeometne, übSKSelct 
von Lukat (Teubner 1896— Dö) durchgeführt hat. 

3) Wir setzen zur Abkürzung: 

^ JST , ^ F etc., %M == Em, ebenso f ^ «■ ««» |^ — «, «tc. 
femer 
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g«nfigL Jede Ldsung M der DiffereatiAlgleichnng: 
(S) Jf.,sm« + Jr.iD. + jr.iD«-0 

liefert eine F-Flachey deren Fimdiuiientalgrörsen aus den Formeln: 

(4) 

D kyMama-, D" jV^smoi; 

und deren Koordinaten doreh Quadratur aus den Fonneln: 

in CO vfc* » ' V 



a". = — 



sin 
i Bin o 



(analog fttr y nnd m) 



{h^X, + COB ffl IJ 



gefbndfln weidm, wob« X, Tf Z die Biehtnngakoamiifl der Ndmaleii 
aind und A eine beliebige Konstante bedentd 

ümgekebrt lafat lieli ni einer Torgegebenen ganien Klasse von 
auf das konjugierte System geodStiadier Linien bezogenen F- Flächen 
die auf ihre Haapttangentflsnkarren besogfoie iS- Fläche mit den 
gnndamflntalgrdljBan; 



(6) 



E-BU'i F = JJ'cosw} 

D-0; D'-£ain»; D^-O 
«Dl den ^ormeln: 

S. - - JC. + CO» o i.) 



(analog für i] nnd 



duieh Quadratur ermitteln, wo |, j;, % die Koordmateu der Ä-Fläche 
sind und Ji eine beliebige Konstante bedeutet. 

Während die Ä- Fläche das konstante negative Krümmungsniafs : 

K » — ^ besitz^ ergiebt sich für daa Kxünunungsmaia der K- Fläche: 
JT» ■ -- - , wobei das Tonseiehen Ton K von den YonEoiehen der die 

^EG ' 

Gleichungen (4) befriedigenden Grofsen und ]/ö abhängt. 

Dieser Satz ist von Vofs nur für den Fall --^ 1 abgeleitet 
worden, gilt nhor auch für beliebiges Hierbei sind diejenigen 
K Flächen, für welche A* beliebig ist, Biegungen der F- Flächen für Hpm 
Fall A- » 1 und zwar derart, da£B das konjugierte «äjstem geodätischer 
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Linien erhalten bleibt Hierbei ist zu bemerken, dafs die einer ge- 
bogenen F- Fläche assoziierte iS*- Flache keine Biegung der der ursprüng- 
lichen F- Fläche assoziierten ^S- Fläche ist. 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wollen wir die Rotations- 
flächen Fä, die von Vofs nur kurz erwähnt werden, deren assoziierte 
»S*- Flachen , sowie bei spezieller Wahl der durch die Intef^tiou ein- 
geführten Konstaaten die gebogenen F- Flächen nebst ihren »S- Flächen 
aufsuchen und die Go^tnlt aller dieser Flächen, sowie den Verlauf der 
Parameterlinien näher betrachten. 

2. Bes(mmmg 9ämüidiar Flädien Vn- — Die Koordinaleii ff, # 
einer jeden Rotationsfliehe Iftneu sioli in der Form: 

» r cos 9, y = r sin 9, « =- /'(r) 

dttnteUen, wo r der Badini dea dardh den Pnnkt x, f, # gehenden 
ParallelkrNBea nud ^ die geographudie LSnge dea Meridittia iat Soll 
dieae Flache eine F-Flache aein, ao mfiaaen wir r nnd 9 ala Funktionell 
der koiQogierten geoditiaelien Pananeterkorren u nnd v safhaaen, die 
aecha Gleichungen (1) bilden, und, wenn ea una gelingt, aua dieaen r 
und 9 ala Funktionen von u und «, aowie f ala Funktion TOn r an 
ermitteht, ao liefert uns /* die BUehen Vr, und r und 9 geben die 
Lage der Meridiane und Bzeitenkreiae sn dem koigugiert-geoditiachen 
Syateme w nnd v an. 

Zunächst ist zu bemerken, dnlh die leiste Qleichiui{^ wie man nach 
Berechnung der Fundamentalgröfsen leicht Terifiiieren kann, eine Folge 
der übrigen Gleichungen ist, also hier fortgela^en werden kann. Femer 
dfirfen wir bei der Integration der yierten xmd fünften Gleichung da 

wir Ton den Bieflunflen zuniekihst absehen wollen, ^-^^ — ^ — —1 
aetzen. 

Dieae fünf Gleichungen lauten dann: 



Vr 



1 + f't ■ ' 
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Damit die zweifce and dritte Gleichung erfüllt wird, mufs, da das 
Verschwinden der beiden ersten Faktoren keine Fläche liefern würden 
die eckige Klammer — 0 seixL üm diese Gleichungen su infcegriereii, 

mbm, wir «uifM in d« «««t» GMehnog M^t. » 



2r„ 



wird. Multiplizieren wir dann die Gleichung mit -^S'» erhalten wir 

,4 fc» • ^ '«» ^» '1,— ^• 

Die Integration dieser Gleiidiuig liefert: 

Ebenso gelangen wir dorch Integration der dritten Gleiehong sa 
der folgenden: 

Hierbei sind U und F beliebige Funktionen Ton u besw. v. Die 
obigen f&nf Gleiehongen gehen also in die folgenden über: 

(10) (I + f«)l7»fi -r*(r« - Z7«)9{ - 0, 

(1 1) rri + (1 + n vi = (1+ r 

(12) + r(i + n v; - (1 + rv- 

Bestimmen wir aus den Gleichungen (9) bis (12) die Gröfneu 
^It 9^1} 9i setzen diese Werte in die aus (8) resultierende 
Gleichung: 

eiOy so eilialten wir: 

Diese Gleiclmug dient zur Bestunmuiig von / und kauii, da /, alö 
Funktion von r, u und t' nicht explizite enthalten darf, nur dann be- 
friedigt sein, wenn U und F konstant sind. Setzen wir also: 

ü-^a und F=6, 
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so wird f darch SEweimalige integraiiou gefunden aus der Gleichung: 



(13) 



r und 9» erhalten wir dann durch je eine weitere Quadratur aus den 
Gleichungen^): 



(1*) 



Hierbei setzen wir fest, dafs a grofser als h ist^ wozu wir, ohne 
das Problem eiiiznschränken, berechtigt sind, da sich sonst lediglich u 

mit V vertauschen würde. Femer erkennen wir, dafs wir, um rccJle 
Lösungen zu erhalten, — und imr solelir« sollou hier behandelt werden — 
r gröfser als a nehmen müssen. ÜiS gilt also die Ungleichung'): 

(15) ft^a^r^oo. 

Wir wollen zunächst voraussetzen, dais a und b beide positiv sind. 
Betzen wir dann zur Abkürzung: 

Bo wird dnrdi die SnbfltitatioiD: 

(16) < - + 1 - ^ 

die Differentialgleichung (13) in die folgende: 

r'dr , dt 



Obergeftihrt. Die enfce Integration Iielieri: 

(17) r- v^ ' 

Bilden wir f und eetaen die Werte Tim f nnd f\ sowie den 
aus (16) rieh ergebenden Wert Ton r in die sar Bestimmung 



1) Dm Yonsichen von 9, rOhtt daher, dab die Gleichung (8) erfBIll» sein 
maAi. WUdaii wir in der Oletehong (18) Ar die Wurasl dai positive Yotseielieii, 
•0 erhält tp, das negative. 

2) Bis za dieaem Besoltate gdangte Yofs in seiner oben genannten A1>> 
haadlang. 
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▼on r dianeiidcfli OkichungoL (14) ein, so erhaltea wir zur Ermitb- 
limg TOn I: 



au 



^ J yn* + 1 - 1 Vt» - 4i« (1» -f 1) V'« - c« - - 4i* (1» -f i) 



Setaen vir noch: 



(18) < - 



CM« I + 2A« COS» 1 4- i»(2i«4. 1)» 



wirdy Bo gilt Air o die GUaidnuig: 



Fflhzai wir addiefilieh ttaftt der Eoautautai e ein« tndere Koiir 
staute C ein dnreh die Subelitation: 

? 1 

so wird die Abhängigkeit der f'uiiktiou to ?ou deu Variabein m und v 
festgelegt durch die Gleichung: 

(19) au + b, — ^r-J^ 



9 / * dm 



Haben wir diese Quadratur ausgeführt, was wir später tun wollen, 
dann laßt sich ans (18) t und aus (16) r, ebenso ans (17) /* Termittelst 
der Große r als Fnnttion von u und v ermitteln. 

Wir wollen alle m Betracht kommpndeu Funktionou zunacliflt als 
t unktioiieu von co betrachten und erst durch to hindurch als von u 

und V abhängig auffa'^st'n. 

Setzen wir zur Abkürzung: 



(20) r - yco^|-M» nnd A^(P + V, 



AicUt dar MallMBkttk uaA Ft^iik. m. Balte. TL 
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80 11^ da 

f 



Da femer: 

— 2 1/ C* — ooB* -= - — — = — 

ist) 80 wird: 

(22) ,-^/«Ji^ + iJ^ /'-_^Ji====V 



Formdn bettimmen eimtlidie Fliehen F«. Iis UBi Bich 
nlmlich leieht seigeu, daB, fidle a pontiv und h negatiT iet, VoB 
in y— ad und Winkel o in den Supplemeniewinkel flbergeht Die 
andam FUle bewirken lediglieh eine Vertaoaelimig von « nnd 

Die FondamentalgrSßen erster Ordnimg werden: 

jf 4a^*(o C08m -f.b )\ — i^* (g cos «» 4- ^) (6 cofl o -f- a) 

oliii*« ' 

die Normale hat die Bichtnngskoeinne: 

(24) X-Ioo.»; r-ftiiivi Z l—^ 1, 

die FtmdamentalgrSßen zweiter Ordnung haben die Werte: 

f26) i) — ^"'^ ''OR M -f ^ , 2>' 0* 2)" ' ^ ^'^^^ M ^ 

y a6 sin Ol * * |^a6 sin u 

Wae nnn den Ofiltigkeitebereieh von n anlangt, bo muB infolge 
der Ungleiehnng (15) die Gi^bedingong: 

(26) !^»^ 00.« 1^1 

beetehen. 

1) Die AwAUmuig dIeiM lategraU» nvwie noch einiger weiterer bitegtale, 
enterieiMii wir, da wir deredben In weitetea aiebt bedtrfen. 
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üm ferner die Vonaioheii T«n YE und YG za beetinunfin, be- 
achten wir, daß die Funktionen: 

M^^YMtoB'^ und M^^YG coa*"^ 
die Diffetrential^eiebnng: 

Jlf„ sino + M^&^ + M^&^ = 0 

befriedigen mflaeen. Diet itt aber, wie die AnaflUmuig der Becbnnng 

«eigt, nur dann der Fall, wenn ]/£ und YG gleicbes Vorzeichen be- 
sitzen. Darane folgt, daß das £rümmuDg8maß; K — positiT 

ist Also sind oBe Itüdm Vn eStptuch gehr&mmt 

3. Die oasogikrtm S-Flädun. — Wenden wir die Formeln (7) 
an, BO erhalten die Eoordinatoi der aeeoaiierteii iSf^Fliehen folgende 
Werte: 



Daß diese Flachen Sohranbenflächen sind, läßt sieh Idcht anf 

folgende Weise zeigen. 
Setzen wir: 



iyi*->r 1 l/c* — CO«» ^ 
Ä = ^ COS ^ nnd B ^ ^ sin ^ 



so ist: 



tan * » 7 . nnd p 



Führen wir noeh snr Abkflming — ein, so ist: 



CS 

a> 



y T»]/C?--co.«| 
Hierbei ist: 

T-]/.4«8in*| + (C«-l)A» 

nnd 



o 

00 
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Dies ist die bekannte Fotm der Kooidinaten einer Schrmbeor 
fläche. 

4. Die Gestalt der Flächen und der assoziierten S-Flächmf 
90m6 der Verlauf der geodätischen Systeme, hesw. der Haupttan^rnim- 
hwrwn auf denselben. — Denken wir um dieMeridiankurve der Flächen 
beiog^ anf die Vanablen r und die Ton dem Paiamefeer o ibhängeiiy 
80 irt: 

(27) r^2Va5 » 1 /•-(«eo.i» + fe)(i>cot« + a) 

Da 

dr (acoB <a + 5) (6 cob m + «) 

ifll^ flo haben die Differentialqnotienten Ton r nach j die Werte: 

Ebenso gilt für das Meridiunprofil der as<?oziierten Sohrauben- 
flächen S, das wir auf die Variablen q und g beziehen^): 

RT . RA A sin' CO , dg Bein« 



(29) ? = /— p==dp; 

y T«yc-coB«| 



^01 4T 



wo 



- + 1)] ain*! - X*(C* - 1)» cos « 



iat 

IHeae Formeln (27) bis (30) genügen zur Betrachtung der Geetalt 
nnaeier Fliehen. Wir haben nnr noch die Qnadzstor (19) anssuführen, 
was je nach dem Werte der Konstanten C drei FaÜe liefert, denen 
drei Typen toh Flächen Fj» and ihrer /S-Flachen entsprechen. 

1r der Formel (19) kommen^ da wir nnr teeHe Werte der Yaiiabdn 
ins Ang» fassen, lediglich poaitrre Werte von C* in Betracht. 



1; Eigentlich aoUten s und S entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, sodafi 
der poritiven r^Aehaa die negatiTe Achte entgeht; da aber die FlSchen rar 
xy- bezw. It;- Ebene symmetrisch liegen, ftndem wir aus pralrtisGhen Oiflnden 
das YotieiGhen von ^ 
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L FalL KC^^oo, 

Subttituieren wir^): (>* ~, und cos ^ ^ ^, so geht die Ghrenz- 
bedingoug für C Uber in die folgende: 

05»<1, 

wadj da nach (26) 

ul^ M geuttgi der Bedingung: 

beizen wir noch zur Abküizong: 

M^üb ' 

so besitzt die zu integrierende Gleichung: 

die Lösung ft sn r; somit ist: cos = sn r. Da also: 
so wird: 

_/— T Vsn'r -(- X* dr dn r 

0*r (1 + «U") m*t m*t 



Somit wächst r von a bis oc, ^ ist stets positir, ^ stets negativ. 

Für negatives z erhalten wir einen symmetrischen Kurvenzweig. 

Die Kotationafläche entsteht dann durch Rotation dieeer Kurve 
um die i;- Achse. 



1 n kann pontiv oder negativ sein, für k ist jedodi iteti der poeifeive Weti 

XU nehmen. 

"ij liier Uii luGgen mx^ cux, dnx die eUipÜHcben Funktionen: dn am(x, «}, 
00« am (», »), J (un (x, %) bedentea. 
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Fdr die Ä-Fläche güt»): 
T - - ycii»t + X*dn«f; V =. ^ [cn** + dii*r (cn** - x* w^t)]. 



Ä{i + «n«) «i*» oii«T * 

Mit waehsendem r nimmt ^ ab, || ist stets aegatiT, |^ ist aa- 

famrs positiv. vewciLwindet bei sn*ir — ^ — wo deamach die 

Kvam einen Waidepnnkt besits^ und wiid dann negatir. FOr Bn*T»> 1, 
wo ^ ein MminMim bssitiEt, steht die Tangente der Eurre senloecht 
sor (-Acbse. Da dieser Punkt im Endlichen liegt , setat sich infolge 
der Periodiziüt der elliptisehen Funktionen die Enrre periodisch fert» 
so daß hier eine Spiftse entsteht 

Die SdhianbenflSche whalt man dnrch Rotation mit gLeichaeitigsr 
Sehianbnng dieses Meridianproflls mn die (-Achse; sie besifait demnaeh 
fOr sn'f — 1 eine Rflekkehrfcoire. 

llFaU. 0<C'<1. 

Snbstitaieren wir: C* ^ und Qtm\o^*it, so wird flir 
^ » Gleiehimg (19) fibergeflihrt in: 

Hierbei genügt x der Bedingung: 0<x < 1 und da die Ungleichung (26) 
mit Rflcksidit daranfi daß die Wnnel reell sein soll, übergeht in: 

so gilt für fi die Qienibedingong: 

«wischen x und 1 existiert also kein reeller Wert von cos^cj. Es 
wird mm: fi = sn t, also cos j o == x sn r. Ferner: 

1) yin^. 
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folglioh: 

' xsavonv ' cg 



K cnr 



r wichst bis sn emem endHehen MaTimnm, wo die Tuigaite der 

CT 

Kurve parallel der js- Achse ietj ^ ist stets negativ. Die Kuire ver- 
lauft periodisch. 

Ffir die iS-Fläche güt: 

T««ydn»T + Z«cn"t; y-**[dii*T+ X«cii"f (dn»ir -|- x'*ia«T)]. 

Ii» ™ Ä (i« H- ««) «• «n«faä'7 ' 

FQr das Minimnin toh 9, das bei 81i*t * 1 stattfindet, besitst die 
Knrre eine der Achse parallele Tangente. Ein Wendepunkt ist niebt 

vorbanden, da ^ stets positiv ist Die Kurve kehrt periodisch wieder. 
Sehen wir: 

au 60 



80 wird: 



folf^ieh: 



j CO 1 ,s « « UIT 

gilt die GieasbedingVBg: 

j^^cb»»?«». 
Da femer: 

?ih j unrl rh r bedeuUn hypcrboUschen Funktioiien: ainus hjperboIißiiB 
TOD X und cosiuus iiji'perbuliuuti von x. 
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ist, 80 wird: 



chTV(A«4- l)ch«T— 1 . er 



sh'r ch*« 



r widirt alw unter pontiTem von a bis oo; |p ifft sieto negatir. 

Die Kurve verläuit ins Unendliche. 
Für die iS- Fläche gilt: 



de 



cht » ^ 



£8h«c 



p nimmt *b bis nmi Werte 0; ^ ist stets negatir mid wird fttr 

eh'v OD ^eieh 0; ^ ist positiT. Die Achte ist ABymptoie der 
Korre. 

In den angefögten Zeichmu^eii (Fig. 1 — 6^ sind die MeridiBii' 
karren der Flachen Vr, hezogen anf die Kooidinateiiachsen 2 und r, 
sowie die Meridianprofile der iS-Fl>ch«D, beiogeii auf die Koordinaten* 
eehsec - tnid p, dargestellt. 

Sämtliche Kurven besitzen im Punkte A berw. A zwei Ton 
ttmoniW verschiedoie, nir r- besw, ^-Adue eymmetneclie TaDgmten. 






A 








Fl«, 



B«?i iifii FlAtiuM) hesit.t dje MoridiankufTe m ^4 die Koordi- 
naten 5 = 0, r - o. dann uuumt r fti und rirar in d»>ri Fällen I und 
III bis r = X m d im Falle 11 lvi.-> e.uem endlichen M&xuiiUiu. Die 
Karre weuda m ihrem giuueu Verlauft» ihre konknve Seite der --Achse 
iu; ihre Riciituug nähert sich d«biü einer fo*wu iirenxlage iij wo sie 
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im FaDft I mit dmr #-Adiae emen Bpitsen Winkel bildet, im Falle m 
sa derselben jMuallel isl^ obiie daß im Endlichen eine Ajymptote Tor- 
handea ist; im FUle II setit aieh die Kxare, deren Tangente in dem 
endlichen Pimkte B rar «-Adise parallel iet^ periodisch fort 

Bei den 5-Fllchen dagegen besitEt das Iferidianprofll in A ein 
inm Tcn ^\ dann nimmt q ab mid erreicht in B sein Mmimnm^ 





vxn 



dae im Fslle m gleich Null ist. Im Falle I wendet die Enrre an- 
&ng8 ihre konTCze Seite der Achse an, besitat in J einen Wende- 
punkt, voD WO aus sie dann konkay gegen die g> Achse rerläufl^ 
während sie dagegen in den Fällen II und HI in ihrem ganzem Ver- 




Fig 5. ng.«. 



laufe konvex gegen die ^-Achse gekrflmmt ist Ln Ptmkte B bildet 
femear daa Meridianprofil im Falle I eine Spitze, deren Tangente senk- 
recht zur (-Achae stehti eo daft hier die 5-Fiaohe eine Rückkehrkiure 
bestiat; im FIsUe II ist die Tangente der (-Achse parallel nnd im 
Falle in berührt die Kmre die (- Achse. Da in den FSUen I nnd II 
B im Endlichen liegt^ setst sich die Enrre pa>iodisdi forl^ wahrend sie 
im Falle III sich der Achse asymptotisch nähert 
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Um nim den Verlauf 6eä kotgugiert-geodätuehea Systems der 
FlftoiheD Vjtf heew. der HBopttangentenkurren der assosiierten £^FI&eiuik 
SU mitenudien, gehen wir Ton den Differentialgleichungen der Eurren r 
und % hezw. q \md % aus und beetimmen^) die Winkel» welche dien 
Kurven mit den Parameterlinien u und v einBchließen. 

Setzen wir (nach Bianchi) als die positive Seite der Tangens- 
ebene in einem beliebigen Pimkte diejenige fest^ auf welcher die Drehung 
der positiven Richtung der Tangente der Kurve v in die Lage der 
Tangente der Kurve u nm den zwischen 0 und gelegenen Winkel u 
in der Richtung des Uhrzeigers csrfolgt, and bezeichnen mit {vC) 
den zwischen 0 und 2sf gelegenen Winkel, um den sich die positive 
Richtung der Tangente der Kurve v im positiven Sinne in der Tangential- 
ebene drehen muß^ um mit der positiven Richtung der Tangente der 
Enrre C zusammenzujhllen, so sind durch dieoe Festsetzungen die 
ponÜTen Bichtasgen der Tangenten der Karren v und ti, ebeneo r 
und % sowie p und % bestimmt.') 

Ermitteln wir suDüchat bei den flächen Vn mit Hilfe derDifferential- 
gleiohung der Kurven r: 

adu -f- bdv — 0 

und der Kurven ip: 

die Winkel, welche die Knrra r und g> mit den Kurven v und u ein- 
eehliefien, so finden wir, dafi, da Kurve fp eteta auf Kurve r aenkreciht 

■fedit, die Olairautiehe Be- 
ziehnng: 

r8in(9>u)»a and r8m{v^)=^b 

in jedem Punkte der Fläche er* 
füllt igt. Li ^ berührt die 
Kurve u die negative Biehinjig 
von r, wahrend die Karre v 
rieh im Winkdianme (+ r, -f «p) 
befindet und mit der Kurve « den stumpfen Winkel l&r den 

cos'"* — »^:^— ist, bildet IS Fi<r 7; Mit wachsendem r nininit dann 

der Winkel e» ab, die Kurven t; und u nähern sich der Kurve 9 

X) 8. BiaBcbi, DifiiBraatialgeometiie 8. 64 und «6. 

t) Da im folgenden nnr die poritiTen Ittclitangen der TMagenften der 
Kurven v und u, sowie 9 und % auftreten, bezeichnen wir diese der Abkücmig 
wegen einfach mit Knrve r, Kurve « etc.. während wir jpdorh bei der Kurve r 
besw. 9 zwischen der positiTcn und negativen Kichtong untencbeiden müssen. 
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(s. lug. 8) und berühren diese schließlich in den Fällen I und III im 
Punkte B, wo r unendlich wird (s. Fig. 9), während im Falle II, wo r dieses 
Maximum nicht erreich^ a> nur bis zum Werte cos ^ q = C < I abnimmt. 

^ B _ 




7ig.9. 



Bei dm ^•Flicheii dagegWi welche im allgwmwnen Sdurraben- 
fliehen nad, gilt fOr die Karren ^ zwar die nSmliehe DifferantMl- 
gleichung: adu + hdv 0, fOr die Klaren % jedoch die folgende: 

[C*(&-aoo«»)+(a-6)co8«|]rftt - 

^C*(a— 6cos«)— (a— d)oo8' I] (?t)-0. 

In A ist (q x) stumpf, die Kurve v, 
welche im Winkelraame (+ q, + %) 
mit der positiven Richtung von q 
einen spitzen Winkel einschließt, 
bildet mit der im Winkelraame (— g, + %) befindlichen Kurre u eben- 




ftlls den Winkel a, für den cos' ^ 



a - b , 



'In 



ist (s. Fig. 10). Indem nnn 



gleichzeitig mit q der Winkel oj abiiimiut, wird (j^x) größer, die 




Vig.U. 




C08 



Karren v und u entfernen sich ron der positiven bezw. negativen 
Richtung von q und nähern sich der Kurve %- ^ erreicht 

<r (qu) bei cos' ^ = sein Üdmunum, wo ((> ü) =- ^ ist (s.Fig. 11). 
Von da an nimmt mit "^(fiv) auch "^(^n) wieder za, indem aneh 
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(a + 6)C« 



wo das 



^. (qz) immer größer wird. Bei o 2 — 6) » 
Meridianprofil einen Wendepunkt besitzt^ berührt Kurve v die Knrve % 
(s. Fig. 12). Nun wird (qx) wieder kleiner, die Kurven v und u 
befindm sich im Winkeliaume (— q, + %) nähern sich immer mehr 
der negatiTen Bichtnog Ton 9 (s. Fig. 13). SchiießUch fallen im 




f laC'fa-h) 




*9 



ng.t8. 



Punkte B die beiden Kurven 0 und t» sosammen und berfihren die 
negaÜTe Richtong Ton während der ^ (px) soin Minimum enreiehi 



hat (e. Fig. 14). Im Falle II, wo o nur bis som Werte cos ^ » C < 1 

abnimmt, wird in B, je nachdem C'^ kleiner oder größer als ist, 
die Stellung in Fig. 11 nicht erreicht oder fiberBchritten; keinesfi^ 



*9 



coa 



n» u*. 



aber kann, da der Winket m nicht big an dem obigen, dem Wend&> 
punkte entsprechenden Werte abnimml^ die Kurre v mit der Kurve % 
zniammen&llen. Ea bleibt alio stets die Kurve j im Winkebanme 
der Kurven 9 und u. Im Falle IQ halbiert die Kurve % stets den 

Winkel 0; die Fig. 11 geht infolge dieser Moditikation bei cos-"=^^t^ 

in die Fig. 11' über. Der Wendepunkt fällt ins Unendliche fär cos « = 1, 
wo die Kurve i rremeinsam mit den Kurven v und u die negative 
Richtung von (f berührt (s. Fig. 14'). 

5. Der tjp&ndle FM b^a. Die Bi^gungm der Flädien V» wid 
die diesen Bkgmigen asaamierim 8-Fläehm m diesem FäBe. — In dem 
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speziellen Falle 6 a werden die Koordinaten der Flächen Vjn die 
folgenden: 



Piachen Vr 
fOr & = a 



o 
sin _ 

8 



un 



CO 

2 



V Bin« ||/<7* - CO»« 



2 



8a C OOS 



Die FondamentelgidBea smd dann: 

•in*— am* — gm — 

2 8 8 

Da die RichtongskoBiniu der Normale die folgenden Werte: 

X — CO« ^ C08 C (•* — »)i y cos ^ sin C (» — »)} 



0. 



8 



besitzen, so erhalten wir für die Koordinaten der assoziierten jS-Flachen: 



Assoziierte 
<äl-Flachen 



I = ^ sm ^ cos C (M — t;)j »2 — ^ sin ^ sin (7 (i* — t;)j 



'7 VcT^ 



Ihre FondamentalgröBen sind: 

E-6*iZ*; F«.i{*coa<ii; D-D''»0; U'-^Rmna. 

Um die drei Typen von flachen&milien sa unterscheiden^ haben 

wir zu setzen: 

LFaü: 



(o< 



» 



an • < 



I/. Faü: 

» (0 < » < 1) : cos I «- X en (« + v) (0 ^ sn (» + v) ^ 1)* 
i/i. Ja«; 

(>«.l:eoB| = f^^>(l^ch(u + tr)5«). 
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Ehe wir die beeondoren Eigensohaften dieeer FÜSoheii unienacluo, 
woUen wir uigesa, daß wir sn oo^ Biegm^en der FBUshen Vr imi« 
Beibehaltimg des koigngiert-geodSÜBchen SyatemB gelangen, wenn wir 
Ton einem Satee Boars^) flber die Biegung Ton Soiaticnuflaehen aui- 
geben. Bour zeigte nlinlidi, daß die RotationaflBelie: 

X = F(p) cos 0; 7/ ^' (p) sin^; e = j* }/l — F'^^pjdp^ 
deren Linienelenient ds diuch die Gleidumg: 

d(^ " dp» + r*{p)di^ 

gegeben ist, unter Beibehalinng Ton ds in oo* SehranbenflSidien tob 
der Form: 

X - ayF\pj~- ß' cos IZllMj y = ayF'{p)-f' sin tlllM . 

gebogen werden kann, wo « nnd ß bdiebige Eonatanten eind und 0(|») 
nnd X(p} folgende Werte besitaen: 

BeBiimmen wir naeh dieser Methode die Koordinaten der Biegungen 
der Fttohen Fjt und ftthren dann wieder die Yariabdn « nnd v ein, so 
bleiben E, F, G BeLbBtrentBndlioh erhalten, aber D' Terachwi ndet nur 
dann, wenn awiachon « und ß die Beziehung: ß => aa' («' ~ «*) 
besteht Dann erhalten auch D nnd den Faktor h besw. wo h 
eine yon « abhSngige Eonstaate ist. 

Wir setzen nun für ß obigen Wert ein und yerifizieren naehtrfig- 
lich, (laß die entstehenden Biegungen wieder F-Flachen sind. 

Um vor allem die Variable p zu ermitteln, setzen wir: C(fl — v) = ?(^ 
und betrachten die Koordinaten zunächst als Funktionen Ton o> nnd 
so daß das Quadrat des LinienelMnentes den Wert erhalt: 

a*C* cos' ~ 
d^^ ; — r<^®'+ 

Substituieren wir nun: 

aCooB— 

<fp — dutf 

1) Bour, Thf^onc de la däfonnation des RnfMes (Journal de T^le polji 

Cah. 39, Paris 1892, 8. 88). 
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so wird: 



COB' 



2 



((?•— l)9in 



0) 



Es ist dann: 



a 



iin- 



Büdfln wir die Fanktioiieii ^(j)) und so «rhatteii wir iHr die 

Koordinaten der Biegungen der ilSehen Vk, welche wir mit FUehen F* 
beieiehneD wollen: 



aaT auT . 

X -cosy} y-— -Biny} 



0 

2 



' ~ V / 7 + ««« 9j 



wo mr AbkUntong gieietat iit: 



9> 



1 

a 



/» C08« 



Betrachten wir m wieder alt Fonktion Ton u tmd v, so nehmen mit 
Bfiekricht auf: 



die Fondamentalgrößen enter Ordnimg die nimliohen Werte an wie bei 
den unprOngUcfaen FlSchen Va, D' venchwinde^ D vnd D" erhalten 
einen Faktor 1t besw. l/jfc; es ist nftmiich: 

E^QiM. -coeo: 



61 



09 



SaJfcC cos 



CD 

2 



Ol 



; D'-O; D"-- 



WO » « nnd -r- = — — - 



iai 
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Es bleibt also sowohl dio Eigenflduft der Paimmeterlinien n und 
konjugierb m Bein, ali aueh diejenige, g^o^tiscb sn eein, bestehen 
(letatero Eigenaehaft hingt ja nur Ton den Fandamentalgidfieii 1. Ord- 
nung Bb)| d. h.: 

Dk Fladtm F* d. & die Biegungen der Flädim Vn ßr dm 
FaSL d » o, md meder V-FUkke», und gwar 8diraiubmfla^ieiL 

Da femer die Normale die Kiciitimg: 

a, co8^ aa'sin^T/C — cos'^ . «l/C — OM*^ 
X<_ ' 2 cos 9 — 2_r Sem 9 „ f 8 

CT am9+ CT coay*» 5 



bfisitizt, so erhalten wir flr die Koordinaten der den Fliehen V* 
aaaoiiierten iS-FlSchen die Werte: 

A itB>ii;tia| , Ä««'co»Jl/c»-«o««| . 

» coa y + ?__!!_ i**"^. 

ql^ er aiB^— er 00*9» 



5« r 

SC / 



a% — r» flin* ^ 



]/c- 



C08'- 



Sefaen wir noch: 



üa'«! ein * «' cos ^ ^/c* — cos' ^ 
^ COS ^ uud ^ = ^ Bin^, 

ao daß: 



tan V = — imd ^ = — ^ 



ist^ 80 brauchen wir nur zur AbkUrzung: 

einzufUhren, nm die Koordinaten der aSflOliieiien A-FUdien in 
folgender Fom su eihalten: 

I g-oosa:; n c"""*«' ^^ec / ./ ^ + ~C^«5 

Hierbei ist: 
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Ihre Fondaiiieiitelgroßen sind; 

IHe dm FUlä^en V* assoziierkn S-Fläclien »ind ehmfaUs Schrm^en- 
flüdien, ohne jedoch ßniiutujcn der den ursprünglicimi, FlikJmi Vr asso- 
ziierUn S- Flächen zu sein. 

Um mm diese Flächen imlier zu ontersachen, betrachten wir ihr 

MexidianprofiL 

£s gilt für die i^'iächeu Y*: 

CA 



attT a«. / 8 



£r ________ 

« ♦ ^ 



o, cos - ci ui CO»* 



Ebenso för die 5- Flächen^): 

Rai » Ru 
9 c"y ^ 8 



wo 



Ist 



Itt p Bin»» j 
J T'']/c»-€0.«f 

^i* ' + 1) - cos* I - «1 C« COB o 



Unterscheide wir wieder die drei Fälle, so erkennen wir, daß 
die Flächen analog wie die allgemeinen Flächen verlaufen, nur hat 
das Meridianprofil bei A besw. A eine Spitze, deren Tangente senk- 
recht zur s- bezw. ^I-Achse steht, so daß hier die Flächen Rückkehr- 
ktirven besitzen. Im Falle X findet der Wendepunkt der ^-Flache 
statt f&r: 



bh't ^ — 



a»K» 



]/a'« + a»x»+o'«» 

Was nun den Yerlaof der geodätiseliflii Lixiifiii auf den Fliehen F* 
lietrifit, 80 steht in A Ennre 9 auf Evure r senkreeht; die Enrren 1; 
und if berfihren die poeitiTe besw. negatire Bichtung Ton r (s. Fig. 15). 



1} 8. Note 1, ni Kr. 4, 8. 68. 

Ankiv MmthMMtk und F^ydk. HL B«lba. VL 



Digitized by Gc) ^v,l'- 



82 



A. TAOSAUKa: 



Mit wadiB6iid«in r xiimmt (r^) ab, die Eurren v und u ontfernen 
sidi Ton der poritiren besw. negativen Riokhmg Ton r und nähern 
sich der KurTe % und zwar so, daß die Winkel (+ v) und (u, ^ r) 

einander gleich sind. Bei cos^^ = erreicht -^(r 9) sein Minimum 

(s. Fig. 16) und nimmt yon da an wieder za, indem die Kurven v und u 



V 



Ptf. 16. 




Ffg.l» 



sich der Kurve <p immer mehr nähern. In B erreicht ^(fy) wieder 
seineu größten Wert, der in den fallen I und III, wo r unendlich 

wird, 1^ ist — hier bertthren die Kurven v und u die Kurve ^ 

(s. Fig. 17) — , im Falle II dagegen, wo u nur bis zum Werte: 
COS ~ — 0 < 1 abnimmt, unter ^ nxk befindet Je nachdem kleiner 

oder größer als ^ _^ ^, ist, wird im Falle 11 die Stellung in Fig. 16 

nicht erreicht oder überschritten. 

Bei den S- Flächen ist in A die gegenseitige Lage der Kurven die 
nämliche wie bei den Flachen F"^ bei ^ (s. Fig. 18). Dann nimmt 



CM 



V 



er 



Vi«. 17. 



»g. it. 



{qx) zu, die Kurven 0 und u entfemen sicli von der positiven bezw. 
negativen Richtung von p und nihem sich der Kurve %, Im Falle I 

ist bei cos* 2 ^ a.^Vr ^ ^^^'^ ^ wShrend ^ (qu) sein Minimum 
erreicht (s. Fig. 19). Von da au nimmt mit ^ (qv) auch ^((»»0 wieder 
zu, indem auch <^ (pj) inunw größer wird. Bei cos' ^ — ^ c-^-^u'^C—iy 
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wo das Meridianprofil einen Wendepunkt besitzt, berührt Kurve v die 
Kurve i (s. Fig. 2()). Jetzt nimiut V (ßx) wieder ab, die Kurven t? 
und u befinden sich im Winkelraume (— q, x) nahem sich immer 
melir der negaiiveu liichtuug vou ^ (s. Fig. 21). Schließlich fallea in B 




di« Knrrflii v und u snsaaim«!! und berfUuren die negatiTe Biehtimg 
TOD ^, während <^ {(fx) sein Minimum ^ erreicht hat {s. Fig. 22). Im 

Falle n, wo o nur bis mm Werte eos ^ » C< 1 abnimmt^ wird in B, 

je mushdem C* kleiner oder gi6fler ab — ^^r^ '^9 «Ue Stellnng in 

Fig. 19 nicht enreiohi oder flbersehritten. Eeinet&Us aber kann, da der 
Winkel m nicht bis an dem obigen, dem Wendepnnkte entaprechenden 




Werte abnimmt, die Stellung m Fig. 20 erreicht werden, »a daß also 
Korre % stets im Winkelraume der Kurven v und « verbleibt. Im 
Falle in halbiert Kurve x stets den Winkel ca; die Fig. 19 geht bei 

2 " rfv ^ ^® ^^'i ^ Wendepunkt fallt in den 

Punkt abo ins Unendlidie, wo Enrre % gemeinsam mit den Kurven« 
and « die negatiTe Biehtong von ^ berührt (s. Fig. 22^). 

Zum SchluaBe wollen wir noeh einige besondere Eigensehaften 
derjenigen F- nnd £f-FlSchen herrorhebeii^ für welche « — 1 iai Beide 
FlSchengroppen sind Rotaiionsflfidien; der Meridian halbiert den Winkel 
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A. Taohaitbb: Über di^enigen Rotationsflächen etc. 



der geodfttiselieiL Xiinieiii besw. der HanpUangenteiikarreiL Die beiden 
Exuren v und u berAhren in Ä bezw. A den PanllelkreiB mit ent- 
gegeugesetiter Tangente, nlbem eich dann dem Meridian, den sie im 
Unendlichen berOhren. Die Blochen werden dnrch die PoFameterlinien 



1 




e 






*u 




*v 













Flf.M. 



B 



cos 









0 





Vlg.lt'. 



A 



in lauter Rhonibeu geteilt. Im Falle I rückt füi <!; • Flsirlip der 
Weudepunkt in den Punkt B, wo p -» 0 ist, so daß luer die Fläche 
einen Knotenpunkt besitzt (s. Fig. 23). 

Setzen wir die den drei Typen zugehörigen Werte vou C und o 
in die f\ [ (] infiten der Flächen V* und der assoziierten ^'-Flächen ein, 
so erkennen wir, daß: 

ßr dm Fall a = 1 die S-Ilädtm die bereits bekamUm drei Tffpm 
van pseudo^akäristJten Botatums flächen sind. 

Wir erhalten nSmlieh ihre Meridiane in deijenigen Form, in welcher 
sie Bianchi (S. 192 nnd 193) angegeben hat 

Gunzeuliauaeu, November 1902. 
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Über den Eroneckerschen Beweis 
der fiogenanntea JSxoueckerscheii Grenzformel. 

Von M. Lebcu in Freibui^ (Schweiz). 

Bedeuten a, h, c drei reelle Größen von der Beschaffenheit, daß 
Aac — = 1 und a > 0 ist, so konvergiert die folgende, schon von 
Lejeuue-Dirichlet eingeführte Doppelreihe 

II / in,»«e, ±1, ±«, ... \ 

soluige ^ > 0 bleibt; ihre Somme wichst ins üiiendliche, wenn sieh q 
der Null nähert^ und awar so, daß sie nach Subtraktion Ton 2x/(f einen 
endlichen Beet gibt, der fSr 9 0 beetimmt bleibt und eich durch 
eUiptische FoxiktioneD atudrüeken iSßt Dies erkannt zn haben, ist ein 
inteceeBentee Resultat Eroneckere. Jedoch sind die Betrachtougen, 
welche dieser große Mathematiker snr Begrilndimg seines Satses aos- 
gef&hrt hat'), der Form nach so kompliziert, daß sich das BedQi&is 
eines ein&cliereii Beweises wirklich fdhlbar macht Solche Beweise sind 
nachher geliefert worden, and zwar Ton Herrn H. Weber*)^ von mir*) 
{zwei wesentlich Terschiedoie) und Ton Herrn FraneL*) Einige dieser 
Beweise gestatten in die analytische Nator der durch die Doppelreihe 
definierten Funktion von ^ tirfer einzndringenj wenn man sich aber 
' lediglich mit der Begründung der Kr 0 necker idien Grenzfotmel be- 
gnflgen will, so laßt sieh, wie ich vor längerer Zeit erkannt habe, der 
Eroneckersche Beweis so darsteUen, daß er den anderen der Elarheit 
and Eiuftchheit nadi in keiner Weise nachsteht. Eine Veroffentlichtmg 
dieser zumeist bloß formalen Vereinfachimg scheint mir schon aus 
dem Gnmde geboten zu sein, weil dadurch die der Eronecker- 
schen Beweisführung anhaftende gedankliche Eleganz erst recht zu 
Tage tritti 



1) EStcimgBherichte der kgl. pxeoß. Akad. d. Wiss., 1889, p. IM u. ff. 

2) Math. Ann., Bd. 88 und ia dem Werke „EUiptiBdie Funktionell nnd alge- 

bnUBche Zahlen", p 45C. 

3) Rozpravy ictikH Akademie, I. Tahrg. , Nr 27 11), löUl, bzw. Sitsungs- 
berichte d. kgl. böhm. Ges. der Wiss. in i'rag, II. Klasse, 1893, Nr. IX. 

4) Math. Ann., Bd. 48. 
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IL Lbboh: 

1. Wir gehen mit Kroaeoker Ton der unendliclieii DoppefaraOie 

\r) Jf^yf* ^> Q) ~ ^(i» + ♦ VnütAuMchlufi von m=»a«/ 

aus, in welcher die Funktion /*(ir, y) die quadratische Form ax*+dxy4-cy* 
bedeuten soll und tf, -r, p drei reelle GroBen sind, die wir den 
Bedingungen 0<tf<l, 0<r<l, p>0 unterwerfen wollen. Mit 
Zohilfenahme der bekannten Integralfoimel 

erhält mau für &->/*(m, i%) an Stelle von (1) 

OB 

und es eoU mniehst gezeigt werden, daß man das Sommationsseichen 
unter das Litegralzeichen bringen darf, sodaB die Formel 



(2) 



OD 

0 . "» « 



entsteht Da die unter dem Iniegraheichen stehende Doppelsomme 
in jedem Intervalle (x^.,, oo), wo ^ > 0, glnclimafiig konveigiert 
und einen Wert hati der für nnendlich wachsendes x so intensiy gegen 
die NnU konTorgiert wie eine Exponentialfiuiktion, so ist die Existeos 
des Integmls mit den Grenzen und oo erideni Über die Integrier- 
barkeit der unter dem LitegralzMchen stehenden Funktion Ton x^O 
ans gewinnt man am bequemsten Aufschluß, wenn man die weiter 
unten noch za benntsende Transformationsfoimel 



00 X $/f 



heranzieht In f]»^r?plhon wurde f'(x, y) = ex* — hxy + ay* gespt7t, 
und u bedeutet dann irgend wcK h»^ positive Größe. Dieselbe Ündot 
sich in der zitierten A})handli;nL: K'roneekers volktändig bewiesen 
und kann auch direkt n1i;j. l. itrl werden, wenn man die rechte Seite 
in eiiit' Fonriersfhe I)oppelrüihe entwickelt. Da sich der Kroiiecker- 
sche Beweis überdies in einem über die üroneckerschen Arbeiten 
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Cber den Kroneokenchea Beweis der aogeu. Kroneokerschen ürenzfonnel. 

Tor&ftten Kommentar^) in getreuer Wiedergabe findet^ so kann ich mir 
den Beweis der Formel (3) an dieser Stelle eraparen. 

Wir woUen mm in den beiden Doppelreüien der Qleicbnng (3) 
das Glied m — n a- 0 isolieren^ und erbalten so 



(3») 



m, n 



wobei die Summationsbedingongen auf beiden Seiten die gleichen sind 
wie in der Formel (1). 

Wenn man jetzt in (3^) für «die Größe xi2x setzt, so erhält man 
für die unter dem Integralzeichen in (2j stehende Funktion eine Dar- 
stellung, aus welcher unmittelbar zu ersehen ist, daß zur Integnil- 
existenz die Bedingiiiig p > — 1 ausreicht, solange allerdings die Un- 
gleichungen 0<(y<l, 0<ir<l in sensti rigoroso stattfinden, wie 
wir übrigens angenommen haben. Diese letzte Bedingung wird jedoch 
bei der Annahme p > 0 hinfällig^ eine Bemerkung, die für das Folgende 
sehr wichtig ist. 

Wir wollen nun zeigen, daß sich in (2) die Integration gliedweise 
ausführen läßt, wenn > 0 ist. Ich spalte zu dem Zwecke die Doppel* 
reihe in swei Teile + Bs» indem ich setze 

tu, M 



in, m 



icb bezeichne aofi^rdem mit 8fr, lÜjf die Torbergebenden Anadrfleke für 
das spesielle Wertsystem » t 0. 
Das Integral (2) ist dann offenbar 

es existiert ferner unter der Annahme ^ > 0 auch das Integral 

^)dx sowie J xfiH^jidXj 



1) Fonnes qnadiatiqvCB et nultiplicBlioii eomplexe. Dem fonmile« Ibtid»* 
menlalee d*»pxte Kroneeker, par J. de Signier. Berlin, Felii L. Demes, IBM, 
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nnd 6B ial^ wie leicht sa seilen, 

lim / ffgdx — 0. 

Beachtet man, daß { i^ir | ^ üt^ so folgt hieraus die Grenzgleichimg 

OD 

lim / a^Rgdx — 0, 

Ö 

und infolge dessen encUieAt man 9m (4) 

lim I a^{Sji-\- By) (faß — lim / x^Sjt dx. 

Da sich im letzten Integral die Suniraation und die Integration offenbar 
vertauschen lassen, so ist die rechte Seite dieser Gleicbuüg nichts anderes 
als die Doppelreihe r{i -\- Q)F((Sf t; q), womit die Formel (2) ei^ 
wiesen ist. 

Um nun die recht«^ Seite von (2) umzuformen, spalte ich das 
Integral nach dem Schema 



0 0 1 



in swel andere, eoraetee im ersten Integral die Doppelsamme 
dinch den tMmsformierten Ansdntck ß^) 

^_ j ^_««^-^/'('^*)^ _|_22r^'^-~^ /'(« + «,» + «) 

und führe die IntegrationsTariabie 1/x anstelle von x ein. Msdann läßt 
bich dm Litegral der mit JcQ multiplizierten Reihe mit demjenigen, 
dessen Grenzen 1 und <xj sind, vereinigen, während man die aus dem 
einge]< hin t inerten Ausdruck stammenden Integrale von dem liest ab- 
trennen kann. Man erhält in der Weise die Formel 



(6) 



«0 

r(l + t)Fi«, r,g) ti-, + ^'f 

1 
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über den Kroneckerscben Beweis der sogen. Kroneckerschen QrenzformeL g9 

Die DiricKletflehe Doppdraihe entsteht oiu (1) vennSge des Qrmir 
fibergangs »- 0, « — 0^ da wegm p > 0 offenbar 

Um F(», ,) -2 '^aT^ - m 0. *)• 

Anf der rechten Seite der Gleichung (5) verwandelt sich bei diesem 
Grenzübergang das erste Intograi in 



/ ' dx £ 

1 



und ebenso laßt bich beim zweiten Integral der Grenzübei^fang durch 
bloßes Einsetzen a = t — U ausführen^ sodaß man nach der Division 
durch r(l + q) die Formel 

F(0, 0, - - ^ -^^^^^ + ^^^^ 

erhält. In derselben ist das erste und dritte Glied rechts an der Stelle 
9 = 0 endlich und stetig, und die Poteuzentwickelung 

"rTTT-^ = — - 2sr r'(l) + ■ • • 
»igt, daß die Differena 

^■(0, 0, - ^ 

an der Stelle p — 0 endlich and stetig bleibt, und daselbst den Wert 

2: 



(«) 



Ito (0. 0,f)-?f] 

ae 

1 «, « 



eneichi Um diesen Grenzwert genauer sn behemelien, mnß man 
noch den Integrslwert rechts ennitteln-, die so erwachsene neae Auf- 
gabe ISet Kronecker in geistreiclier Weise durch Henmsielrang der 
Formel (5) im Orenzfidle ^ » 0, welche unter der Bezeichnimg 

F{0, T, ü) - lim Fi<f, r, 
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offenbar die Geiftalt hat 



(7) 



F(«, x,0)'--l + 2x fe- '>-^- 



Wenn man nämlich in derselben das zweite Glied rechts auf die Unk« 
Seite bringt, so Iä0t sich der Gremfibergang la 0^0^ v=0 aiufthre% 
und man erhält 

- lim ( ^-(0, t,0)~2x fe- ^^^'^^ ) • 

Die linke Seite bildet einen Bestandteil der rechten Seite YOn (6), und 
demnach hat man an Ötelle von (6) die Gleichung 



(8) 



lim [f '(0, 0, f) - '^"j 



(-0 



= - 2«rXl) + lim \f{6, t, 0)-2xf r-**»»r(»,.) i""]. 



Nun hat aber Eronecker den Ausdruck F(9, t, 0) schon früher be- 
stimmt, und zwar^) 

(0) Fi,., r,0) = - 2,log l^'.*^^»>t<e±l^^l^^^<^^^^\ , 
wobei der Efirze w^gen 

gesetzt und femer die Beseiehnung 

(10) H(w) «"" 27(1 - 

«»1 

benutzt wird. Die Hrzeiehnung &^{■u\u■) ist die in der Theorie der 
elliptischen Funktionen übliche^ und zwar für q = e""': 

■■r 



1) Berlmer Siisiiiigsberichte 1883, 8. 407 «. ff. 
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Wir geben die Begrflncliiiig dee Hillvnibes (9) weiter unten, nnd 
wollen nne ecdner Torlaafig bedieneni um den GienaraBdraGk auf der 
mshten Seite von (8) zn ermitteln. 

Man hat offenbar 

und da eieh vennöge der partiellen Integration die Fonnel eigibt 

m CO 

— — 6^ • log £ + s~ * log äC dXj 
aus welcher für oneudiicii kleine a 

00 «o 

I — — log« + ijer *\ogxdx — — logi -f r'(l) 

fblgty Bo kann man an Stelle der rechten Seite Ton (8) sehteiben 

- 4ar'(l) + lim [F{iS, r, 0) + 2z\o%Ax''f'{iS, t)\. 

Der eingeklammerte Ausdruck ist nun nach (9) offenbar 

ond da man fOr nnendlich kleine 0 nnd r 
nn(tf + tw-^x • Bin(tf — tw^n = «f Ttr,)(<y — tw^) *^ 

bat» so geht der in Bad» etehende Auadraek lUr » 0, v » 0 fiber in 

- 2^ c.ÄWifC^) 

Hau hat daher an Stelle von (8) 

(U) lim [f CO, 0, - 4,r(l) + 4« log 

die Kroneckersche Gnnzfhrmf ! Miiu kauu liir eine etwas uligemeinere 
Gestalt erteilen, indem muü l;iu: allgemeine jxjsitivc quadratische Form 
ttx^ })X y c iß mit der negativen Diskriuiiuaute 0' — -iac ^ — ^ 
einführt. Wird dann 

»1 ü ' 2c 
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gesebsl^ so lautet das genMinte Theorem wie folgt: 

--2r'(l)-l«gy3 + 2iog,,^„f^-^^. 

2, Nachdem wir den Ilauptgegenstand erledigt haben, wolh-u wir 
auf eini^ Punkte näher eingehen, welche die Hilfsformel (9) betreffen. 
Man kann dieselbe Torlanfig so foimnlieien, dafi die Grenagleichaiig 

(12) lim F(>. r, t) 

stattindet, wobei reehts die Summstion snorst naeh n und dann nach m 
anszniüliren ist, d. h. genau msgediilokty daß man die folgende GiSfle 
bilden soll: 

(12a) ^ -i-^ ^ ^(m, n) > 

wobei der am Summationsaeielien angebrachte Aooent bedeutet, dsB 
man das Glied n — 0, beaw. m 0 unterdrfloken solL 

Daß die Übereinstinmnng des Grenzwertes F(<t, t, 0) mit der 
Doppelreihe (12a) nieht von TOmeherein klar ist, ersieht man schon 
ans dem Umstände, daß die Doppelreihe F{<a, «, 9) fOr ^ > 0 absolut 
konTergiert, wihrend dies bei (12 a) nicht der Fall isi Für diese 
tbereinstimmmig hat Kronecker einen Beweis entwicAidt, der sich 
auf eine Abelsche Identit&t grOndet (L c, Art IV), außerdem hat er 
einen zweiten Beweis angedeutet (Art 7), dessen Ausfllhrung jedoch 
dem Kommentator Herrn J. de Signier nicht gelungen ist^) Es wird 
an der betraflEenden Stelle swar mit aller Strenge geaeigt, daß der 
Greoawert 

lim F{a, tf q) = F(6, t, 0) 
existiert^ und daß er durch das Integral 



«I» « 



dargestellt wird; für die Übereinstimmung des letzteren mit dem Aus- 
druck (12 a) habe ich mich jedoch rergebens bemüht» au der augegebeoen 

1) S. 192 des citierten Werkes. 
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Stalle irgend emon Beweisgnmd zn entdecken. Der oben aneeinandeiv 
gesetsfce analoge Beweis im Falle ^ > 0 ist liier nicht anwendbar, weil 
das Integral 



nicht existiert. Bevor dieser prinzipielle J'unkt mit gehörifrcr Strenge 
erledigt ist, kann ich nur den ersten von den Kronecke rschen Be- 
weisen jils l)i-au(;hbar betrachten. Von diesem soll hier eine verein- 
fachte Darstelhmg kurz angedeutet werden. £s wird genügen zu zeigen, 
daß die Uieichung 

gtattfindet; denn der Beat der Doppelreihe Iftfit sich dnreh dasselbe 
Ver&hren behandeln. 

In der bekannten Abelschen Identität 

r — 1 

^a»ha ^"^Änipn — K + l) + Afbr, il« «o + «i H h O«, 

setze ich 
sedaft 



Die Bemerkung, daß in diesem Falle 



lim Arbp^'O 



is^ liefert unmittelbar die üelation 



Die Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt fem er 
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M. LsBcu: über den Kronecketschen Beweis otc. 



wobei 0 < ^ < 1 ist, und hiennB folgt, dafi die Doppelreihe, welche 
entetehti wenn man rechts m ± 1, ±2, ± . . . letrt und die 
Resultate addiert^ nicht nur absolut, sondern auch gleichmSBig in Besag 
auf 9 in der Umgebimg von ^ -* 0 konveigiert Dies gibt 

ini l die rechte Seite ist nichts anderes als eme UuiioriuiLog der 
Düupeireihe 

^ ^ f n) 

▼eimittdst der Ab eischen Identität. 

Nachdem die Gleichung (12) bewiesen ist, bleibt noch fibrig^ dis 
Summation auf der rechten Seite anssufBhren, um zur Hfilfiiformsl (9) 
XU gelangen. Dies geschieht am ein&chsten, wenn man gerade den 
umgekehrten Weg verfo^ wie Kronecker. Man erliili zuniehst Te^ 
möge der Partialbmchzerlegung 



« • /._J L_V 

\ , n) mi\n — »w u?, n-\- mtcj ' 



multipliziert man beiderseits mit e2A'(mo + fiT)^ go lafit sich rechts mit 
Hilfe der Relation 

die Summatiou nach n ausführen, und wenn man in der so gewonnenen 
einfachen Roiho mit dem Summationsbuchstaben in ~ + 1 , 2, . . . 
die eiiizebieu (ilioder in geometrische Reihen verwandelt, so wird man 
mit Hilfe der logarithmischen Reihe die Summation nach au?>- 
führen können, wodurch dann nach geringen Bechnuugen die Formel (^j 
sich ergibt 

Freiburg (Schweiz), 21. KoTcmber 1902. 
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Geometrische Kriterien 
für die projeküye £iiiteiliing der nickt entarteten 
Kuren und FUchen zweiter Ordnung. 

Von C. EOBOLSB in Heidelberg. 

Zur projektiven Einh'iluiig der nicht entarteten Kurven und Flächen 
zweiter Ordnuni^, die im wesentlichen zusammenfallt mit der Einteilung 
der Polari'elder und der räumlichen Polarsysteme in solche von ellip- 
tischer, bezw. hyperbolischer Art, benfitzt man in der Geometrie d&r 
Lade gewöhnlieh die beiden folgenden Kriterien'): 

Eine Kurve zweiter Ordnung ist nur dann imaginär, wenn die 
drei Strahlen, durch welche ein beliebiger Punkt p der Ebene aus je 
einem Eckpunkte eines Poldreiecks projiziert wird, durch die jeweiligen 
flbrigen beiden Eckpunkte getrennt sind von den Polaren >t des Punktes p. 

Eine Flache zweiter Ordnung ist nur dann imaginär, wenn jede 
der sechs Ebenen, durch welche ein beliebiger i*unkt ;) des Kaumes 
aus den Kanten eines Poltetraeders projiziert wird, durch die Iteiden 
Eckpunkte der resp. äegenkante gelarennt ist von der Polarebeue x 
des Punktes j). 

Die beiden Kriterien gewähren in dieser Form insofern keine volle 
Befriedigung, als sie die rrdh-n Kurven und Fläclien nur indircld als 
„nicht imaginäre" charakterisieren. Wollte man sich aber auch mit 
ihr bei den Kurven zweiter Ordnung zufrieden c^eben, so müßte dorh 
das zweite Kriterium, um nicht nur zur Unterscheidung ellipti'^r-hpr 
und hyperbolischer Polarsysteme, sondern zur t'olli^fändh/rn projektiven 
Einteilung der Flädicn zweiter Ordnung dienen zu können, so aus- 
gf^staltet werden, daß es auch noch die Trennung der reellen unter 
diesen Flächen in geradlinige und nichtgeradlinigc ermöglicht, und 
wurde dann eino sehr wenig übersichtliche (lestalt annehmen. 

Fj" soll nun in der vorliegenden Arbeit gezeigt werden, daß man 
beiden Kriterien eine Form geben kann, die nicht nur den reellen und 
imaginären Kurven, bezw. den nichtgeradlinigen, geradlinigen und ima- 
ginären Flächen zweiter Ordnung in gleicher Weise gerecht wird, 
sondern auch vor der bisherigen noch den Vorzug besitzt, daß in ihr 
allein dif zur Bcsfinunum/ der Kurve oder VUidu' notumdiffen Elcmride — 
ein Poldreieck oder Poltetraeder und die Polorelemeute p und z — 

i) Vgl s. B. Reye, Qeometrie der Lege, 3. Aufl., Bd. U, 8. 124 und 188. 



Digitized by Go ^v,i'- 



96 



C. Koshlm: 



fiber deron projektiTe Beschaffenheit Aufschluß geben, eine Form abo, 
die eine EonBtraktlon projizierender Strahlen oder Ebenen, wie ne 
oben n6tiig war, nicht melir erfordert. 

Die zur Herleitung dieser Kriterien in Nr. 1 für die Kurven, in 
Nr. 2 för die Flachen sweiter Onlntmg durcligeftthrten Betrachtungen 
werden in ihrem weiteren Verlauf liami noch eigeben, wie die projet 
tiYe Beschaffenheit de» Schnittes der Kurve, hezw. Fläche mit der 
(Geraden, bezw. Ebene .-r ebenfalls am der KonfigumHan der Bestimmung^' 
demente aüem erkannt werden kann. 

1. 

Eine im Unendlichen nnbegrenat gedachte Gerade wird durch sw« 
auf ihr liegende Ponkte k und l in zwei Teile seilegt. Wenn k nnd l 
eigentlidie Punkte sind, so ist der eine Teil die Ton den beiden 
Punkten eingesehloBsene Sb/tdce kh^ der andere soll als die Jufim- 
airedte kl dieser Pnnkte beseichnet werden. Jeden der beiden Teile 
wollen wir auch die Ergänmng des anderen nennen, da sie sich 
gegenseitig cur Geraden \kl\ ergSnzen. 

In gleicher Weise wird eine im Unendlichen unbegrenst gedachte 
Ebene dtureh drm ihrer Geraden x, 1, fi, die sich nicht in demselben Punkte 
schneiden, ui vier Teile zerlegt Sind 2; >» (Afi), 2 — (fix), m — (xA) die 
Schnittpunkte der drei Geraden, so besitzt bei eigentlichem k, 2, m ema 
dieser Teile die Strwken kl. Im, mk als Seiiett, — ^vir nennen ihn, wo er 
Ton den drei anderen nntersehiedeu werden soll, das Hat^tdreiseit unserer 
Ebeneneinteilung — ein zweiter besitzt die Stredce Im und die Aufieih 
siraken kl, km als Seiten und kann deshalb auch als ein Dreisnt (in 
weitexem Sinne) beaeichnet werden u. s. w. Wir erhalten also vier 
Lreiseite fmi den Edien k, l, m und können somit sagen: 

Eine Ebern wird dmiin^ drei ihrer Geraden, die su^ nkkt in dem- 
selben Punkte edmeidenf in vier Breimte eenUgt. 

Uie drei Geraden x, k, u schuoideu nun jede andere mit ihnen 
in einer Lbciie lioi^ende Gerade jr, die durch keinen der Punkte 1, »i 
geht, lü di-ei verüchiedeueu Punkten, sie zerhgen ilieselbe also in ilrei 
Teile. Die Gerade « geht mithin immer durch drei und nur durch 
drei von den vier aus x, X, n gebildeten Dreiseiten hindurch und 
trifft jedes derselben in zwei Seiten, d. h. 

In einer Ebene schufidct jede Gcra<i< , deiche durch Jieüie Ecke 
der vier am drei Gtraden in alhjvinnuer lM(je rjcinUklm Dretsriie 
ffeJä, stets drei von diesen; mit dem vierten aber hat sie keinen TirnkL 
gemein. 
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Em Bei jetit die projektive BeaduifEBtilieit einer nicht entarteten 
Kurve sweitor Ordnung sn beetimmen, Ton der ein Poldreieok mit den 
Ecken k, 1, m und den Seiteiil«nMM », l, fi, sowie die Polare « eines 
euf keiner dieser Seitenlinien liegenden Punktes p gegeben ist. Dann 
ist Ton den vier Breiseiten, in welche die Ebene der Kurve durch das 
Poldreieek aerlegt wird, eines vor den ftbrigen dadiircfa ansgegeichnet^ 
dsB der Pimü p umerkalb desselben liegt Dieses wollen wir, da es 
uns im Yerain mit der Geraden x das Ejiteiiimi für die projektive 
Einteilimg der Kurve liefern wird, das fOr diese Einteilnng dbaraft^ 
riMse^ DmaeU, die Gerade m aber die ihm mi^eartbiek Gmuk nennen. 

Zunickst sieht man nnmittelbary daß man als Projektionen des 
Punktes p ans den Pmikten h, l, m md äiB Geraden n, ^ ^ 
Paukte k% V erhall^ die auf den Seiten des charakteristischen Drei- 
seits sdbsti. also niemals auf dwen Erganzungm liegen. Durehlaufen 
wir nämlich den projizierenden Strahl \kp\ vom Punkte p aus im 
Sinne pkh', so treten wir bei k unter Überschreitung der Geraden A 
und ft ans dem charakieristisehen Dreiseit heraus, wir müssen also, 
um wieder in dasselbe einsutrelen, die Gerade » Überschreiten; der 
Punkt k' muß somit auf demjenigen Teile dieser Geraden liegen, welcher 
dem charakteristischen Dreiseit als Seite angdidri Kun sind aber in 
der Involution, welche von dar Kurve auf der Geraden x hervorgerufen 
wird, die Punkte { und m, sowie die Punkte k' und {xx) einander 
konjugierte diese Involution ist somit dann und nur dann hyperbolisch, 
wenn auch der Punkt (sie) auf dem zur Begrenzung des charakteristischen 
DreiseitB beitragenden Teil der Geraden x lieg^ wenn also die Gerade x 
die Gerade a in der Begrenzung dieses Dreiseits trifft, d. h. 

L Von dm SeUenUtiÜH dnes P<iidreiedt8 sdmeidm immer und mar 
a^emgm die Sjmrve in meei realen Punkim, wMe von der entern 
tiuurakierigiMen IkmeU desadbe» migeordneten Geraden in den Seiten 
des UUsteren getroffen werden. 

Da über eine Kurve zweiter Ordnung nur dann reell ist, wenn sie 
von jedem ihrer Poldreiecke reell gesclinitlen wird, so ergibt sich bier- 
auB sofort für die projektive Einteilung dieser Kurven das Kriterium: 

11. J£ine nicht entartete Kune zueitir Ordnung ist reell niur ima- 
ginär, je nachdem ein cJiorakteri^tisches Dreiseit derselben von der ihm 
eingeordneten Geraden geschnitten wird oder nicht. 

£benjBo einfach können wir auch erkennen, ob die Gerade it die 
Kurve reell oder imaginär schneidet^ Wir betrachten zn diesem Zwecke 
die Eintttlung der £bene dordb die vier Geraden x, X, fi und ;r. Da 
von den vier Dreiseiteo, in welche die Ebene durch die drei Geraden n, 

Anbtv d«r IbÜMOMtlk vaA PhjiJk. m.B«iliA VL 7 



Digitized by Gc) ^v,l'- 



98 



C. Kontn: 



X, (i allein eingeteilt wird, diejenigen drei, welche von der Geraden jr 
geschnitten worden, in je zwei Teile zerfallen und von diesen beiden 
Teilen immer der eine dreiseitigi der andere aber vieraeitig begreuzt 
iatf so können wir sagen: 

Jßkie JSfene wird durch vier ikrtr Geraden, von denen sich hme 
drei in demselbm Fmnkte tdmeiämt in vier Dreiseite md in drei Vier' 
aeüe eeriegL 

Wir seigen jekit^ daA die Gmde sr die Kurve sweiier Ordnung 
immer imaginir sdmeidel^ iobald Oir Pol p in ein Dreieeit der dnieJi 
sie nnd dae Poldrueek htm bewirkten Ebenenelntdlimg filli Dies 
ist nmoittelbu- ernehÜUchy wenn p in demjenigen Dreiseii dieser Ein- 
ieilnng liegt, ani dessen B^renzong die Gerade x siteU beitragt, da 
dann nach II die Kurve selbst imagia&r ist Liegt dagegen p in einem 
anderen DreisMt dieser Einteilung, es sei dasjenige mit den Ecken A*, 
(eiX), — so ist die Kurve selbst nach II reell, sie wird aber 

nach I von der Seitenlinie x des Poldreiecks in zwei imaginären 
Punkten gesdmitten. Der Punkt (tcx) befindet sich sumit außerhalb 
der Kurve und tr^ daher in Bezog auf sie eine hyperbolische Strahlen- 
involution, in der die Strahlen x und \(icx)1k \f sowie die Strablen % 
und |(;rx);i| einander konjugiert sind. Aus der fKr jp angenommenen 
Lage folgt aber auch direkt, daß die Strahlen * und x durch die beiden 
ibnen kot^jogierten Strahlen nicht voneinander getrennt sind. Diese 
Strahlen werden also aucli durch die Doppelstrahlen der Involution 
nicht voneinander gekenut und müssen somit beide die Kurve giei(k- 
artig schneiden; dieee muß daher, da sie von der Geraden x imagin^ 
geschnitten wird, von der Geraden s eben&Us in zwei imaginären 
Punkten getroffen werden. 

Auf die gleiche Weise überzeugt man sich davon, daß die Gerade X 
die Kurve reell schneidet, wenn ihr Pol p in einem Vierseit unserer 
Ebeneneinteilung liegt, und da endlieh die beiden Kurvenpunkte auf g 
susammenfallen, wenn p auf x selbst liegt, so gilt der Sata: 

UL £iiw Gerade eckneidet eine nieht entartete Kurve zweiter Ord- 
nung in zwei reellen oder in zwei imaginären Funkten , je nach »km ihr 
Toi in einem Vierseit oder in einem Ihctseit der äur<k sie uhd ein Pol- 
drcivck heu irkten Ebenetieinteilung liegt. In Mwei eusammenfaUeitdem 
Funktm briffi die Gerade die Kurve nur dbim, wenn iJir Pol auf die 
Qfeme meiedim einem DreiseU und entern VierseU fälU.^) 

1) Da selbfltverstäudlich keine Ecke des ziir Zerlegung iler Ebene Uetiutzten 
Poldreiecks »uf der Geraden liegen darf, ilir Pol al«o niemals auf eine iSeitenlioie 
Ah letrteEta ftllea kann, so wgt der letale TeO des Satus nur, daB die Gnude 
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Ist von einer Kurve zweiter Ordnung ein eigentliches Poldrpi^'f'k 
und der Mittelpunkt gegeben, so ergibt sich aus diesem Satz dirrkt 
das Verhalten der Kurve im Unendlichen Er dif^iit also dann zu ihrer 
metrischen Einteilung, und wir erhalten nar]i iltm imd II in diesem 
speziellen Fall für die Gesamteinteilnug der Kurve folgende Kriterien: 

„Eine Kurve zweiter Ordnung ist imaginär, wenn ihr Mittelpunkt 
im Hauptdreiseit der durch ein eigenÜiches Poldnieck bestimmtem 
Sb€li€iieinteilung liegt; sie ist eine Ellipse oder eine Hyperbel, je 
nachdem ihr Mittelpunkt in dem dreiseitig oder in dem vieneitig he* 
grenzten Teile eines rlardi die nnendlioh £sme Gerade nochmals zer« 
legten Dreiseits dieser Einteilung liegt; sie ist endlich eine Parabel, 
w«m ihr Mittelpnnkt eui Dneigentlicher Punkt ioL^y* 

2. 

Der guie im Unendlichen nnbegreDst gedadiie Benm wird dnroh 
Ebenen x, fk, mek niehi in demielben Ftankte Bchneiden, 

in uht Tdle seilegi Jeder dkaer Tefle ist toh vier Breieeiten (im 
Sinne von Kr. 1) begrenit nnd eoll deehelb ein Tdraeäer genannt 
werden, obgleich nor einer denelben ein Tetraeder im Sinne der 
Elementargeomefarie ist Wir kSonen dann sagen: 

Durdb vier Mbrnim, wMe stA umM «» äeHudbm Pimkfe s^meiäen, 
iowd der ganm Baum m (uM Tetraeder eeriegt. 

Alle acht Tetraeder besitzen als Ecken die vier Punkte /; = 
l = (,xfiv), m = (xXv), n -- (xXfi). Die ScifenfJächm oder Seiten eines 
Tetraeders sind die dasselbe begrenzenden DreisfitCj seine Kantm die 
tSeircii dieser Dreiseite. Bei tigt utlichem Ä", /, m, n besitzt eines dieser 
Tetraeder, das dann das Haupttetracdii unserer Raumeinteilung heißen 
8oU, als Kanten die Strecken km, hn. Im, In, mn. Drei andere 
haben mit diesem keine Seitenfläche, sondern nur je eines der drei 
Paare von Gegenkanten gemein. Zu ihnen gehört also das Tetraeder, 
dessen Kauten die Strecken Jcl, mn und die Außeustreckeu km, kti, 
Im, In sind, u. s. w. Wir bezeichnen diese drei mit dem Haupttetraeder 
zusammen als die vier Tetnuxkr irsUr Art unserer Einteilung. Die 
vier noch übrigen Tetraeder — die Tetracd&r zweüer Art — haben mit 

die Kurve berfihrt, wenn ihr Pol auf me selbst fUli Die Fom, die ihm oben 

gegeben wurde, paBt aber besser in den Eahmen von TIT und läßt außerdem die 
Analogie mit d^^ni ihm rntsprnchondso Teile dei SatMs VI für die Flächen «weiter 
Ürduung deutlicher hervortreten. 

1) Vgl. Gondelfinger, Yorletongen aus der analjtischen Geometrie der 
Kegelaehiiitke. Uipzig 1896. 8. 888, Kr. 84. 

7* 
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dem Haapttetraeder je eine Seitenfläche gemein, eines derselben ist 
also das Tetraeder, das als Kanten die Strecken Im, ffiji, nl und die 
Anßenstrecken kl, knij Jen besitzt, u. s. w. 

Nun wird, wie wir in Nr. 1 gesehen haben, jede Ebene sr, die 
durch keinen der Punkte k, l, n geht, durch die vier Genden \xx\, 
\xX\, \ 3tv\ in vier Breiieiie und in drei Vierseitig also in sieben 

Teile xerlegt» d. h. 

Jede Ebene, die dun^ keine Ecke der odd em vier Ebenen m äU- 
gemeiner Lage gebildeten Tetraeder gdU, acimeidei sieben von diesen und 
MUHST vier in DreiseOen, drei in Viererikn, mit dem aekien eher hat sie 
keinen PunM gemeint) 

Wir nehmen jetit an^ es sei von einer nichtentarteten Fläche zweiter 
Ordnung ein Polietraader oder, wie wir ans leicht ersichtlichem Gmnde 
hier lieber sagen wollen, ein rikmili(^ FcHviereck^ mit den Ecken k, l, 
m, n nnd den Seiteno^enat x, A, ft, sowie die Pokrebene x eines in 
keiner dieser Seitensbenen liegenden Pionktes p gegeben. Daim werden 
wir die projektiTe Beaehaffenheit der Fliehe erkennen kdnnen aus der 
Lage, welche die Ebene « in Besog anf dasjenige der acht ans den 
Ebenen x, A, fi, v gebildeten Tetraeder einnimmt^ innerhalb dessen d^ 
Pkmkt p liegt. Wir nennen das lelirtere deahalb das für die projektiTe 
Einteilung der FliSche ^^laireikierifMsdi/e Tetraeder, die Ebene ar »her «üe 
ihm Mugeordnete Ebene, 

Genau wie in Nr. 1 findet man zonaehst, daß die Projektionen h\ 
V, m', n des Punktes p ans den Punkten l; l, m, tt auf die Ebenen 
X, V stets auf die Seitenflächen des charakteristisehen Tetraeders 
fallen müssen. Da ahor fOr die Schnittkure der fUche mit der 
Ebene n die Punkte ly m, n ein Poldreieck bilden und die Gerade | «x | 
die Polare des Punktes V ist, folgt hierans, dafi wir in der der Eboie n 
angehörenden Seitenfliftohe des eharakteristischen Tetraeders ein charakte- 
ristisches Dreiseit dieser Schnittbure mit der ihm angeordneten €k> 
raden | ;rx | besitaen Die Kurre ist somit nach II reell oder imaginSr, 
je nachdem die Ebene sr jene SeitenflSche schneidet oder nicht 
schneidet, d. h. 

IV. Von den Seikmcbenen eines riinmliclnn Folvierecks sdineiden 
immer u)ul nur diejenigen die Fläche in einer reellen Kut-ve, wdcJie von 



1) Man sieht leicht, daß diejenigen Teüe einer solchen Ebene, welche durch 
Bwei Tetraedor pMdber Art an ihr atugeiohiiitleii werden, stets ^ieuAaUi^ begmut 

sind, d. h. daß die Ebene immer B&mtliche Tetraeder der einen Art in Dieiseiten, 
dicgenigen der anderen Art aber bis auf Eines in Vierseiten schneidet. 

2) Im Anschluß au &ejre (Jovim. f. Math. Bd, 77, S. 278). 
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der einem charalderisti sehen Tetrnedcr de^sdbm Mugeoräneten Ebene in den 
Seiten des letzteren getroffen werden.^) 

Je nachdem also drei» yicr oder keine Seite des charakteristischein 
Tetraeders Ton der Ebene x geschnitten werden, besitzt die Fläche in 
drei, in aUen vier oder in keiner Seitenebene des gegebenen Polvierecks 
eine reelle Schnittkorve. Wir erhalten daher f&r die piojektiTe Ein- 
teflnng der Flache dae Xriieriiun: 

Y. Eine mdii eiUaiiele JToefte eweiter Orämmg id mdUgeraätkiigy 
geradUnig oder imaginär, je nadkfem em t^arakierisaBdies Tetraeder dar' 
adben von der ihm zugeordneten Ebene tu emenn DreiaeOf in einem Vier- 
smi oder gar nUM geseihnitten tewd. 

Wenn wir von einer Flache zweiter Ordnung außer einem eigentlichen 
Polviereck speziell den Mittelpunkt kennen und aus diesen Elementen ein 
charakteristisches Tetraeder bilden, dem dann die unendlich ferne Ebene 
zugeordnet ist, so ergibt sich hieraus, da diese Ebene sämtliche Tetra- 
eder Bweiter Art in Dreiseiten, alle Tetraeder erster Art aufier dem 
Uaupttetraeder aber in Vierseiten schneidet, der Satz: 

JBine Flüche zweiter Ordnung ist imaginär; geradlinig oder nicht- 
geradlinig, je nachdem ihr Mittelpunkt im Haupttetraeder, in einem 
der drei übrigon Tetraeder erster Art oder in einem Tetraeder zwnitor 
Art der durch ein eigentliches Folviereck bestimmten Eaumeinteiluug 
liegt." 

Um die projektive Roschaffonheit d»'r Kurve zu bestimmen, welche 
eine Flafhe zweiter Ordnung aus der einem charakteri^ti'jehen Tetraeder 
zugeoriliieleii Ebene 7t anssehneidet, unter«u<'lien wir zuiiücksL die Ein- 
t*^i1nnfr, die dr;- l\auin durch die fihif Ebcüen x, X, u, v und n erhält. 
1 >a 'jie Ebene *t sieben von den acht aus den virr Ebenen x, Xy «, i> allein 
gebildeten Tetraedeni selmcidet, also in je zwei Teile zerlegt, wird der 
^nze Raum durch die fünf Ebenen zusammen in fünfzehn Teile geteilt. 
Betrachten wir nnn eines der obit^eii Tetraeder, das dureh die Ebene a: 
in zwei Teile gespalten wird, so sehen wir, daß jede von n- getroffene 
Seitenfläche desselben selbst durch tc in zwei Teile — ein Dreiseit und 
ein Vierseit — zerlegt wird, daß sie also für jeden der beiden durcii 
flio Tetraederspaltung entsteiietuieu Kaumteile eine Seitenflärhe liefert. 
Wenn mithin die Ebene x das betrachtete Tetraeder in einem Vierseit 

1) Auf die Ka&tenltNid» des PoMeiAdn AbeEteagen lautet dieM»r Sats; 
Von den JKanfenlHiMfi <tiw» rdhimlidkai PoMerede» «eAncide» «imMr «ml mir 

diejenigen die Flädie tN fwe** reellen PunUen, icekhe von der einem diaraH^ 
ristischen Tetraeder deetdben tuffeordnden Ebene in den Kanten de» Uitkren ge- 
troffen werden. 
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schneidet, so besitzen die beiden Raumt^ile außer der von 7t gelieferten 
noch vier Seitenflächen, sie sind somit beide vou fünf Seiten oder 
pentaedrisch begrenzt. Wird das Tetraeder dagegen von der Ebene ä 
in einem Dreiseit geschnitten, so hat der eine der beiden Ranmteile 
nur vier, der andere aber fünf Seitenflächen, d. h. der emu ist tetra- 
edrisch, der andere pentaedrisch begrenzt. Da der erstore Fall ittüm i 
bei drei, der letztere bei vier Telraodeni eintritt, emes der acht Tetra 
eder aber von der Ebene % überhaupt nicht getrotlen wird, su liudeii 
wir mithin: 

Durdi fünf Ebenen, von doien sich kehie vier in demsdhen Punlie 
schneiden, tvird der ganse Baum in fünf Tetraeder und in itehn Fenkr 
eder eerlegt, 

Ibn erkennt inuL leieht, daB die Ebene x nnewe Fliehe sweitor 
Ordntii^ reell oder imagiTiar admeidety je naehdem ilir Pol ji in os 
Pentaeder oder in ein Tetraeder der durch sie und dae Pohiereck klmn 
herrorgemfonen Banmemteilnng faUi Diese Behnitthmre ist miükhat 
rioher reell, wenn der Punkt p in einem derjenigen aeeha Pentaeder 
lieg^ an derm Begrensmig die Bbene « je ein VioBelt liefert dn dann 
daa aoB den Elementen k, X, f», v nnd j» gebildete ohaiakteriatiMlie 
Tetraeder der FlSehe Ton der ihm aageordneten Ebene jk in einem 
Yieraeit getroffen wird» die Flaehe aelbat also geiadlinig iat. Femer 
igt dieae Enrre aicher imaginiri wemi der Punkt p in demjenigen 
Tetraeder nnaerer neuen Banmeiafteilmig liegt, an deaaen Begranzong 
die Ebene « nkM beitragt; denn dann iat die FBdie aelbat imaginir. 
Liegt aber p in einem der vier aadoen Tetraeder dieser Einteihmg, — 
efcwe in demjenigen mit den Edwn h, (ttl^)f (xvX) ~ ao iat 

die FUlche selbst nichtgeradlinig, weil die Ebene tc ana dem charakte- 
ristischen Tetraeder das Dreiseit mit den drei zuletzt genannten Ecken 
ausschneidet, und ans lY folgt dann, daß die Schnittkurve der Fläche 
mit der Seitanebcne x des gegebenen Polvierecks imaginär ist, die 
Gerade |}rx| also in Bezug auf die F^che eine hyperbolische Ebenen- 
inTolntion tragen muß. Hierana ergibt aich aber durch eine Über- 
legung, die der am Schlüsse von Nr. 1 angestellten genau entspricht^ . 
daß auch die Schnittkurve der Fläche mit der Ebene st imaginär sein 
muß. Auf die gleiche Weise überzeugt man sich endlich davon, dafi 
diese Kurve dagegen wieder reell iat^ sobald der Punkt p in einem der- 
jenigen vier Pentaeder liegt, deren von der Ebene x gelieferte Seiten- 
fläche dreiseitig begrenzt ist 

Anf die Gxenae zwisdien awei Teilen nnaerer H^«iAi»*A»imig famn 
der Ponkt p offenbar nnr dann fidlen, wenn er in der Ebene « aelbat 
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liegt, diese aleo eme BeriÜinmgsebeiie der Fliehe ist. Dann folgt 
aber immittelber ans dafi dieae Bben» die FlSche in einem reellem 
oder in einem imagiaSnn GeFadenpaair'Behneidet, je nachdem p auf 
der Grenze zwischen zwei Pentaedem oder swiaeken einem Pentaeder 
und einem Tetraeder liegt, weil im ersteren Fall daa Ghaiakteriatiache 
Tetraeder der FlÜehe yon der ihm sageordneten Ebene % in einem 
Vieneii, im letateren dagegen in einem Bieieeit getroffen wird. Ee 
gilt somit der Sats: 

VI. Eine Ebene schneidet eine nicht odurkk J'läcJic zweiter Ord- 
ituyig in einer nicht entarteten reellen oder tmaginärm Kurve, je naclidem 
ihr Fol in einem Pentaeder oder in einem Tetraeder der durch sie und 
ein Polviereck Imvirlden liaiuneinteihmg li^jgt. Die Schnittknrve ist da- 
gegen ein reelles, bc^iv. imaginnres Gtradenpaar, wenn der Pol der Ebene 
auf die Grmze sivisehen r(V rv Pentaedern , hezw. ewiselien einem Penta- 
eder und einem Tetraeder fallt. 

Wenn von einer Fläche zweiter Ordnung anfier einem eigentlichen 
Polviereck der Mittelpunkt gegeben ist, so dient dieser Satz zur pro- 
jektiven Einteilung ihrer Schnittkurve mit der unendlich fernen Ebene, 
also zur metrischen Einteilung der Fläche und liefert dann mit V 
aEasanimcn für die Gesamteinteilung derselben fol^^de Kriterien: 

„Eine Fläche zweiter Ordnung ist im^inär, wenn ihr Mittelpunkt in 
dem Haupttetraeder der diircli ein eigentliches Polviereek bestimmten 
Raumeinteilung liegt; sie ist ein eiufaches Hyperboloid oder ein hyper- 
bolisches Paraboloid, je nachdem ihr Mittelpunkt ein eigentlicher oder ein 
nneigentlicher Punkt eines vom Haupttetraeder verschiedenen Tetraeders 
erster Art ist; sie ist ein Ellipsoid oder ein zweifaches Hyperboloid, 
je nachdem ihr Mittelpunkt in dem tetraedriscb oder in dem prat»- 
edriseh begrenzten Teile eines durch die unendlich ferne Ebene nodi' 
mala zerlegten Tetraeden zweiter Art liegt; sie ist endlich ein ellip- 
tisches Paraboloidy wenn ihr Mittelponkt ein aneigentlicher Pank! 
eines Tetnedera zweiter Art iat.^ 

Heidelberg, den 15. Desember 1901. 
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The 8o-ealled Fonndatioiui of Oeometry. 

fiy £dwxn Bidwbll Wilson of Yale UniTenity» New HaTea (Coiul). 

1, — In the current number of the Mathematische AnnaJen% 
Mr. Hilbert has printed an elaborate accouut of his recent werk on 
the foundations of geometry. A preliminary sketoh of the work had 
preyiously appeared in tho Göitinrjer NachricJit^m.-) In these papers 
the method of treatment is qiiite the reverae of that earlier em- 
ployed in the now famous Fcsisdirift, (inmdlagen der Geotmine^) — 
cxcept in one point ouly there is no similitude between the methods. 
That one point of resemblance ia the strict rcgard for absolutely pcr- 
fect logic and a natural corresponding disregard Ibr that intuiUoH wbicb 
hitherto has played such a preponderating role in geometry. 

In the earlier work the author introdnrcd the axiom of contlnuity 
last; in the present case that axiora is fundamental from the start. 
There is a greater difference. In the Festschrift Mr. Hilbert followed 
to a considerable extent the methods that have boen employed ever 
since Euclid for discussing geometry. So nearly did he, despite his 
mcrciless logic, confine himself in the usual paths that some enthusiasts 
have been led to believe that his work will become current in the 
schoolB of elementary instruction. We doubt that: but it only goes to 
conhrm our statement that the anthor at that time wavS following the 
lities that had earlier been laid out raore or IsM carefuiiy, especially 
in ]l;ily, nnd have since been followed by Messrs. Schur*) and Moore''') 
to (lomonstrate thfit tho ayiums tound by Mr. Hilbert are not in 
dependent as he seemed to think thera. These results of Inter investigators 
indicate the great difficulties, the great liability to sli^^lit errors which 
beset any one who uses the geometric method, tho geomotric intnitioa 
— even never so slightly — for attempting to lay down a lo^icrilly 
coni]»lotr and independcnt sygtem of axioms in EucHdean geometry. 
The number of the axioms remiers demoiistrations of their completeness 
and independence, such as have of lata frequently been giyen in cases 



1) B(\ r.6, Heft 3. pp. 381—422, October 190J, 

■Ij r.H12 i>. 234. 

3) Leipzig, B. O. Tenbner 1899. FariB, Gantliier-Tillfl» 1900 (tnuis. by 
Mr. Langel). Chieage, The Open Court Pob. Co. 1909 (tnum. by Ib. Towntend). 

4) Mathematische Annalen Bd. 65, p. 265 et seq. 

b) Traiuactioiu of tbe Americaa Jfothematical Society, Vol. 8 pp. 149 seq. 
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where the ntunber of axioma is mnch fewer^), Terj tedioiui even 
if possible. 

It is no snrprise tberefore to see the illnstrious author seeking 
a new method of attack iu winch the number of axioms is fiir fewer. 
In his recent memoir Mr. Hilbert proceeds from the idoas of mani- 
foUinenses (Mannigfaltigkeiten) iniroduced into geometry bj Grass- 
niann in the Awidehnunffslshre and Riemann in bis Hahilitatiüm- 
sclirift and from the ideas of groups introduced by Lie. Tlie method 
of treatment, however, differa ^indamentailj from that oi Lie; still 
more from that of bis predeceesors Hiemann and {Ii Imholtz. For 
whtreaa Lie") carried on bis imaijsis by meaiis ot a coördiQate-sjstem 
u, y in the plane^ z in, space^ and so on for hi|?hcr dimensions; 

Mr. Hilbert usee the newer, and perhaps more diiiicult aud subtile 
theory of manifoldnesses as deyeloped by Mr. G. Cantor without any 
eflpecial reference to a syst^m ol coindmates in a geometric space. 

Mr. Hilbert confines himself to the plane, i. e. to a two dimen- 
sional manifüldnesg. His particular instmment of investigation is the 
iamous theorem of Mr. Jordan^) to the effect that any cnrve C which 
is continuouß, closed, and possesses no double-point, divides the plane 
into two distinct regions, an inner and an outer, such that it is im- 
possible to pass from the one to the other by a contiuuous p:ith F 
without Crossing tlie curve C. Any curve contiuuous including its ex- 
tremities and wiihout double- poiuta is called a Jordan -curve. Any 
region enclosed by a closed Jordan-curve is called a Jordau region. 

This method of proceduro is not at all nurnr:il from the geometric 
standpomt aud im critiiusiast will be led so lar to claim for it a 
place in elementüry Instruction. Moreover the transcendeni clearneBs 
which was so conspicuous in tiie Festschrift is not present in this 
later niemoir. There are also possibilities, conceivable logic-ally, which 
are overlooked and, if not hlled m, lead to misunderstanding, perhaps 
even to error. The object of the present writer is first to render 
clearer some parts of Mr. llilbert's memoir, second to fill in an 
Omission, third to say a few words m cumment upon what bas been and 
what has not been aecomplished by this new work. In order to carry out 
this program it will be uecetisary to quote conHiderably from Mr. Hilbert. 

1) Axioiiia definiiig ariihmetio and thö concqitioii of a flnite gionp. See 
espedallj f»ptm hy Hesin. Diekaoii, Hantington, and othon in eoirent 
Dfunben of the BnUetin of fiie American Mathenatical Bocietj and fhe Tnuu- 
aetionf of tho American Mathematical Society. 

2) Theorie d'T Tmnsformationsgfrnpiion , .\ljficbnitt 3, 1898, 

3) Coure d Ajaaijrse, 2 ed., pp. ÖO— 100. 
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3» — Af hw been iaid fthe antiior Iraaii plane geometry onlj, 
althongh he expnssee Übe opinion fhat a similar tnatment may ü 
giTen to geomeliy in lu^^er dimmnons. He baa, bowerer, two 
diifeniit planei^ two diflerent eircleB, two diffeieni pointa^ and so forÜL 
Tbeae sie in correepondflmee^ to be wan, in a manner motaaDy one io 
one. By Übe word mufyiättjf we mean tibal fbe coneBpondenee is cm 
io one in paasing wbether fix>m the fixat set of objecto io tbe aeeond 
or from ibe seoond to ibe firat Tbia coirespondenee niakea Hr. Hilbert'a 
nae of the aame name and the aame letter for coneaponding objacta 
not leaa oonfiuing, bat rather more ao. For a great diffioolty ia ei- 
perienoed in diatingiuabing between the relaled objecta and fhiu the 
meaning and tiie valne of a theoxem or definition ia miajndged. One 
firat dnty ia to dear up thia matter. 

The fiutdammkU plane — that in tenna of whieh tiie ofher ia 
defined — ia the num^er^^gHane (Zahlenebene), whidi ia aaid to be Ae 
oräimrff pUme a reßkmßäar siftim of coordkiaUs x and y.*) 
Ulla ia Teiy oonfiising. It ia in reality aheer nonaenae. For what it 
aeema to atate ia that we are abeady in po aBOiBio n of a plane^ of ri^t 
ani^ea and of a method of meaanring whidi enablea na to plot pointi 
di^ y by meana of rectilinear eonatmctiona. If this were ao, we ahraady 
bare cur geometrj fullgrown and the anifaor'B elaborste foundatioiiB 
lipon which he boilda hia definition of a straight line, bis whole 
memoir in fact become comparatively trivial It is peiftctly dear 
in Tiew of later deyelopments that what Mr. Hilbert meant to say 
was that bis number-plane is a two dimensional manifoidness of 
nnmbers. It is the manifoldneaa of all paira of real, rational or 
irrational, positive or n^tire, numbers wbich we may aymbolize by 
{x, ff) and which we migbt plot if only we had the meana of plotting 
— which we have not Moreoyer the plotting ia oneaaentiaL In 
ozdimay work it aids our intaition. In this case, howerer, we aie 
trying to lid onraelTea of geometric intnition and the geometrie manner 
of speaking becomes confnsing inatead of illuminating. 

The fundamental field of Operation is the donbly infinite mani- 
foidness of pairs of real nnmbera {x, y). Within this field there ia 
the Jordan-curve, which is a continnona one-dimensional manifoldneaa 
of the ralues (x, if) in which no pair of values fignres twice. 
Mr. Jordan, like Mr. Hilbert, in the demonstration in bis Cours 
d'Analyse speaka in geometric terma. That ia unneceaaary thongh, in 



1) p. 882. Wir vergtehen unter der Zahlenebene die gewOhnüdie ESteae 
mit emem rechtwinkligen Koordinatouiysteiii x, y. 
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Iiis case, ronvenieut. Here it is both unnecessary and mconvenient — 
still we sluUl keep to it, in onler that our treiitraent shall not differ 
too much irum that we are criticiziug. Lator in Jus memoir, 
Mr. Hil l) ort speaks of a uumber-circle in the number plane. This is 
a metiiod of naming the manifoldneM of numbers which satiafy the 
Domericai relation 

(jr-a)*+(y-d)*-lb*, a,h,htn iwl, 

in BQch a rtaamer that x und y are both real. 

Second to the nuniber-plane and dependent upon it is tho plane 
of oor geometr^ which may be callcd the geometric plane, This plane 
is defined at length as follows (the italics and the words in the paren- 
theses are my own)*): 

"The (georaetric) plane is a System of points mappable, in a 
ttuirmer mutuallj one to one, npon the ßnüe points of the number- 
plane or u\f ni ;i ( ertain j'iii't ol tiiem. 

"To each point A < t c ur (geometric) plane there are .Tordan- 
regions (of the number jilaiie) in which the map of A lies and of 
which each point correspouili» to a poLut of our (geometric) plane. These 
Jordan-roirions are caUed the nciffhbourhoods of A. Every Jordan- 
region which is contained in a neighbourhood of A and which con- 
tains A is likewise a neitj;)ii)(»urhood of A. If B is any point in the 
neiyfhbourhood of A, then this neighbourhood is also a neighbour- 
hood of ß. 

"If A and B are any two points of our phine, therp is nlways 
a neighbourhood which is at once a neighbourhood of A and a neigh» 
bourhood of B" 



1) To avoid all daDger ariBing Crom a miBtranslation I shall here and m 
^nmc other placca r^nnt«» the German in foot-not«'^ Tlefinition der Ebene. Die 
Ebene iat ein System von Punkten, die sich umkehrbar eindeutig auf die im 
Endlichen gelegenen Punkte der Zahlenebene oder auf ein gewisses Teilsystem 
derselben abbflden lasten. 

Zu jedem Ponkte A anserw Ebme gibt es Jord ansehe Gebiete, in welchen 
der BUdpunkt von A liegt und deren sämtliche Punkte ebenfalls Punkte unserer 
Ebene darstellen Diese Jord ansehen Gebiete heißen ümgebungfen des Punktes A. 
Jedes in einer Umgebung von A enthaltene Tor (lausche Gebiet, welches den 
Punkt A emschlieSfc, ist wiederum eine Umgebung von A. Ist £ irgend ein 
Fnakt in eber ümgefaniig von .i« so ist diese Umgebnag andi ini^eioh eine TTm« 
gebnng Ton B. 

Wenn A und B irgend zwei Punkte unserer Ebene sind, so gibt t s Htets 
eine Umgebung, die sogleich eiae Umgebong von A und eine Umgebung von 
B ist. p. S88. 
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What a ^in^ may be is not told us. But as the aothor in bis 
earlier Festschrift looked upon a point as merely a iking io be sei into 
rektion wiili otker things like it or nnlike ii, we mAj asauine bere 
Hiafc ike jKtiiil b merely an ikment of Operation wbidi ii iat in oor- 
raifpondenoe with Übe pair of ntsrnbers {x, y). The of Che same 
Word jNwt^ aad especially of Che same noUtion for poinli in tiie nrnnber- 
plane and in the geometric plane ig a litÜe confnsing. Lei na eiamine 
tiie definitton of imgJibouirhood. Thia definition also ia aritbmetic. Two 
geometrio pointa A aad B are aaid to be neigbbouring where iheir 
Gorreeponding nimibei>point8 {x, y)A and (x, yjß an nei^^bon» in Übe 
number-plane. Jn aa muck m it ia nowkere etat^ that the cor« 
reepondence between the pointa of tbo two planes aball be conünnons, 
tbere can be no reason to auppose tbat two neighbonring geometric 
pointa Ä, B sfaall be near each oiher when plotted in a geometric 
plane. Tbe idea of neighbonrhood, as indeed the idea of the geometric 
point, is merely an arithmetic idea foimded on the tiieory of the 
manifoldncM {x, y). More of this, later. 

At preaent all we can aee is tfaat the niimber>plane with its pointa 
and the geometric plane with its pointa are merely two different 
namea for two two-dünensional manifoldnessea which can scaroely erer 
be r^farded as differmt becanse one is defined by means of tiie other 
and no essential quantitatiTe or qnatitatiTe difference ia broag^t to 
ligki Tke remarks which are made apropos of nei^boiiihood do show, 
kowerer^ tkat tke geometric plane must be mappable upon a sin^ 
region of tke nnmber-plane. Tke ''oertain parf, tke ''gewisaea Teil- 
system" cannot be two distinct scf atated regions or it wonld be 
possible to find two pointa A and B wbicli had no common neig^- 
bonrkood, becanse tkey migkt be mapped in different regions of the 
nnmber plane. Thia matter is not mentioned by Mr. Hilbert 

3« — The definition of a motion, like the definition of neighboor- 
hood, depends npon the nnmber-plane and is consequently not ^geo> 
metric" or intaitiTe. It ia as foUows^): 

''A motion ii a mntnally one to one continaona transformation 
of the pointa in the nomber-plane into themselTes in snok a manner 
that the sense of a dosed Jordan-cure remaina unalteied. 

1) Definition dor Bpwegunff. Ein«- Bewegung ist eine umkehrbar cindoutige 
stetige Transformation der Bildpunktö der Zahlenebenc in sich von der Art, 
daß dabei der Cmlaufasinn einer gettchloasenen Jordanschcn Kurve stets dar« 
Mibe bleibt 

Biae Bewegung, bei welcher der Punkt M vagdAndert bleibt, heiAt eine 
Oreknng um den Punkt Jf. p. 8W. 
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motion wUch leayeB a point M fixed ia called a TotaÜon abont 
«he pomi M," 

The axioms^ thiee in nimiberi follow.*) 
"Axiom I. Tbe motioiu form a group. 

''Axiom IL U A and M are arbitrary non-coinoidfiat pointa of 
ihe (geometrio?) piano, tiie point A may be oairied by a rotation 
aboat M into an infinity of different positions. 

^Aziom m. 1£ fliere ia a motion by meana of wbiek thieo pointa 
mfimidg near to tiiree giren pointa ASC can be eanried into tfaxee 
pointa infinitely near to tfazee giyen pointa A'B'C then theie eziats 
1 motion by mflana of wbich tbe three pointa ABC may be catried 
enN% into the tiiiee pointa A'S'C'*' 

Am a name for the infinitely great nnmber of poaitions spoken 
of in Axiom II Mr* Hilbert introdnoes the term wahrer Krm wbich 
Bludl be trenslated by peomdHc cMe^ in contraat to the nnmbeiHiircle 
of whidi we have apoken earlier. Lator fnrther corroBpondences 
between Übe two cixdoi are dednoed. 

By tiie nse of thete axioms and definitions and well known 
thootema in the theoiy of manifoldnesses or ensemblee the anthor, 
ifker tome thirty-fire pages of elose reaaoning, raceeeds in defining 
what he ealla a wdkre Cferaäe, wbich ahall be translated ffeomeiHe Uue, 
«id in showing, as he sayi, that: A plane geometry, in which tiie 
axioma I — DI hold, ia eifher the Enelidean or the Bolyai-Lobat- 
schefBkyan plane geometry. 

There are a number of qneationa which ariae in connection with 
theae definitions and axioms. In the fint place we are told what a 
motion ia and that the motiona mnat form a group'^ and so forth. 
Bot we are not told how many of the motiona we ahall conaider. 
We may well aasame that we ahaU conaider oO motiona which obey 



1) Axiom T. Werden zwei Bewogmigen hintereinander ausgeführt, ao iat 
dip dann entstehende Transformation nnscrer Ebene in sich wiodomm eine Be- 
wegung Oder kürzer: Die Bewi'gun<^pn bilden eine Gruppe. 

Axiom n. Wenn A. ujud M beliebige von einander Torachiedeue Punkte 
dm Ebene und, so kann man den Punkt Ä dvreh Drehung um M stete in nn- 
endlich fiele vexachiedene Lagen bringeD. Oder kOneer: Jedor wahre Creia be- 
•telii nne unendlich vielen Punkten. 

Axiom ITT. Wenn es Bewegtingcn gi^t, durch welche Punktetripel in 
beliebiger Nfthe <le8 PnnktetripelH ABCia beliebige Nähe dos Punktetripel s Ä' H C 
übergeführt werden können, bü gibt es stets auch eine solche Bewegung, durch 
weleke dae Ponktefatipei ABC genau in dae Ponktetripel A'WC ttbezgeht. 
Oder kflner: Die Bewefongen bilden im ^dlidien ein abgeKhlonenes System. 
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ovr anoxDi ftnd onr d^nition* BVon thia it iriU immedifttely foUow 
iliAt to any gim motion S tbere Goiresponds an inTene 8~^. This 
faßt ie usonied by Mr. Hilbert in g 3^ p. 389. But if we shonld 
amno Üwt, among ihe motiana oonaidared, tbera are lacking some 
wbich migbt obey our azioma and onr definition, we ahonld liave no 
ri^t io aaaume Ühat the inveiae tianafomiaiioii eziais. Thia is 
illoatmied by the gronp of trandationa ihrongb pontiTe distances 
along ihe axia of de. In a limilar mwmer we ahall naturally be foioed 
to aasome tiiat among tlie rotationa abont a fixed point M, there may 
be found every rotation wbiob obeys onr aziomB and onr definition. 
Thia ia marely a special caae of our former aasnmption. 

Another qnestion is this. Wbat in meant by a point being in- 
finitely near to another point^ aa ia implied in axiom m? Geometri- 
cally thia ean mean nothing: for aa yet we haTe no geometry. Heie 
is anotiiier caae in wbicb talking m geometrie tanna intaroduces con* 
foaion. We anppoae we ahall have to aaaame that two points A, B 
in the geometrie plane are infinitely near to eacb otlier whea and 
only when the value of some continuous fonction F of the ooitespond* 
ing nnmbers (x, y)^ and (x, y)B can be made indefinitely near to zero 
— it being further assnmed that this funetion F yanishes when and 
only wlieu the paiia of valnes {x, p)a and (x, y)s are identicaL Sneh a 
fonction is 

^i^A, va, xb, vb) = {Xm - x^y - (r, - r^)« 
F(xj,yj,x»,fB) = \Xs-XA\ +|r,-r^|. 

This iutiiiite nearness is tlierefore not at all a property of the goo- 
uietric points except in so für as it esliibits a relatiun betweöu tbe 
corrcspondiiig values in the nianitoldness of pairs of numbors. 

4. — Thus far we bave nierel v iM on striving to clear up Mr. Hilbert's 
meauiug, that we might bettor imderstand Iiis paper. We now como 
to a mach more Berious matter. In § 13, on p. 400, the author starts 
tbtj investigation of the group of all motions, that is of all rotations 
abont a fixed point M, wliich carry a given jieonietric circle (see 
axiom II) into itself. It has previously been pruv«'d that the points 
of a geometrie circle can be put into a mutually one to one cor- 
respoudence with the points upon a unit number-circle. Let t be the 
Parameter defining the points upon the number-circle and heuce those 
upon the geometrie circle. By a roUition about M whicli carries the 
geometrie circle into itself, the parameters t and t' of a point before 
aud aller rotation are connected by a relation 

t' - Jit) 
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wberB ^(Q is a contmiioiis real fimeiioii of Che tmI Tariable i, in- 
CfOMuig ifl t baanuan, and taUag on an additiTe constant 3« wlien 
ilie Parameter i inoreaaee by 2«. 

Ii ia preeisely at ihia point Üiat Übe aaChor oyerlooka a poaaibiiitj, 
wlueh nntil ii ia remoTed, rendeia all hia later work valneleaa. There 
is na i pnoii reaaon wby aliaU be a aole fbnelion. There may 
be an infinity of fonetiona ^(t) defining an infinity of different aorta 
of rolation abont ihe point M* Let na iUnateate by an «rample. 
Snppoae we eonaider tbe portion of the nnmber>plane indnded by tfae 
iuuft*eircle 

Suppose we consider a point interior to this cirele Let iift draw 
through M the oo' circular arcs which cut the unit-circle orthogonally. 
Let ns further draw about 31 the C5o^ circles which cut these circular 
arcs orthogonally. These circles form a linear family, as is well known, 
of which the onit-circle is one circle and the point M the limiting 
point of the family. Let us dehne the following inotion which is 
perhaps a rotation abont M, because M is hxed. i^irat the circular 
arcs which cut the uint -circle orthogonally shall be carried over one 
into another in such a mann er that a constant angle is added to the 
angle which the tangent to each arc at the point M niajkciB with the 
axis of x. S^nd points which lie upon the circles cutting these 
arcs orthogonally shall remain upon thnse circles. We have thus a 
species of rotation ubout M. Each point is carried over into a per- 
fectly definite point. The definition of a rotation is satisfied. We 
shnl 1 not write the analytic equations of the motion, nor shall we stop 
tu ascertain whether it batiBÜes the axiom IIL Our only object is 
to sbovv tiie conceivableness of two diÜ'ereut kiuds of rotation about 
the point M. 

For the second kind of rotation we proceeü as loilows. Let us 
aasurae as before the unit-circle and an interior point M. Druw 
throughil/ all the cx^^ straight lines - - the chords of the circle. Next draw 
as before the oq^ circles which form the system of which the unit-circle 
is one circle and the point 3[ one limiting point. Define a rotation 
about M IIS a transformation in which the cx>^ chords ure carried into 
themselves in such a manner that a eonstant angle is added to tho 
angle they make with the axis of x. Further let points origuiiilly 
the circle remain upini thcm Jjike tbe foregoing this trans- 
luiiuation satistios tho (h liuition ot a mutiun ulthough, to be sure, it 
maj not satiäi'y a:i.iüm Iii. 
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StiU äieae two examples m raffidenHy yalid to thow that it ia 
perfeelly poMiblo to have two diitinct kiiids of rotation defined 
two diatind: lonctions: 

flnrt 

aecond f » 

In this case, siuce the transformations form a group, we mnat eouaider 
all possible ootnbmations of the two. More generallj it u eoneerrable 
that ihere sHoiild be an infinity of imietioiiB d and that the group of 
all rotationa aibout the point M shoald conaist of all poanble com- 
bimitioiu of the diffinent speeies of Totattona. Finally, fhia snpposi* 
tion mnat be mied out f» impossible, before the ^eorem (p. 402) 
,ythe group of all rotationa abont M ia holoedrieaUy iBomorphic with 
the group of ofdinary rotationa of the number-eirde into itaelf" can 
bo proTed in any manner that is withont logical ezoeption. 

The matter ia not difficult to remedy. Two functions and 
are to be regarded as different when they carry some one point t^ü 
into the same point t' — b, bat do not carry every point < » e into the 
same point t' «^d^^- d^. 

Let j4^(e)^dit Ji{c)=^d^. 

Consider the tianafonnation d^^^i » d. 

(a) - z/, ' (a) = (b) = a. 

Kow Mr. Hilbert ahows that if any rotation d leaTOB one point / — a 
fixed, it leavea erery point fized. Hence 

But ^r' K) - 

Henoe W) - -^'W- 

luHsmuch aa the transformation and cojiaequently ^i"^, is single- 
ralued 

Hence and are identical. 

In this mauner it ap])ears that there cannot coexist simultaneoualy 
two different sortß of rotatious about a fixed point and the author's 
work may stand without fiirther inodification. But it should be noticed 
that we have not been able to prove that two diffeient aorta of xota- 
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tLoDS abovt a fixed point, do not eziai We faaTe onlj shown that 
Üiey tiaanot entit in Übe tarne gronp of motioni satiaffing our defini- 
tiim and anom. 

Tfaere maj perbapa be an infinite nnmber of difierent Totationa 
eziafcing separatelj, and eadh giYing riae lo a difibrant groap of 
motionsy and eadi defining a diffarent elexnant aa a itraighi Uno. 
For Mr. Hilbert' a definitaon of a ifcraighi lina ia obtuned by con- 
aidering a «et of pointa generated by rotationa wbieh Kave the para- 
meter that is, wbich wben repcwted prodnee the idantioal trana- 
ibnnation. We eannot bero go into defcaib aa to bow, starfcing firom 
two pointa M and Ä, fhe straigiht lina ia generated by Uieae involntory 
rotationa. Snfficdent la it to note tbat in tiie rotationa defined aboTO 
(granting that tb^ do not eonferadict our aziom) Übe atraight line 
wofdd be in ihe firit caae a eircolar arc catting the nnit^iide oitho^ 
gonally and in the eeoond eaae a ebord of the anit-drde. 

5, — Let ns next pass to tlie cousideration of some geomotries 
which satisfy Mr. Hilberts conditioiis. We shall assume the ordinary 
point with its ordinary represeiitation, iu the phine or space, by rectau- 
gular coSrdinates. Thero can be iio objection to assuming a coördinate- 
system by way of reference for the sake of iHustratioii, although wo 
pointed out in § 2 an objection to Mr. Hilbert's use of the word in 
defining his nuiuber- phiue. Inasmuch as t)ip correapondfnu'e betweon 
the points of the geoniotric plane and nuuiber-plnno need not, nceord- 
ing to previous assumptious, be continuous our tirst illiufcratiuuB WÜl 
be in what we mighfc call diecontinuous geometries. 

Let I, 1} be rectangular coördinates in ihe geometrie plane. Con- 
aider the following lehitiona between |, q and y. 

— aap . ^ . inational: , . i ^ • irtational. 
4-lifÄiB ^ 'e=4-lifyia , 
17 a y — rational; — ' lationaL 

It will be Seen that in paaaing from one plane to the other, irrational 
points (by wbich is meant points both of whose coördinates are inra^ 
tional) are left unchanged; rational (both coordinatea rational) are 90 
dianged aa to be situated symmetrically with regard to the origin; 
semi-ratiomd points (one coordinate rational) are 10 fdianged aa to be 
situated symmetrically with regard to the axie corresponding to the 
irrational coordinate. 

If a and h are two rational positiTe numben and if r ie lese 
than either, the eqoation 

(0) (af-a)»+(y-.l»)»-f- 

OB« njtik. WL B«11i*. Yt 8 
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is xepveBented in fhe nnmber^pluie by a clrde lying emtinly witiiia 
the fint q n ad i am t . In ihe geometrie pboie Üie coiraponding loeu» 
the 80-eaIled gwmetrie eirde^ coiiflisti c$ foor parte 0110 in each qaad» 
nmi In Übe fint qnadrant tirare lie tha pointa botli of whoae eo5r- 
dinatea ara iiratioiiaL Thia locna ia an onaamblo of pointa baving ifae 
power of a contmunm. In ihe second and fonrih qnadianto lie loci 
of pointa wbieh are lenii-zatioinaL Theie loci are enaemblea wbicb 
hBTe the power of the enaemble of integen. They are enomerabU. 
In ihe tbird qnadtant ia aitnated an infinite niunber of pointt beeaiue 
ihe eqoation « . 1 

ean be aatiafied by an infinite nnmber of paiis of rational nnmberi n, 9, 
Henee the eqnaiion ((7) may be niiafied by an infinite nnmber ol 
rational Tabiea of x and y. The oentre of the geometrie cirde liea 
in ihti tbird qnadiani 

The» ia no diffienlty in leeing tbat in general any loona in the 
nnmber*p]ane will be lepieiented in the geometrie plane by fonr 
pieoea. The theoreme oonoeming intersectiona of lod| and so forth, 
bold| however, word for word: becanae the relation between ihe two 
planea ia mntnally one to one. Yet the cnstomary ideae of propin- 
qniiy of pointa and of eontbuiity of motion mnst be abandoned in the 
geometrie plane. For example a 'Hxmtinnoaa^ rotation throngb ninety 
degreea wonld keep one jnmpmg firom qnadrant to qnadxant in a 
liaitling manner. 

No difficolty ia eoeonntered in arriTing at eyen moze lorpriaing 
reaolts. One of fhe best known theoreme in the tfaeory of eoBembles 
ia tbat any two continnnme hare the eame power and, if continnity be 
diaregardedy may be put into a correapondence wbieb ia mnioally one 
to one. Thna a plane geometty ia, in Mx, Hilbert'a Nnae, qniie in* 
diatingniBhable from a epaoe gaometiy — or indeed from a geometty 
in any nnmber of dimenriona. 

The piriieolar method we ehall employ to map the nnmber- 
pkne upon ihe geometrie spaoe of three dimenaiona dependa npon ftbe 
foltowing manner of pntting the poaitiTe and negatiye integere in one 
to one correepondence with the Squares of nnit length into whieh we 
may divido ihe nnmber-plane. Mce the infinite atraight line, npon 
whioh the positiTe and negative integers are maiked at tmit-internds^ 
and apply the zero io the origin of the plane. Lay the positive pari 
of tbe line down alone the positive X-sxis as fiur aa ihe point y,. Ai 
this point tarn throngh a rigbt-angle np into the fiist qnadrant and 
proceed to the middle of ihe nnit-sqnare into wbieb yon bave entered. 
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At ihü point Ühe integer 1 will be reached. Tum flgun Ührongli • 
podttre riglil-ttgle tnd advanoe into the wcond qmidmii At the 
middle of tiie fixst iqnaro fhe integer 3 will be Teaehed. At the 
middle of tho eeoond equare Üie integer 8 will be reaebed. Then 
tarn again tbiongb a right-aag^ down into ibe tbiid qnadnuit and lay 
down tbe integ^ra at tbe mid-point of eadi aqnare aa yov adTaace 
§ot two aqaaiea. Tben tun anotber li^t-angle toward tbe foortb 
qnadnnt and advance for fonr aqnarea. Bte. In tbe meantime aappoee 
ibat tbe negative part of tiie line baa also been winding abont tbe 
origin in aaeb a manner tbat tbe aqnaie wbieb fwitaiwa — n ia 
aitnated aymmetrically witb reapeet to the origin to tbe aqnare con- 
iaining + »• I^Qs tbere aze two apiral-like aeriea of linea winding 
aboat tbe origin. In tbe centre of eadi aqnara tbere ia an integer. 
Tbe Squares in tbe plane have been pat into one to one cone^pond- 
enee witb the integaray positive and negative. 

To put the aqnarea of the pione into one to one comapondenoe 
witb the cubes in space ia the next object. It has been aeen tbat if 
X and fß are tbe coördinatea of tbe centrea of tbe nnit-aqnazea 

^"fiin), y = /i(«)- 

Let x' , y' , z' he the coördinates of the centrp of tbe unit-i:ubos in 
Space. Sei the Squares into correspondence with the cabes by meaua o£ 

A mechanical idca of this correspondence may be obtained easUy. 
Rule the xy iAeme into strips of uuit-breadth parallel to the axis 
of X. Rule the xy-pl&ne into Squares of unit-length by lincs parallel 
to the axis ui y and bend the plane alonpf these later rulincfs Apply 
the axis of x to the plane of x' and y' , us the line ut mtügers was 
formerly applied to the j"t/- plane. Let the axis of y coincide with 
the axis of z'. In thia maimer we obtain a surlace, luade up of plane 
Strips, winding iii two sheets spiral-like about the axis of s\ To eacb 
integral value n of 2: corrosponds a Square in the plane of x' and y'. 
In thia Square we shall make the points correspond in a one to one 
manner with the points of the segment of the x-axis compriaed be- 
tween the adjacent integ;er8 f» — 1 and 11. The correspondence, of 
conrse, cannot be continuous. For further particulan referenoe 
may be made to worka by Mr. Gantor^), "Mx. Borel^, 

1) Varioos memoire printed for the most part in the Msthematiiche Aanalen, 
ÜM Acta Mathematica, or the Journal Hlr Mathematik. 

S) Le^oiu nur la Tbterie des FonctioiMf Paria, (jraothier -Villa», lane. 
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Mr. SchoeiiflieB^), and othera. Thns to each ▼alne of :r is associated 
one pair of Talaes sß* and y'. To each Tains of y is aasociated a aii^ 
valne of m' eqnal to y. 

By means of ihis discontinnouB correspondence between the points 
of tlie number- plane of x and y and tbe points of the geometric 
apaee x\ y' e', tho plane geomeirj of Mr. Hilbert beoomea a apedes 
of Space geometiy. 

6. — It is not nninteresting to see what takes place when the 
distanoes betveen the mlings of the nambei^plane are made Teiy 
. Bmall — smaller than eould be deteeted by tbe most refined methods of 
Observation. For the examination of this case it will be fotind more 
eonTeoient to revise oor metfaod of assodating the points in a line 
witb the points in the Squares of the plane. DonbÜess it has been 
noticed that to the points in tiie ring (whioh has the form of a hollow 
Square) sitoated between ihe Squares whose sides are 2n and 2(n -f 1) 
and whose centres coincide with the origin in the plane^ there oorre- 
spond the points (on the line) between and 2(n + 1)* and be- 
tween — 2n' and — 2(n + 1)*. It wonid be better to have the points 
in this ring correspond to the points between n and w + 1 and be- 
tween — n and — (n + 1). This is eaaily accomplished by snbdividing 
the interrab between the integera so as to obtain the following com- 
spondenoe, which is sapposed to hold for the negatiTe integers also, 

|0-1__ 3 4 «... 

lü- 1,2, 3. .-6, 7, 8, 9, 10. ..17, 18, 19 ...31, 32,33...2n*. 

When this -oorrespondence is nsed the points whidi lie npon the 
jT-azis of the nnmber>plane in the nei^^bonrhood of the Talues + K 
are foond in the plane of x' and y' acattered abont in the neighbonr- 
hood of the sides of the sqnare which eztends fiom x''^-\-K to 
x' ^ — K and firom iß'^-\-Ktojf'^— K. In lihe manner the points, 
in the plane of x and y, which lie npon Clements of straight lim» 
drawn parallel to the azts of x and sitoated above or bdow the 
points x = + K at a distance -\- y or — y 9B the case may be, are 
transplanted into the spaoe x', y\ »' in such a manner as to lie 
Bcattered abont at a distance jr' » -f y or jr' » — y, as the esse may 
be^ aboTe or below the plane 9' — 0, bnt always sitoated aroond the 
sides of a prism bonnded by the planes diawn parallel to the azis 
of and tiiToagh the contour of the sqnare referred to before. 

1) Die Entwickelnng der Lehre von d«D PpnktmannigflJtigkeiteii, Ber. d. 
Dent Math. Yer. 8 (18S»), Leipsig, B. G. Teabaer, ISOO. 
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Aname thai e is ihe smülefli obiervable quaiiitty. üae y^s as 
the Unit by whieh to dividd thfl Space x\ y\ »* into cabes. The great> 
est distanoe betwean two pointi in two acljaoent cabea is IV^« and 
ia eonaequently onobservable. These eabes oorrespond to regions in 
the plane y. The regions are no longer Squares owing to the 
comspondoice T whioh has recently been introdnoed. There are 
rectai^lles of which the side parallel to the d^aiis is of length \ but 
of whieh the side panllel to the j^aiis is of length giTen by the oorre- 
spondenoe V and nerer greater than \t. In faot if a; be allowed to 
▼ajy continnoasly by the amount jS the pointa in spaoe Tary and 
take poeitions all abont the edge of a sqnare. Yet as &r as obaer- 
▼ation can go, this change of position ia not disoontinnons; for the 
oonsecntiTe positions of the point easaoi differ by as mnch as e, 
Ii ia to be notieed alao that, as one reoedes from the oiigin, cnbes 
containing negative and positiTe Tslnea of x soooeed each other. Be- 
tween two aheets of enbes containing positive valnes of x tiiere is a 
alieet containing negatiTe valnes. Tet as the distanoe Crom one sheet to 
the other is less than e Ünt difference or discontinuity between the 
alieeis is nnobserrable. 

To wbat does a locns in the nunber^plane eorrespond? Evi- 
dently wh^ x alone Taries Gontinuonsly the ooneqponding eonfign- 
ration which is the contonr of a Square Taries with what may be caUed 
a physical continuity — physical, because it caonot be distingnished by 
obserration firom continuity. When y alone varies the coiresponding 
Gonfiguration is a point whicli Taries in a line parallel to the axis of 
g' in ezactly the same manner in which y Taries. Thns to a straii^t 
line x^e eorresponds a st»i|^t line in Space. To a straight line 
tf^e ooiresponds a physical" plane «'»c. To a straight line 
ff — mx eorresponds a '^physical'' quadrangolar pyramid of which seo' 
tions parallel to the plane ir' 0 are Squares whoae sides aie parallel 
io x' and y' — 0 and whose centre is npon the azis of m\ This 
pyramid is '^hyrically^ indistingnishable from the .pyramid whioh 
repreaents y — mx, in Tiew of tiie fact that the sheets of the 
positiTe Tulnea of are ao dosely interwoTCn with the sheets of the 
negatiTe Talues. In general any sfaraight line would be repreeented by 
just such a pyramid. To the two independent constants which deter- 
mine the straight line eorrespond two independent constants of the pyra- 
mid. These may be, for instance, the length of the side of the square 
whieh the pyramid euts out on the plane 0' ^0 and the tangent 
of the angle which the sides of the pyramid make with the ^ane 
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Ii Ii to be Botieed thmfc the otily kmd d fignret wliieh we can 
have in oiur space, provided tiwy- aie to be lepfMeated by contiiiuoiiB 
fbnelioiiB in tiiemunber-plfliie^ ore fignreB sudi tliBt sections ttkim, {«nllel 
to Übe plane of »' » 0 ave squarei eoneentrie witii fhe origin and 
baving ilieir aides panükl to tiie axea. A spbera eoneentrie witb Hie 
ozigin wonld be represented in fhe nnmber-planey not by all the points 
witiiin A earlain region, but by points sprinUed aronnd orer the region 
ao aa to appear physically everywbere denae. 

Let Bome might tbink tbat thia atate of a aeeming oontinnily 
amid on aekial diicontinnity Ja merely an artifiee and haa no analogy 
in the physical woild we aball point ont a eaae wbere rmy mneb tbe 
eame tiiing oeeon. Suppose we bave in a vaae a liquid, or ratber 
two liqnidfl wbich are alike in ererj zeapeet aaye tbat one is colonrleea 
and tbe otber ia, say, red. Lei them be iacomprei^bla Oonalder a 
definite point in tbe red liquid and keep tbe attention fixed npon thia 
point wbüe the wboie num of liquid ia violenÜy atizred abont Ii ia 
impowible tbat the denaity of the red liqiud abont tbe (moTing) point 
oottsidered aboaM «hange: fmt the liquid is ineompreeaible. Li like 
manner tbe density of tbe white liquid abont any point of ii remaina 
unebanged. Tet to all appearaneea tbe liqnida are beooming mized 
80 tbat at eacb point the denaity, tbough unchanged aa a wbole^ oon^ 
siate partly in red liquid, partlj in white, The mathematicai fad ia 
tbat eaeb liqnid haa been atning ont into auch tbin atriugs so eloaely 
interwoven tbat an apporant mixing haa taken place. Thia is by no 
meana nnlike tbe geometric reeulte we baTe been eonsidering. For a 
more elaborate acconnt of thia iUnatration and fbr other pbenonoiena 
whieh are of the aame aort we may refer to tbe recent Elementary 
Frineiplea in Statiatieal Meebanica by Mr. J. Willard Oibba.^) 

Had we prooeeded in the oppoaite manner and nu^yped tbe nnmber^ 
plane upon a atraight line inatead of on a ^ace of tfaree diokenaioBfly 
all geometry wotüd bare beeome illnaoiy aa fiur aa obaerration goes. 
We ehould bare merely an enaemble of points acattered aloug the line 
as tbe elements eozreaponding to any configoration in the nnmber-plane. 
To pnrsne thia geomelxy fuiher wonld probaUy be qnite nnintereating 
even if tbe aoalytie tbeory of the eorrespondimcea between two con- 
tinnnnia of düFerent dimenaiona were more fblly dereloped than they 
are at preaeni We iherefore abandon it here. 

7. — Wtat Tiiii) tako place in the case of a diecontmauus cor- 
respondence between the uuni her -plane and geometric plane {aa 

1) New York, Gharles Smbner*« Soni, 1909. Gf. eipedally Chap. XU 
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Mr. Hilbert ealb i% Muauf^ ii nuy as eanly be somelbiiig wbieh 
oomBponds more noarly io the intuitive oonoept of a epaee of bigber 
or low«r düneiiiuKiis ibaa two) bas been seen. Tbings not so stnage 
fbon^ rtiU gomewbal intereiiuig may liappen cven in the case of a 
ooniiiiaoiii eonetpondfliioe. For when it is remembered that the author 
iff talking only of iieal pointe and real nnmberB and wben it is iortber 
roeoUected that tbe xnmiber of contiuuons one to one correspondeuow 
between two aeis of real variables is uniimited (althongh of ooutae 
there is only a perfectly definite System of one to one correspondaiices 
of two aets of complfix Tariablea) it will be imagined uneonunoii 
geomeiTies may be arranged for. 

Let I, ij be the ordimory rectangolar point-oodrdioatet in the plane 
Ihat we ahall call geometric. Let o;, ^ be coircaponding codrdinates in 
the nomber-pkna Set np the Ibllowing ooireapondenoe 

wbere 

Thia ia aeen to be an oneren distortion of the plane 1, 17. The unit 
cirde is oncbanged. Inatde that circle, circlea concentric witb tbe 
origin in the xy-^hne axe expanded in a ratio varying irom 1 to 1/e 
whan nndttrgoing a chauge to the $i}-plane. Ootaide that cirda^ oirdfli 
oonoentric with the origin in the xy- plane are shnmk in a ratio 
varjing ürom 1 to 00 when nndergoing the ofaange to the |i|-plane. 
Straight lines paanng throngh the origin are unchanged as a wbole: 
bat the points upon them are ahifted toward the unit circle. 

Let US iook at what corresponds to translation and rotation in 
the plane of | und rj. Gonsider the number-plane. A tnualation may 
be represented best by a net-work of lines — the path-eorvea and the 
qfstem orthogonal to them. In thia method of representation there is 
a System of parallel lin^ which aa a whole are left invariani The 
points slide along them. There is also a System of parallel lines perpon- 
diciilar to these in which each line mores np into the position of one 
ahead of ii To yisnaliae the oorreeponding "translation" in the geo- 
metric plane, it ia only neoeiaary to teanafer thia net-work of linea. 
The fized linaa 

ff^'mx-^h, m üxed, b Tariable 

become 

OT 

1} » ml + be^-<!. 
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These Ate a systt iii vi' tranBcendental curves lying Rynimetrically iipon 
each side of the line y = mx and approaching ihai line us an asyrup- 
tote. Daring the ''trunslatiou^' the poiuts move aloue these linee. The 
other Bjstem oi Imes is 

y » ~ mx b, m fixed, b variable 

and becomes 

This is u Ryst^m like the HibI lurued through ninety degrees. By the 
"translation" these curves are changed one iuto another by the addition 
üf a constant to the vahie of the paramet«r h. In u similar muimer 
'^rotation" niHv be dißcussed. Tliese amorphic "tr.inslations^' and "rota- 
tions" in the geometric plane form a group beoause the corresponding 
rotations and triinslatiouü in the uuraber-phme to which they are related 
in a one to one nianner, indeed in terms of which they are defined, form 
a group. A curve of the form 

18 always transformetl by this group into a curve of the same type. 
In like manner a curve 

whicb correspouds to a circle is always carried into a curve of the 
same type. 

The choice of an arbitrary example like the above shows that, 
even if the continuity of the transformation be insisted upon, tlie geom- 
etry obtaiued is not necessarily intuitively siniüar to the ordinary 
geometry. A certain transformation iuialogous to rot«tion, a certain 
configuratiuii with properti«^ like those of a circle is the result. We 
may even put the pointa in the real Lobatschefskyan plane into one 
to one correspondence with the points in the real Euclidean plane. 
A circle will be traiisformed into sonie öort of oval curve. A straight 
line will appear as some sort of curve. The planes are not different. 
It is only the geometries within them that di£fer owing to different 
choices of the transformation known as rotation. Tliis ))ring8 to light 
very clearly the contention of Mr. Poincare*) that wluit lies at the 
bottom of our geometry is purely n matter of cmtvmtion and tliat 
any one of the mauy geometries may, as iur as logic or experience 



1) In various fssays, nnw ca.sieHt accossiblc under the title, La Science et 
rü^pothesCf Pahe, E. Flauuaanon, 1902. Cf. especiallj Chaps. III— V. 
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gOM, be taken as fandsmental. Then in terms of it tiie oliber geo« 
nutries maj be expressed. 

8, — After th^e preliminary illnstrations nolhing need *limder 
U8 longer from passing to our closing remarks upon the foundations 
of geometry. Aud it may be best to state our thesis at the outset in 
itß baJdest form. It is that: No System of logiCj nevcr mind itow flaw- 
lesSy fouioiril solely upon a sysfcm of numhers or upm a one to one 
€Ofrespcnidm<x with a mainfoldncss vj numbers of any dimemion can 
hl any way estaNish a qeometry. Such a correspondence may serve a 
pasßing end in ostaijlibhing by aritbnietic means the axioms which lie 
at the bott^in of a geometry. No one would deny thai This use of 
numbers was brought intn vjgue by Mr. Hilbert in bis Festschriß. 
Recently it has further been used by Mr. Kagan.^) It is very useful. 
It probably will rematn in vogue for a long time. But Mr. Hilbert 
in bis present memoir defines bis geometry by means of bis raani- 
foldncss of numbers and by that alone. We hold that he hae no 
geometry in the tnie eense of the word and we cite our ülustratious 
as evidence. 

There are in geometry certjiin elements whicb do not appear in 
a one to one correspondence. Among tbeae elements are continuüy 
and h<ofropy Qualities, perhaps, rather tbau (juantities, neverthelees 
they are indissolubly connected with a geonietric geometry They 
are recognized by Mr. Poincar^ in the work cited above. They are 
reeognized by Mr. Russell in bis famons essay.') Lie, too, with 
that tnüy geometric insigbt wbich oliaracterized bis wbole work said 
that under the restrictions be bad laid down the groups (and conse- 
quently the geometries) which he found were six parmnetered (sechs- 
pliedrig) and simiUir (aiinlich) by means of a real point-transformation 
eithor to tbe Euclidean or to the Lobatscbefskyan group of 
motions. Lie was speakmg of space of tbree dimensions. For the 
plane tbe word tbree - parametered must be substituted for six-para- 
met^'reil. With Mr. Hilbert, however, there is no mention of the 
uumber oi paraineterß, no mention of similarity. For bim Bumlarity 
seems not to exist — probably because it is a quaiity ratber than 
a quantity. 

There was a time, as Mr. E. Mach points out in bis Mechanks^ 
when mathematieiajis mdulged themselves in a mania for demonstration. 



1) Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. li pp. 40ä et seq. 
S) Emj on the FoimdaAioiu of Gmmetry, Cambridge. Also afulable in a 
IVendi tmasUtion (Paris) Hr. Cadenat 
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Thej nade elaboraie '^pioofii" of tiie law of ihe lerer, of ilie panUelo- 
gram of fonses. Etbii tbe greateefc men feil ill of tbe diseue. That 
period developed after Enelid. It u possed aome time «nee. 
To-day we are affiioted with a mania for logie. Not ihai logio is 
noeleeB. On the eonbarj it is extremely naefhl, indiapensable. Bat 
we are beliering that ereiythiiig ie logiei and behiad logic noUiing: 
TiiiB mania for logic is oonpled with a mania for aiithmetization. 
Eterythittg miu t be eiq^ieeaed in terms of nnmbers and of munbaia 
alone. Tbese maniaa are of reoent derolopmeat We are in the midst 
of thon. It is diffienlt to see into tbe fbtarBi bat one raus little risk 
in predieiing Ibat ttiese manias like the otiier will sometimes have 
passed by. 

Not lonj^ ago a mernoir like thia of Mr. Hilbert'B would have 
been entitled: Geometrie Analogies in Ensembles. To-dny it is the 
Fonndations of Geometry. We believe that the former title is a better 
and a truer description of the eontents and value of the memoir antil 
some farther restrictions^ some restrictions like those Lie had in nünd 
"when he used Üie Word gitnilar instead of ideiiticaly are laid upon the 
fundamental correspondence. This reebriotion is a restriction ot qaality 
which will compel üie poiuts of oor geometry to behaTO as we in- 
toitiyely feel they most, Before we can have a geometry or a mechn- 
nics or a physics or even an arithmetic whidi may be applicable to 
life we mnst add one fundamental postolate or restriction which is 
not of a wholly mathematical nature, a postolate which Mr. Poincar4 
might call a postnlate of Convention, which a metaphysieian might 
call a postolate of reality, Avhich some one eise with bis particolar 
theories might call a postulate of sometbiDg eise, bat at any rate a 
postolate which demands that the objects ander consideration shall be 
Bufficiently restricted qwüüativdy as well as quantitatirely to oorrespond, 
neu-ly enough for practical ases, to the objects of experienoe whioh it 
is their purpose to explam or to oodrdinate. A mere one to one oor- 
reepondenoe will not do. 

Paris, ä rjicole Nonnale SopArienie, 
JanOBiy, 20th| 1903. 
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Besarguesscher Satz und Zentralkollineation. 

Ton Qbrhabd Hembnbesg in Chwlottenburg. 

i^eniMkÜT gdegen" helfieii zwei anfeinaiider belogene Dreieokey 
wenn sieh die VerbindiingBgeiaden bomologer Ecken in einem Ptankte 
sdmnden. Von ihnen gilt der Deeargneeaehe SbIe: 

(D.) In perspektiv gdegttum Urmejfam Uegm die StämittputJOe homth 
leger Seikn mtf Gtraäm. 

Herr Hilbert verwendet in den ..Grundlagen der Geometrie" aus- 
schließlich folgende Öpez^iaiiaierung des genaimteu Satzes: 

(Dj.) Sind in perspekÜh gelegenen Dreia-Jcen zwei Seiten des eNMH 
dm homologen deg andern paraUd, so sind auch die dritten SeOen ein- 
ander paraBeL 

Mit Hilfe dieeee Satsee und einer duanf an&nbauenden Streeken- 
rechnnng bab Herr Hilbert gezeigt^ daB jede Aene Geometrie, in der 
die Axiome dar ebenm yerknfipfnng, der Anordnung, dae Peralleleno 
axiom nnd Säte (Dj) gelten, als Teil einer läomlieben Geometrie auf- 
gefikBt werden kann, in der anfier den genannten drei Aziomgmppen 
aodi die nhiialichen Yerknfipfiingpaxiome gelten. — Daraus folgt nn- 
mittelbar die Gültigkeit des Sataes (D). Beachtet man, daB die An- 
ordnnngB^ome bei den Beweisen des Hem Hilbert eine dorehans 
sekim^ae Bolle spielen, daB finner der allgemeine Sati (D) die Exiskens 
der Desargneescben Konfiguration (10^, 10,) anssagt, so ISBt sich 
folgendes Beaultat ausspraehen: 

L Jms der EasleHg derjenigen BesargnesatShen Konßgmationenf 
die die mendUeh ferne Gerade enffiaUenf fdgi mU aBamger WUfe der 
ebenen VerhtOpfwigeaxiome nnd des ParMläMMms die Eoaetene aller 
Desargnessi^en KanfigmaUonen. 

Führt man auf Grund des ParaHelenaxioniK ]i\v:\]e. (unendlich ferne) 
Elemente ein — was ohne Anwendung der Anor(liiii!i!j;saxiojne möglich 
ist, — so kann man die ebenen Verknüptungsaxiomo allgemeiner so 
BUBsp rechen: 

a) Durch zfvei Funkte geht stets eine und nur eine Gerade. 

b) Zwei Gerade schneidett sidi t>iei$ in einem und nur einem Funkt. 

Nennt man diese — Qhrigens nicht nnabhangigen — 8ft^ die „idealen 
ebenen Verknapfbngaaxiome^, so kann Safts I so Tflvallgemeinert werden: 
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ÜKKUAitD HBaSBMBBBO: 



IL Ans der Exukm oMer Desarguesst^m Emfigumtimm, die 
mm hesHmnUs Gmuh mßiaUm, kam dk BxisUn» aSer Desarguessdim 
Km^igmaiumm iäteHiaiu^ mU dUem^ BUfe der ideälm Amm Ver- 
hu^pßmgaaxiame ^olgeri werden» 

Bieaer Sats soll nmimdir als Spesialfidl eines allgemdneren 
unter ümgehting der Streekenreehnnng rein geometrisch hergeleifai 
werden. 

1. — Es sei in einer Ebene gegeben ein l^uikt C und eine durch 
ihn gehende Oerade s, ein nicht auf s gelegener Pimkt S und drei 
durch ihn, aber nicht durch C gehende Gerade s^, s^^ c. s schneide 
und i>j beziehungsweise in und S^. 

Sodann denken wir uns die Ebene mit ihren Geraden und Punkten 
doppelt. Der Index 1 oder 2 möge Hüdeuten, ob ein riuikt oder eine 
(icrade zur ersten oder zweiten Ebene zu rechnen ist *, k sei eine 
Periuutiitiou von 1, 2. 

Zn einem l'uiikt P- konstruieren wir einen „entspreclienden" 
Iblgeudermaßen: Wir ziehen S^P^ = CFf—p. Schneidet j/^ die c 
in P, so trifft S^ F =^ p,^ die p in Pj. 

Zu einer Geraden konstruieren wir eine „entsprechende" 
folgendermaßen: schneide s, in c m R. Wir ziehen CBj — r. 
Trifft r die in R^, so ist = RB^ die entsprechende Gerade. 

Beide Konstruktionen kehren sich bei Vertauschung tou i mit k 
um, sind also ain-eindeutigi sofinn bekannt ist, welchen Ebenen die 
gegebenen Elemente angehören aollen. Sie versagen fQr Punkte auf 
s und Gerade durdi 8. Diese mögen daher Torl&ulig ausgesddossen 
bleiben. 

Die Mäg^idiikeit dieser KmislrukHonen erfordert lediglich die QHäHg- 
keü der idetden ^me» Verkmipfunfjsaxiome. 

2. — Wir tragen nun: Wann etüsprecimn kaimidierenden Elemmieu 
Wieder koinzidinrnide? 

Liegt gleichzeitig l\ auf imd P, auf r^, so bilden die 10 Punkte 
Cy S, Py R, 5„ P^, Ri, iSj, P„ R^ mit den 10 Geraden c, s, p, r, Sj, 
Pi> Pif DesarguesBche Konüguration, und nmgekehit. 

Das heißt: 

III. Notwendig/ und hinreichend für die Existenz eimr e/>et*#?w 
Xri/fraU'oUinmtioff ynif der Achse c, dem Zentrum 0 und tien 
beiden entsprechenden Geraden Sj , ist die Existetis derjmir/n^ 
Dcsarguesschen Konfi{fnra(ionen, die C, c, s^, s, und eine festem 
durch C gehende Gerade s, sotoie deren Üdinit^^imkte S^, iS^ mit s^, 
enüudten. 
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Nmunehr eigit)t sich ancb för die bishor BOflgeechloaseiieii Elemente 
ein eindeatiges Entsprechen^ wenn man das Prinzip „komiidiengidflii 
Elementen emtspredien koinzidierende*' allgemein gültig madii Dies 
gelingt ohne Jbtwenätmg des Desar- 
gue$9dim Sofies folgendeimafien: 

Nadi dem biefaer Oeaagten ent- 
■ptifdit dem Schnittpunkt Wf zweier 
Geraden u^, v^, wenn er nicht auf s 
liegt» ein Punkt W^, der auf CWt, 
aJao aodi ueht anf $ liegt. Zieht 
man daher dnrch einen Ponkt anf 
$ beliebige Oemde, ao gehen daran 
entsprechende dnrch einen zweiten 
Pankt auf dar als der Qi ant- 
^Hnohende definiertwiid. Analog ver- 
ehrt man mit den Geraden dnreh jSl 

8. — Existiert umgekehrt eine ZentralkoDineation mit dem 
Zentrom C, der Achse in der sieh die Oenid«D s^, entspieehen, 
so ergibt sich in bekamiter Weise das in § 1 entwickelte Eonstmktiona« 
TerEüiren. Zugleich aber bildet jedes Dreieck A^B^C^ mit seinem 
homologen A^B^C^ nnd mit 
Cf € eine Deaargnesache Kon^ 
üguratiou, Ton der wir sagen 
wollen^ sie gehöre mi^ det ge- 
gAaiien ZeiäratkcUhieatkm, Eine 
solche Eonfigoxatton gehört nur 
dann zu den in Satz III ge- 
nannten, wenn eine Ecke des 
Dreiecks Ä^B^C^ and eine dnreh 
sie gehende Seite mit 8^ bezw. 
«1 identisch sind. Es ergibt 
sieh also: 

IV. Aüe mk emer und der- 
sdbm ZeiUralhotUneaikm ffdior^^ 

Descrguessdim Sonfiguratumen Mimm aus denjenigen wUer Umen 
hergdeUet ißerdm, die eine hesimmk iMi sdbstenispreehende Gerade (5 J 
tmd einen hesÜmmlen in ihr gelegenen, nidd stMentspredienden FutdU {S^) 
entheUten. 

Es ergibt sich nebenbei das folgende Besultat, das, in der Lite- 
ratur anscheinend noch nicht genannt, dennoch allgemeiner bekannt 
aein dürfte. 




Fig. i. 
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y. Die iMhMtriat^ Eigemdiafien, dar Aenm ZmkaiOuUmeaiim 
kSmim OH« im Desarguesatim Saie dlkm — also uiim den projA- 
tioen Ihmäammtdlsaig — herffdeitef leerden. 

Hierzu zählen auch die harmouischeu Eigeuschaften der inTola* 
torischen Zentral kolHueation, 

4. — Aus den blitzen III und IV folgern wir: Aus der Existenx 
aller derjeni^n Desargu esschen Konfigurationen, welche eine feste 
Gerade Sj und einen in ihr liegenden Punkt »Sj enthalten, kann die 
Existenz aller Zentralkulliueationen a])geleitet werden, ausschließlich 
derjenigen, in denen und *S'j selhstentsprechende Elemente sind. 
Damit sind alle ZentralkulUneationen ausgeschlossen, in denen entweder 
di© Achse durch <Sj geht oder das Zentrum auf 6'j liegt. 

Diese Ausnahme ist helanglos für dio woitere Folgerung: i^Man 
erhält damit alle Dosargu es sehen Konfiguüiti inpn überhaupt " 

Greift man nämlich aus einer solchen Koniiguratiou einen l'unkti4 
heraus, L^flieii durch diesen drpi Gerade, deren jede zwei weitere Punkte 
der Koutigiiration enthält. Von den nhrighleibenden drei Punkten ist 
keiner dnrch eine Gerade der Konfiguration mit A verbunden. Wir 
wollen sagen, daß diese drei Punkte Ii ni Punkt A gegenüberliegen. Auf 
Grund des Desarguesscheu Satzes liegen die drei gegenüberliegenden 
Punkte in einer Geraden. Auch von dieser soll gesagt werden: »Sie 
liegt A gegenüber. 

Gehört nun eine Desarguessche Konfiguration zu einer Zentr»!- 
kf)llineation, so enthält sie Zentrum und Achse als gegenüberliegende 
Elemente. Und umgekehrt gehört jede Desarguessche Konfiguration 
zu zehn Zentralkollineationen, entsprechend den zehn Paaren gegenüber- 
liegender Elemente, aus denen sie besteht. Unter diesen Zentral knUi- 
neationen befinden sich aber im allgemeinen höchstens drei*), deren 
Achsen durch gehen, und ebenso höchstens drei*), deren Zentra nni 
Si liegen. Somit gehört sicher jede Desarguessche Kontiguration zo 
einer der nicht auszuschliefienden Kolli neationen. D. h. 

VI. AiL'y der Existenz aller Desarguessehen Konfunimfionf-n, dir 
eine feate Gerade und einen fcsien, in ihr gclajami Vunkt entJuiiteHj 
fiAgt die aUgemeinc fh'iWghnt de^ Desarguessehen Satzes. 

Dies ist bereits eine VeraUgemeinenmg des Satzes II. Wir wollen 
aber noch weiter gehen. — 

5. — In Satz III denken wir die l)eiden Elemente 8g und be- 
weglidL Ans der £xi8iena aller EonfigoratioiiBn, die die als fsrt 

1) In gpesiellen Fallen 4, niemals mehr, falls nicht die Konfiguration dege- 
neriert, d. b. m tlurer Ibdfkens keine« besonderen Sataet bedaif . 
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Qbrigbleibendeu Elemente C, c, S, s, und onthalten, folgt also 
die aller Zentralkollineationen mit C als Zentrum und c als Achse, 
abo auch die aller Konfigurationen, in denen C und c gegenüberliegende 
Elemente sind. 

Denken wir weiter c beweglich, so wird auch S willkürlich (unter 
der Bedingung, daß es auf liegt). Wir folgern damit aus der 
Existenz aller Desargu es sehen Konfigurationen, die C, s, S^, ent- 
halten, die Existenz alkr Zentralkollineationen, in denen C Zentrum ist 
und in denen die Achse nicht durch »S'j geht (weil ^S', sich nicht 
selbst entsprechen darf ). Hieraus weiter die Existenz «//e»- Desargues- 
schen Konfigurationen, in denen C enthalten ist, während die C gegen- 
überliegende Gerade weder durch noch durch C geht. 

Diese Beschränkung der C gegenüberliegenden Geraden wird durch 
folgende Betrachtung sofort beseitigt: Von einer C enthaltenden Kon- 
figuration denke man sich zunächst die drei durch C gehenden Geraden 
mit den auf ihnen liegenden Perspektiven Dreiecken gewählt, woraus 
sidi die drei C gegenüberliegenden Punkte P, Q, R ergeben. Geht 
nnn eine der drei Geraden FQy QR, RP nicht durch oder C, so 
itt die Beschränkung erftlllt, und der dritte Punkt liegt auf ihr. Eine 
Ausnahme tritt also nur ein, wenn jede der drei Geraden entweder 
durch C oder Si geht. Dann gehen mindestens zwei Ton ihnen zu- 
gleich entweder durch C oder jS||, woraus wiederum folgt, daB P, R 
in gerader Linie liegen. Mithin kann die Beschränkung faUen, und 
mig^eich ei^bt sich auf Grund des zuletzt bewiesenen Satzes VI die 
Kxitrtenz aller Desarguesschen Konfigurationen. 

Beachten wir, daß C, s, S^, vier aufeinanderfolgende Stücke 
eixies Dreiecks (etwa C5, S) sind, so können wir das Schlußresultat 
folgendermaßen aussprechen : 

VTI, Die Existenz aller Dcsar</nrsschn/ Kuuftgtirationevif die vier 
bestimmte auf ei^mnderfoly ende titucke entts fe.sf>:t/ Dretfcks enfJudteHf siehi 
die aller Desarguesschen Konfigurationen üleriMupi tuicii sich. 

In eiwM andegm' Form: 

Id der Desarguessdie 8aU ^SUSg imfer dar ^escArMssmiai Vor' 
oHssdmmgf daß m atmet Figm wet hMmmto aiifeimindeifolgaide &Bds€ 
emeB faltm Drmledl» wihommm, 90 Joam am den idealen ebenen Ver- 
hmSpfwigeamomen aüein eeine aBgemekie QüU^ßteU gefiHgeri werden. 

Frankfurt a. M., im August 1901. 
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Die Potenzen der Cotangente und der Gosecante. j 

Von L. Saalschütz in Königsberg. 

Wir setzen 

(1) cota?«= * — — ft,«* — i^jj* 

(2) co8ee(22r) — ^ + Ciaf + «iflf* + *.» , 

sodaß, wenn die Bernoulliachen Zahlen mit fortlaufenden Indioes be- 
zeichnet werden: 

(8) ^».1 - (sjty. ^kf ^-u). 

ist Ferner Tentehen wir unter eine positiTe ganze Zahl und aetieD 

(4) coif X = ^'y^ixr, 

»— — ^ 

worin aber m nnr ungerade oder nur gerade Werte annehmen darf, 
je nachdem |i ungerade oder gerade ist Durch Differentiation Ton (1) 
ergibt sich: 

und Initials Ditt'crentiatiou von (4) findet man leicht die Beziehung 
zwischen den Koeffizienten: 

Dieselbe gibt Bemehmigen zwischen den EoefifizieDten der nieht-negatiTen 
Potenzen und Beziehungen zwischen den Koeffizienten der negativen 
Potenzen, wir müssen also diese beiden Gruppen von Koeffizienten ge* 
sondert hetraehtoi und wenden uns zuoit den Koeffizienten der nega- 
tiven Potenzen zu. 

Setzen wir in (6) — m statt m, so entsteht 

1) Vorlicf^enile .\rbeit ist ein Auszug eines Teiles einer umfanjrreifhf^rfn. 
unter iihnlicht m Titel in den Schriften der PhyBikalisch-Okonomiacben Geselläcbait 
zu Königsberg i. Pr. eMcheimmdgn Ahhandliuig; die Beaaltate eines anderen Teiles 
denelben werden im Journal fflr Ibih. veiOHiBiifUchi 
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Sübitiiiiierai wir hierin m » 1 und |» soßeemwe «- 3, 5, 7, • • fi, ao 
lidgt dmdi Hidtiplilaktioii 

(8) - l/v" ^ »«««^ 

Setzen wir in (7) m = 2 und fi snccessiTe 4, 6, 8, • • so folgt leicht 

(9) ;^,«(_i)V(l_^i + + 

Wir beatimmeii nim eine Funktion t{a,k,n) in folgondar Art: 
wir TwMaoa unter 1^ » poritiTe gwne ZeUen, ao aber, dtB 
II— + 1) Noll oder eine poeitire gerade Zahl ist, bilden die 
Mtoriellen 

a (a + 1) • • • (a H- Ä — 1) und (n — + 1) (n — + 2) • • • (n — l)n 

nnd schieben dazwischen alle möglichen Produkte mit gleichviel 
Faktoren ein, Bodaß in jedem derselben die Faktoren TOn links nach 
rechts wachsen^ nnd daß der ^te Faktor irgend eines Produkte rieh 
vom hten Faktor des ersten Produkte am Koll oder eine positive ge- 
rade Zahl unterscheidet. Die Summe der reziproken Werte dieser 
Produkte ist ^ {a, n). Z. B. ist ^ (2, S, 8) die Summe der reziproken 
Werte der Produkte: 2-3 4, 2.3,6, 2-3-8, 2-6-6, 2-5-8, 2-7-8, 
4-Ö-6', 4.5-8, 4.7.8, 6-7.8. 

Ffir dieae Funktion gelten die beiden eharakteriatiachen Qleiehnngen 

(10) J^'l,a,A,«; = 4>\a,k,n-2) + (a,i - 1, n - 1), 

(10 *) t (a, n) = ^ (a + 2, Ä:, n) + 1^ (a + 1, Ä: - 1, n). 
Ferner ist der ^kUrong gemftft 

(11) = .+1— 
und daher nach (10) 

(12) 1^ (a, Jfc, n) — 0 mr m-i-t^^-^M 
Auch iat 

(13) ♦1^1,.)-.« + + 

also nach (lOj 

(14) ♦(a,0,fi)-.l 
und sodann wieder nadi (10) 



(15) (a, — Ä-, n) = 0 »— 
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EuJücii iulgt nücix aus (10) mit Ic = 0, w = 2: 
(16) ^(0,0,0)-!. 

Mittdi dieiei FmdctiousniGheiig lißt dch (9) auf die Fonn 

1,1^-1) 

bringen, und nun laßt sich mittels (10) und (6) beweisen, daß ube^ 

f 

hftapt der Koeffizient den Wert 

(^''^ - (- 1)' * (« - 1)1 ^ (1, m - 1, - 1) 

hat. 

Die Ableitung der Koeffizienten der posUiven Potenzen fOhrt zu 
folgendem Beeoltat: 

Der Eoeffilient iBt 2": ml mal einer linearan Funktion toh 
iO» + l)> bes. ^fft «if folgenden Bernonlliicheii Zahlen, 

deren jede dnr^ ihren Index diyidiert ist, nnd deren Koefliiicmten nn- 
abh&ngig Ton m Bind, alao sn Anfing der Beehnnng hergeetellt werden 
können, in Formel: „ 

(18) (- l).J.^^^(- l)*2^-»*-t*(l, ^ 2A -™ 1, Ii - 1) - 

• • • nr gtndm ß. 

Beweiai Snehi man in fm-t» fm ^ Eoefiisienten ton 

^'l^^ — an^ benniat (6) nnd liBt die ^chen Faktoten fort^ so erhalt 
"« ' 

man die Gleielinng: 

^(l,^-.2r-l,,i~l)-jj^^(l,^-2r-2,ft-2) 

+ *(l,|i-2r-l,|i-3), 
dieselbe iat aber richtig, da rie aus (10) noh Termoge der SnbititntioncB 
a«-l, h'~ft — 2r — l, »»j» — 1 

ergibt. Da nun noch die aus (3) und (5) folgenden K oefäzieoten 
nnd Bich mit Rflckaicht auf (16) and (13) in die Fonn 
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Ntaen laMen, welche mit (18) in Übeminitunmiuig MA, so ist (18) 
•Dgemein bewiflieiL') — Fflr m — 0 igt in (18) rechti der Summand 

{-!)* hinziuiifBgen. 

Die Koefifixientai lassen nch, und awar ohne Rttcksieht dannf, 
oh m poeitir oder Null oder negativ iai, noch in anderer Art finden. 
Wie leicht sn erkennen» ist nfimlich: 

(20) 1^ 2f» eof* « ooeec (2«), 

also, wenn man (4) nnd (2) benotst nnd beiderseits den Koeffizienten 
von 3^^'/^ ins Auge &At: 

fi ft ft ft ft 

Diese Qleichung, aas weiciier successiTe (mit A; » 1, 2, • • •) J'i.^f y^-ftf 

Y^_^ etc. dnreh die also durch die Bernoullischen Zahlen gefunden 
werden können, laBt noch eine besondere Deutung zu. Setzen wir 
duolich 

(22) ru.,-C,. c,,.,-'^, 
so wird sie 

(23) s* + C,s,_^ + + . . . 4- C^.jS, + kC, - 0; 

dies ist aber die bekannte Newtonsche Identität zwischen den Koe£&- 
aienten einer algebraischen Gleichung und den Potenzsummen ihrer 
Wurzebi. Man kann also fic^, fcc^ etc als Potenzsununen der 
Worseki der Gleichung 

+ n-M^"* + n-,.^-* + • • • + L.^ - 0 

ansehen. Die GL (23) ist Ton Waring für die Sj^, Ton Serret (?)*) 
ftr die Q aufgelost. Zum Beispiel ist 

(24) - - Sj, C, ^ i si - 1^ etc. 

1) Da uch (17) ^ 

(- if ^(1, 8» - 1, _ 1)« __^=_, »-S^l.... ♦ 

90 kann man «iie Koelü/ieiitcn der positiven Potenzen mit Hilft- ijt»rer der negativen 
Poteu^eu berechnen, also iu dum Falle, daß die letzteren in anderer Art getunden 
■■ad» die FonkticmeD ^ (a, k, n) gans entbduen. 
S) Siehe Serret Alg^bre tap^. I, 9 SOI. 
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und hiemiifl mittels (22) und (3): 



(26) 
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4200 
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Die Entwickelungen bei der Cosecaute sind uiialog denen bei der 
CoUiiigeiitt , und wir wolleu uiia dabei äui die Angabe der iiesuitate 
bescliräukeu. Wir setzen: 

für f» — 1 und 2 ist bei Einfttbnmg der Abkfinung 



Ihurch sweinudige Diffiarentiation folgt die Gleichnng 

l»Oi + 1) ooiec''+"2f — I»* eoiee'*« + — ^^t— 
und dämm die Besieliimg swieohen den Koeffinenien: 



Veiilehen wir nnter 9^(a» ») die Summe der Kombinatianen ibter Eliite 
der Elemente 

III 1 



a»' (a + «)«» (ttH-4)«' 



' «•' 



80 ist 



aad ra nngmi^ 



! 
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B. QtiwtBcni Beiträge zu Geomeicogxaphie H. IBd 

oad 



H «ad m aogerftdc. 



*a« 2 ^ 

An Stelle von (21) tritt 

H fA fl ßt 

wonms uch die aoalogen Folgenmgeii wie dort neben käsen. 
Königeberg, Desember 19Q2. 



Mträge 8iir Oeooi^trographie IL 

Von R. QOmtschb in Berlin. 

Bald nachdem Teil I der „Beiträge u s. w,"^) der Rednlction pin- 
fjereicht war, erschien das kleine Werk ilher ^Tt^ometrographip ■' : , auf 
da«? Herr Lemoine schon iii Reim r dort erwühnten Ahhandlun^r'* i mi 
Archiv hinweist, und das an einer ucderen Stelle dieser Zeitschrift 
rar Besprechunj;^ gelaugt ist/) Zu den Krinstniktiomm, die in Scientia 
piithaltf n sind^ möchte ich im vorliegenden und den folgenden Ab- 
s linitten der „Beitf." einige Vereinfachungen und Ergänzungen an- 
geben: Hie sind im Verlauf einer re^ren hLOrrespondeuz mit Herrn 
r. Mnreau in l'nitiers ent^?tanden; eine Anzahl derselben, auf die ich 
im Text au den hctretTcndfn Stclieii huiwrise, rührt von Herrn Moreau 
her, welcher mir deren Veröüentlichung tronndlichBt gestattet hat Die 
in den „Beitr. I" mi^eteilten Konstruktionen werden der Übersicht 
halber in der Numerierung der Scientia erwähnt Zugleich möchte ich 



Ij Arch. d, Math, a Phya. (3), 3, 8. lid — 194, 1902 (Wini mit „Bcitr. I" citiprt.) 

t) £. Lemoine: G^omätrographie ou ari de» ConstructiooB g^omctnquea, 
CollMtica SdADtia, Phys. Metli. Nr. 18, Ftaif, 190t. (WM mit «Soimtie** eitiezt) 

i) t. LeAoiae: Pkinoipet de le CMoeiÄxogxeiihie etc., Arch. (S), 1, 1901, 
p. 99 ff. (Wird mit „Arch " citiori) 

4) Arch. (8) 4« SM ff., 1908. 
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B. Gräncn: 



auf 8wei kleine Ajrtikel über Geometrographie hinweisen, deren Ver- 
öffimilichang bevorsteht.') 

X''. Einen WinJicl von ■l.'P (oder von 1H5^) zu zeidincii. 

Geometro(jraphischß Konstruktion, s. Unt.-Bl. a. a. 0., Art. ^ur 
G." — Diese Konstruktion, welche die Einfachheit 11 hat, tritt an die 
Stelle der in Scientia enthaltenen, die den Einiucliheitskoeffizienten 13 
besitzt. *) 

XJI.*) Geomdroffrnphmhe Kondruidion, s. Beitrage I, V*, S. 194. 

XIII. Geometroyraphisdie Konntruktiottf s. Beiträge I, IV*, S. 194. 

XV. Dmch eineti Punkt A außerhalb einer Gerciden BC eine Ge- 
rade AC SU eidten, die mit BC eanef» Winkel AGB bUdet, der einem 
gegebenen Wimüsd N gleich ist. 

Zweite g&meirographiscJie Konstruktion (Fig. 5). — Man nehme einen 
belichipen, aber von ^hinreichend entfernten Punkt 0 an und beschreibe 
0{0N) (fii + Cf)f der die Schenkel des gegebenen Winkels in P und 



D(ON) (Cj + C,), der Ä{ON) in E triflft, zeichne E(ON) (C, + C,), 
der CB in C trifft, und ziehe CA (27^ + I^); diese Gerade ist die 
verlangte, denn da LACD = \AED, also ^\POQ ist, ist L ACD 
= FNQ; Op.: (2J^4.i^4'7Cj + (4 + öCi); S.': 16} E.: lOj l GenM^ 
5 Kreise.') 

Der Radius des Kreises 0(0N) muß lang genug genommen 
werden, damit PQ größer als der Abstand des Punktes A von BC wird. 

Diese zweite geometrographische Konstruktion ist der ersten im 
aUgemeinen vorsiuiehen, wenn es eich nur danun handelt, den Punkt 

1) R HüntBche: Über Ofornctroprapliie, ünt-Bl, f. Math. n. Naturw, S, 1908, 
Nr. 3, und Zur GeomPtroprai)hie, ebda, Nr. 4. (Sind mstwischcn orschienen ) 

2) Herr G. Tarry hat dieaelbu KouHtrukUon, sowie eine zweite geometro- 
grafAisehc gefunden. (ZnsHts S^tember 19090 

S) Die in Scientia beidnnebene Eonstraktion ist nach Herm Lemeines An- 
gabe (AsB. Fr. p. TAv. de» 8c. SS^ 1894, 100) im Prinsip von Berm J. 8. Mackaj 
mitgeteilt worden 

4) Herr G. Tarry hat die Kiufachbeit d<'r Aufgabe XV auf 15 reduziert; 
doch verliert die obige Koastruktiun au» dem augegebenen Grunde nicht aa 
Interesse. (Zusatz Septembsr 1902.) 




0 



Q schneidet, ziehe A{ON) 
{Ct + Ca), beschreibe A{Pq) 
(3C7, + C^, der D auf CB 
fesÜegi^ nehme, ohne die Zirkel- 
spitae von A aufiraheben, die 
Lange des Radius von A(Oy) 
in den Zirkel (C^), beschreibe 
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C m findflo und nieht die Gtnde AC, Ilme Anwendung hienron 
wird unten (XXXVI^) gegeben. 

XXX. Em Bmedi jm jlofMfriMerm, vm dem man eine Seite BC, 
dm gegeiU^l iegenäen WuM A md men der Milai emdeirm WiiM 
S hemU. 

Die klaeneche Kanetraktion liefert, nach der fibliehen Vonolirift 
ausgeführt, die Einfediheit 43; bei dkonomiedier Bdiandlung gestaltet 
rie eich an SteUe der in Sdentia angegebenen, welche die Einihchheit 
28 beeiiat, snr geometrographischen. 

Geomebrogrofhisdie MmsiruIcihiL — Man beaeiehne die gegebenen 
GbOften mit a, d«e nnd ^ßiyj ea aoll BC — LA^a nnd LB^ß 
werdm Man etette « her (/i^ + iC^ + i\ + 0^), beaohreibe 

C{a)y sowie a(a) und ß{a) (3C\ + 30,), wodnreh d and s, sowie t und 
1} aof den Schenkeln der gegebenen Winkel und t anf der Terlangening 
▼on da festgelegt werden, beschreibe der a(a) in ^ nach » 

na ttm, nnd C{ln\ ^ B(a) in D trifft (4C\ + zeichne B{i») 
(3Ci + C,), der C(a) in £ anf derselben Seite von BC trifft, anf der 
D liegt, nnd siehe BD nnd CE {AR^ + 2if,), die sich in A treffen; 
Op.: (4Ä, + 3i?,+ 12C,4- C,-f 7C5); S.: 27; B.: 17; 3 Gerade^ 7 Kreise.^) 

XXXV 3) und 4). J'j)i<; Stredr AB und zwei Strecken p mui q 
situi gegeben; es soll AB in C derart geteilt werden, daß 

AB a ' *^ BA % 

isi. 

al Entweder 3) oder 4). 

Gt">n' tini/mphiscfic Konsfrulxtion. — An der in Scientia beschriebenen 
Konstruktion labt sich eine geringe Veryinfuchung jinbringen. Wenn 
man erat p auf der gegebenen Streüke q abtrügt (3Ci 4- C',), so kann 

man die darauf folgende Konstraktion 1) ^ ^ besw. 2) p 4- q* 

nimlieh Tetlnng einer Strecke nach einem gegebenen Yeihiltnis» schon 
fortsetsEen; diese Termindert sich hierdurch nm 2C,. Zn dem Symbol 
von 1) und 2) kommt mittiin npr (C^ + hinzu; man erhilt: Op.: 
(222^ + + 9C, + 5C3); S.: 17; £.: 11; 1 Gerade, 5 Kreise.") 

PanrUhdare Konelv^eHmf anwendbar, feUs q > jAB, — Man siehe 
A{q) und B{q) (4C| + ^^Cg), die sich in ß sdineiden, verbinde A mit 



1) Herr 6. 'i arry löst die Aufgabe (ebenso wie XXIX) mit 24 Elementar- 
operatioiien. ^niati Oktober 190S.) 

S) Biiie Kweite geometrognplMitt Koasbraktion wild in eiaem qpitena TeU 
der Beitr. boachriobeo werdfii. 
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ß (27?, + i?,), beschreibe A(p), der AB in y (und y') trifft, und j'(j)) 
(4C\ + 2C,), der in C schneidet} Op,: (2H + ^ + 80^ + 4C,); 
S.: 15; E.: 10; 1 Gerade, 4 Kreim. 
b) 3) und 4) zugleich. 

Zweite geometrographisclic KonsU'uMion. — Hat man 3) oder 4) 
mit S.: 17 erhalten (s. oben), so ergibt sich der andere Teilponkt mit 

Erste pa/rUTculöre Konstruktion , anwendbar im Falle q'>\AB. — 
Die Torhei^ehende partikuläre Konstruktion wird dahin ergänzt, daß 
man noch y'(j>) (Cj + C3) beschreibt; BA wird hierdurch im gesuchten 
zweiten TeUpnnkt^ C getroffen} Op.; (2B^-{-B^-{- 9Ci + öC,)} &: 17} 

B.: 11; 1 Gerade, ö Kreise. 

Zweite uml dritte partikuläre Konstruktion. — Falls 7 > \p und 
zugleich Y> \ AB, so läßt sich die erste partilnilare Konstruktion der 
viprteTi Piojiortionale (Scientia XXX VIII HemarqiipV. ^f^'Hs dagegen 
g> oder / > \AB, die zweite partikuläre Konstruktion derselben 
Aufgabe (Rritragc 1, XVIIl*) anwenden. Trägt man die erhaltf^ne 
vierte Proportionale von A ans auf /l /) oder auf der Verlängerung ab 
(SCj -f C3), so gelangt man zu folg^uilen Symbolen: \p und 
ä> \ AB\ Anw der ersten part. Konstr. Op.: (11 T, -f + .oC,); S.: 
17; E.: 12; 5 Kreise, > ^p oder qy> \AB\ Auw. der zweiten part. 
Konstr. Op.: (27^ + J?^ + IOC, + 4(7,V, S : 17; E.: 12; 1 Gerade, 4 Kins.r 
Bei allen drei partikulären Konstruktionen ist al.so die Einiaciiheit um 
3 Einheiten kleiner als bei der allgemeinen, der geometrographischeo- 

XXXVI (Arch. XI V^). TJltcr einer (jcQcbvtu n SfrecJie AB ah Sehm 
das KriiSätyment m beschreiben, das &.nen getfcbcn^i Winkel tya als 
FeripkcriewinkeL faßt. 

Für diese Aufgabe sind zwei klassische Losungen in Gebrauch; 
eine dritte Losung ist Beitr. I, XIV* gegeben. 

a) Bei der ersten klassischen Losung wird an AB in A der 
Komplementwinkel zu y angetragen; der freie Schenkel schneidet die 
Mittelsen krechte von ^J? in dem Mittelpunkte des Kreises, zu dem das 
Segment i^i^liört. Herrn G. larrys Konatiuktion (s. Scientia) hat die 
Einfachheit 21. 

b) Als zweite klassische Lösung ist folgende üblich: man 
sucht durch A eine Gerade zu legen, die mit der Mittelsenkrechten von 
AB einen Winkel von der Größe des gegebenen Winkels aya ein- 
schließt. Führt man diese Konstruktion nach der gewöhnlichen Vorschrift 
aus, so findet man: Op.: (6Äi + 3jRj-f IIC^ + C,-f 9(7,); S.:30; E.: 1«: 
3 Go-ade, 9 IMm. Wiblt man eine nic^t geometrographische Kon 
stmktion der pKaUeleny io eriiSIiI rieh der ISnfiiidiliritegimd noch um 
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2 bis 4 Hf*li**fawi Yerwendei man dag^en die oben betohiiebene 
tweite geometrographieche Konslntktioii der Aufgabe Scietit» XV, so 
«gibt aieh ein» erlieUiehe Verflinfimirnng; 

fbMfniMiofi (Fig. 6). — Ilm einen beliebigea Ftnkt ft, der von 
y hinieicfaend entfinnt iiife, beedmibe man ^(py) (C| + C^), der auf 
den Schenkeln dea gegebenen Winkele cc und e feeUegt; man siehe 

und B(i^y){2(\-\-2€ü, die aieh 
in D und D' eehneiden» verbinde D mit 
D'(»Bi + Bt), beaehieibe A{u8) (3Ci^ + C^), 
der DD' in JBT iarifft; ohne die Zirkelapitae 
TOn Ä abzuheben, nehme man den Radins 
TOn Ä(fiy) in den Zirkel; hierauf zeichne 
man E(jiy) (C7, -\- C^-\- C^), der Ä{iiy) in 
M trifft, sowie AfOty) (C^ + G,), der DD' 

in 0 schneidet, und beschreibe 0(0 Ä) {2 + Cg); dies ist d^r Kroig, 
dem das gesuchte Segment angehört; Op.: (2jB|+ii|+10Ci + ^+7C^); 
a: 21; £.: 13; 1 Gerade, 7 Kreise. 

Diese Konstruktion gewährt noch ein gewisses Interesse dadurch, 
daß sie leicht in eine einfache Mas cheroni sehe Konstruktion, d. h. in 
<%ine Konstruktion mittelst des Zirkels aiieiUi umgewandelt werden 
kann*); man hat nur die Mittelsenkrecbte Ton AB wegzulassen und 
dafür durch Paare von Kreisbogoiy die zu ihr symmetrisch liegen, 
M nebst seinem Spiegelbild M' und 0 zu bestimmen. Die Konstruktion 
besitci, wenn die Schenkel des Winkels y durch ihren Linienzug ge- 
geben sind, das Symbol Op.: (l^C^ -f C, + 90,); S.: 22; 13; 9 Kreise. 
Ist dag^en der Winkel ayt nur durch den Scheitel y und je einen 
Punkt « und e der Schenkel, die Strecke AB durch ihre Endpunkte 
^ und D gegeben, so findet man Op.: + + 13C;); S.: 32; 
B.: IJ^ Kreise. 

c) Ein drittes Lösungsprinzip ist Beitr. I, XIV*, S. 193, ein- 
geführt worden; es lassen sieh unter Zugrundelegimg desselHon ver- 
schiedene Konstruktionen mit der Eininfbhcit 22 aut'findeTi, vor allrni 
aber linfrrt es die geomotroßjaphische Konstruktion mit der Eintaehheit 
20 (f<. ebda). Es ist dahei die vierte Proportionale zu «f, me und AB 
7AJ konstruieren; hierfür st die a. a. O. S, 192 mit<rpt^i!tp partikulare 
Konstruktion XVUI* benutzt worden. Herr Moreau macht mich darauf 



1) L. Matckeroni: La geometna del oompano, PsTia 1797, Neodnick 
Palermo 1901; L. Mateberonit Gebvsncb des Zirkelt, flbenwtrt von J. P. GrOion, 

Berlin 1B25; J.Frischauf: Die geomniriticheu KonHlmktionen von L. Mascheroai 
nnd J. Steiner, Graz 1869; Ed. Hütt: Die .M ascheronieclMii KoDatniktioiiieii, 
Ptogx. Bnndenlmrg ». U. 1878; S. Aufl., Halle 1880. 
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aufmerksam, daß man statt dessen die Konstruktion Ton Haicheroni, 
die ebenfalls partikular ist und derselben Einschränkung unterliegt, 
verwenden kann, und daß man dann die folgende beeondrai i»inftffl*^ 
aUgemmne Mascheronische Konstruktion erhalt. 
Konstruktwn mit dem Zirkel aUein. — 

Ersler Fall: der Winkd y iA imink den lAmmmig Schenkel 
gegeben. — Um einen bdiebigeDy von y hinreichend entfernte Pftnkt 
o der Bbene beschreibe man den KzeiB (o(a)y), der auf den Schenkeln 
des gegebenen Winkels die Punkte a und f festlegt (Oj + C7,); alsdann 
beschreibe man die Kreise a(G>y) (C^ + C,) und a{af) (Cj + Cj). (*) 
Um einen beliebigen Punkt A Yon a{tti) beschreibe man X{ÄB) 
(2Ci 4-Cj 4- Cj), der a(a«) in ft trifft, und mit dem beliebigeu Radius 
if' X{q') (C,), der €t{ny) in 0 schneidet^ femer »eichne man ;t(p') (Cj + C,), 
der a{o}y) in dem zu fi in Bezug auf «A nnd aö homologen Punkte 
t trifift; iSt ist die vierte Proportionale zu «f, ae und AB] nun zeichne 
man A(6t) und B{6t\ die sich in 0 schneiden, und 0{6x) (5Ci -f SC,^; 
dieser Kreis bestimmt daa gesoehte Segment; Dp.: (11C\+ 
S.: 21; E.: 12; 9 Kreise. 

ZweUer Fall: Der Winkel y ist durch seinen Scheitel y uftd die 
FiMkte a und b seiner Sehenkel, die Strecke AB durch ihre Endpunkte 

A und B ge(f€}>efi (Fig. 7). — Mit einem 
beliebigen, hinreichend großen Radius p 
beschreibe man die Kreise y(jf^ und «(p), 
die sich in es schneiden, sowie den Kreis 
Dj(p) (3Ci + 3Cj); man zeichne der 
in 0)' trifit, w'(a3'y)(4C, + 2Ca), der 
»(p) in fo schneidet, und «(afg) (2Ci+ Cj); 
im übrigen ist die Konstmktion dieselbe 
wie im ersten Jialle vom Zeichen (*) ab, nur daß an die Stelle 
TOT 6 tritt (8Ci + C, + 6Ci); Op.: (17Ci+ QH- 126^)} 8.: 30; E.: 18; 
12 Kreise. 

Falls Q < 3ae (im zweiten Falle q < 3«fo), d. h. siny > | oder 
9f>oa. 10*^, kann man es einrichten, daß der Kreis 1[q') mit X{AB) 
zuaammenfällt; man spart dann ein und gelangt an den Einfachheita- 
gnwlen 20 bezw. 29. 

XXXVII (ArcL. XVII). Die rjcmeinsamm Tangenten eweier Kreiae 
0 und 0' von den Radien E und W su konstruieren. 

Dieses wichtige Problem ist in Arch. (3), 1, 1901, p, 106 ff. BOWohl, 
wie in Scientia 1902 eingehend behandelt worden. 

a) Die im Archiv a. a. 0. für den Fall, daß die Kreise aich 
nicht achneiden, mitgetteilte Konstruktion, die von Herrn Morenv 
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herrlÜur^ iat toh ihm Bdibrt auf dmi BinfiudiheitBgTad 86 gebracht worden 
(Sdentia p. 43). Eine yon Hemi Tarry ang^bene Konsfanktioii 
(Sdentia p. 42) von denelben Em&cfaheit hat HflErr Morean anf 34 
fednaieit (Seienftia p. 87 Appendioe). 

b) Fflr den Fallj daß die Ereiee sich sehne iden^ wo also 
zwei Tangenten wegfallen, ist in Seieniia «ne aof einem anderen Prinsip 
benihende geomebrographiBehe Eomfcmktioii, die Herr Morean gefunden 
bat, dargelegt; ne besiM die Ein&ehheit 26. Herrn Tarrye Kon- 
struktion wflrde in diesem FUle naok der von Hmn Morean an- 
gegebenen Modifikation 27 ergeben, also nieht geomefar o graphisdt sein. 
Man kann aber aof Herrn Tarrys Konstruktion einen ähnlichen Knnst- 
grüF anwenden; man bat nvr m beachten, da3| wenn die beiden Kreise 
0(JB) nnd O'(JS')» wobei J3 > J2' ist, sich sehneiden, die Kreise 0{R) 
und 0\S^ sich sieher auch sehneiden. Die Beseidmnng sohlieflt sich 

im folgenden an Scientia Fig. 12, S. 89, an. 

ZiffeUe geomelrographische Kon86rukiüm für den FaU, daß die beiden 

Kreiae sich schneide» (Fig. 8). — Man ziehe 00' (2J2| + ü;), die O'(E0 

in D' schneidet; man beschreibe 0'(R) 

(2Ci + C, + C',), der 0(B) in E und 

E' und 0 0' in J' trifft, wobei die 

Punkte 0, 0', D\ J' in der an- 
gegebenen Ueihenfolge liegen. Man 

ziehe EE'{2J{,^IQ, die o anf 00' 

festlegt, sowie D'{coO') und J'{a0^ 

(40j-f2C3), die sich in H' treflTeoL 

Man beschreibe « (0'//') (3C, + C,), 

der auf 0(R) C, und C, sowie auf 0'{R') C und C; festlegt; man 

ziehe C^C nnd CC[(■iB^ + ^^s); dies sind die verlangten beiden 

Tangenten; Op.: (8i2t + 96^ -|- -f 40^; S.: 26; £.: 18; 

4 Gerade, 4 Kreise. 

XXXViU (Aich. XVm). 2m drei gegebenen aMm M, K und P 
die vkrie P roporNontde m hmsintiereH; X =» -^^ {N > P)}) 

Für du sc Aufgabe besteht bis jetzt eine geometrograpliische Kon- 
struktion mit (it ni Einfachbeitsk( irftizM-nteu 21 (Scientia S. 44\ 

Kiiif |)artikuiäre KoiiHtruktuui (im folifondpn als K<>)isfr}i.l.:tin)L A 
besuilchnetj, die Herr Moreau zuerst in der Ueometrographie verwendet 

1) Henn Morean ist ea (August 1902) gelmigeii, den BiB&clihdtsgiad dieser 
wiehtigen Aii^iüm anf «Ue Zahl 19 in rednnenn. fine «wette KomfeniMion von 
derselben Einfachheit wird in einem sp&tereu Teil der „BeiMge** beschrieben 
(ZnsalB Oktober 1908.) 
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B. GüMTBcax: 



hai (b. oImii XXXVIe), ist die ron L. Matcheroni (a. a. 0., Übenefamig 
ron GrOson, §98, S. 69 ff; Frisehaaf, a. a 0., 8.9; Hatt, a a 0., 
S. 19); sie «rfordert die ErfdUung der Bedingung 3Jlf > P, bedarf nur 
des Zirkels, und besitat das Symbol Op.: (8C| + + ÖC^); 8.: 14; 
R: 9; 5 Kraise; ist auBerdem jir< N-}- P nnd sogleieh M> N—P, 
80 spart man noch IC,. 

Herr E. L e m o i ne beschreibt femer (Scientia S. 45) ^) eine partÜndin 
Konitruktion mit dem Zirkel allein, die unter der Bedin^ping 21f >27 
anwendbar ist {Konstruktion B); sie hat den EinfiMhheitskoeffizienten 13. 

Eine dritte partikulare Konstruktion, die auf einem Theorem von 
A. F. Möbius beruht, ist im Teil I der „Beiträge u. s. w/* a. a. 0 X\^II• 
S. 192, mitgeteilt worden {Konstruktion C). Ihr Einfachheitsgrad ist 
ebenfalls 13, aber sie ist, wie die Konstruktion anwendbar, warn 
nnr die Bedingung 2M> F erfallt ist. 

Diese drei partikulären Konstruktionen lassen sich nun paarweise 
kombinieren, so daß seehe nene allgemein gültige Konatraktionen enfatehen: 

AMßkmg. — Schaltet man in der Gleiehiuig NF — MX ein 
Hilfsprodnkt ^| ein, wob« (i bdiebig ist, so sind folgende beiden 
Gleichungen an befriedigen: 



Je großer p ist, desto kleiner ist |, die Bedingung der Anwendbaikeit 
der obigen drtt partikalaren Eonatmktionen anf diese beiden Oleicbnngea 
ist also dnrob paeeende Wahl Yon q stete an erflÜlen, wenn nicht 
gerade die Konetmktion B auf die Gleiohiing (2) angewandt wird Be- 
achtet man diee, so erhält man 6 Paare von Konetniktionen. Von 
dieten Uefiart das IW AA doi EinfiMMetlekoelliaanten 32. Dagegm 
besitzen die flbrigen fünf alle die Rinfeehbeit 31, darunter die Konstruk- 
tion GC in doppelter Form; dieee sind alao^ da sie dieselbe Einfachheit 
haben, wie die bisher bekannte geometrographische Konstruktion, eben» 
lalk geometrographiach. Die Konstrakttonen ordnen sich folgendermaBen: 

1) AA (Konstruktion mit dem Ziikel allein); 8.: 22. 

2) BA (Konstraktion mit dem Ziikel allein); zweite 



l) Nach Journal de Yuibert, S. 68, 1881— Idä^i Mathesu S. 168, 1892. 



(1) 

(2) 



jrP-pl oder p:^«.P:|, 
pl — MX oder M'.q ( : X 



3) CA 

4) AG 

5) BG 

6) CGa 

7) GG6 



dritte geometro- 



▼ierte graphische 

fflnft» Konstruktion, 

eeehifce S.: 21. 
siebente. 
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Zweite geometrographische KonsMdion (BA KonstnüUum mit dem 
Zirkel aUeinf Fig. 9). — Man beschreibe um den beliebigen Punkt 0 den 
Kreis O(Jlf) (20^ + C.) und mit dem 
bolMbigsii, hinreichend groAen Radius ^ — 



^t(9')(^ + ^> ^ 0(9) in 

mdüiftidet; WiWf ist die vierte Proportionale va M, ^ und |, 
•ho die gesnehte zn IT, und P; Op.: (11 + + S^); 9.: 21; 
E.: 13; 8 Kreise. 

JDriUe gemeküjfragkMe KonsirMm (CA). ^ Wie die Torige^ 
mir daft die vierte Proportionale an iV und P nicht nadi der Kon- 
ffenikttoiiB, wmdem nach der Konitnüction G (Beitr. I, XYIIi*, 8. 193) 
ansgefiUut wird; Op.: (2i{, + + lOC^ + + 7(U; S.: 21; E.: 13; 
1 Gerade, 7 Kreiae. 

Vierte geomefyroffraphiscJis Konstruktion (AC). — Man beschreibe 
am den beliebigen Punkt 0 0(N) {20^ + C,) und mit einem beliebigen, 
hinreichend großen Radius p dann nehme man aof 0(p) 

irgend einen Punkt an, beschreibe F,{P){2C\ -f + r,), der 0(p) 
in trifft:, und zeichne mit einem behebigen Radius F^{fi'){Ci), der 
0(iV) in Gl schneidet, sowie F^{q')(Ci + C,), der O(iV^) in dem zu 

in Benig auf Oi^j und Oi^, homologen Punkte trifft. Nun 
beschreibe man um den beliebigen Punkt 0" 0'\M)i2Ci + Cj), der 
0(p) in If und trifft, zeichne H(G^G^){3Ci + C,), der 0"(i»f) in 
J aohneidet^ und ziehe JH'{2Iii + Ä,), die 0(p) in JT triflft; iTÄ ist 
die Terhmgte Tiwte Proportion^ zu M, 2f und P; das Symbol ist 
wie bei der Yorigen Konstruktion. 

Fünfte geometrographische Konstruktion (BC) — Man wähle q hin- 
seichend groB und konstniiera nach Scientia XXXVlil Jäemarque die 



den Kreta 0(p)(C,), nehme auf der 
Peiipherie Yon 0 {q) C beitiebig an 
und leiehne C(N) (2(7, + + C,), der 
0(q) in A schneidet, Ä{P)(3C^ + C,), 
der 0{q) in awei Punkten trifft, yon 
denen irgend einer B sei, nnd jB{P) 
(Cl + Cl), der C(N) in A' schneidet 
{AA' iat die nerte Proportionale | 
m 9, N und jp). Um Fj, einen be- 
Uebigen Ponkt von 0(if), heschieibe 
man F^C^ii') (2C^ + + C«), der 
0(Jlf) in F, schneidet, nnd mit einem 
hdiebigen Badius 9' Fi(^')((^), der 
0(9) in TFi trifft; schlieftlich aeichne 
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▼iarte Ihropolüonaie ^ ta q, N und P(6C| + C, + 4(7,), sowie unter 
Benntnmg dee Ereieee 0(q) naoh Beitr. I, S. 192, Xyin% die Tierte 
Broportioii&le X m tf vaad l + 1^ + 5C| + 2C;); Op.: 
(2J^ + jR, -f 11 Q + c; + 6C5); S.: 21; B.: 14; 1 Geiade» 6 Kwue. 

8eMe geometi-ographische KmstrukUon (CCa). — Wie die vorige, 
nur deO die vierte Proportionale ^ m N und P ebenftllB dmIi der 
Eonstraktion 0 gefunden wird (222^ + + öC^ + 3C,); der zweite 
Teil ist wie in der yorigen Eonstrsktion (211^ + + 5C| + 
Op.: + 21?, + IOC, -I- öCj); S.: 21-, EL: 14; 2 Qende, B KreuM. 

Siebente geomeirographischc Konstruktion (CC6, Fig. 10). - Uiu die 
iu der Ebene beliebig angeuommenen Punkte 0' und 0" beschreibe 

mau die Kreise 0' {N) und 
^ 0"{M) (4C, + 2C;), die sich 

4C in S schneiden, femer um den 

^ beliebigen von S hinreichend 

entfernten I^unkt 0 den Kreis 

• . -.^ Ö(05)(6\ -r C,J, der O'(iV) 

/ -^-^ö-Tr 0"(Jtf) in S" 

Z^-is^mZ. ^ -^'-^^i^^ trifft; dann zeichne man S{P) 

! Z"^. / \ (3C, + der 0{0S) in T 

\ ± / \/ trifft, und ziehe iS'r(2iJiH-il,), 

\ ! Hif' , die O'(i^r) in J7 schneidet; 

man beschreibe sodann S{SU) 



t f 



W'' (2C; + C,), der 0"(M) in IT 

trifft, und riebe TTÄ'X^i^i + Ä,), 
Fl«. 10. die 0{0S) in Z eehneidet; 

if^S ist die verlangte Strecke; 
Op.: (AR, + 222, + IOC, + 5C,); S.: 21; E.: 14; 2 Gerade, 5 Kreise. 

XX XIX (Arch XIX). Die dritte ProporUondU X eu ewei yey ebenen 

SkedsenN md Mm ßnde»; 

Die gflom e trognpliiiche Konsfarnklioii dieeer An^abe^ au der ersten 
geometrograpluiclien der vierten Proportioiiale duroh SperiaUBierang 
erhalten, hat die Ein&ehkeit 15 (Scientia S. 45); die beiden ein&ehgten 
partikdifeD KonitmktioBen unterliegen der Bedingung 2M'> N und 
haben die Ein&chheit 10 (Seioitia S. 46 und Beitr. I, Eomtraktion 
XiX% S. 192; letrtere ist dnreh Spenalieiening ans der EoDatmkttoii C 
der vierten Proportionale abgeleitet); aiiBerdem exirtieren noch parti- 
kolSre Eonatmktionen von höherem EinfiMshheitakoeffiiienten nnd der- 
aelben Anwendbarkeitebedingong, die man dui«h Speualieienuig dm 
flbrigen partiknUrai Konstraktionea der vierten Ftoportionale erhalt^ 
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z. B. ans der Konstruktion B (Scientia 8.46, Einfachheit 11) und am 
der Küiiätruktion A (Einfachheit 12 oder, wenn außer der obigeu Be- 
dingung 2N>M idif 11); beide werden mit dem Zirkel allein aus- 
geführt.*) 

Die oben mitgeteilte zweite bis siebente ^eometrographische Kon- 
struktion der rierten Proportionale liefern zwar Konstruktionen der 
dritten Proportionale, doch ist wegen des höheren Jjiüiachheitsgrades 
keine von ihnen geometrographisch. Die aus der zweiten (BA) abge- 
leitete ist mit dem Zirkd aüein ausführbar und hat das Symbol Op.: 
idC\ + 2C + 80,); 8.: 19; E.: llj 8 Kreiae, AA erfordert dagegen 
wieder im allgemeinen 1 Cj mehr. 

XLIII (Arch. XXIV Eine Strecke AB mmm» und außen nach dem 
goldenen Schnitt zu teilen. 

Von dieser Aufgul)e waren l)i8lier drei geometrographische Konstruk- 
tionen von der Einfachheit IB bekannt; die folgende reiht sich ihnen an. 

Viriie (leumvtroijmphisüte Konstruktion (Fig. 11). Man beschreibe 
den Kreis A{AB)\2C^ + 0,), der BA in B' schneidet, und B{AB) 

(^1 + C"*), der in A' und 

äIaB) in G trifft; man ziehe "-'JP**-».^ 

R(B'G) und A{WG) {SC, + 2C,), 

die sich in K schneiden; wahrend *\ 

die Spitze des Zirkels in A ^ f \ \ 

bleibt, nehme man AA' in den ^' co ji ..-'JT }b jC — 

Zirkel {C^); schließlich ziehe 'wtm.u 
man K(AA') {C, -}- C^), der AB 

in X zwischen A und B, sowie in X' trifft; X und X' sind die 
beiden verlangten Punkte; Op.: (BOi -f ÖC,); S.: 13; E : 8: f)" Kreise. 
Zum Beweise bezeichne man die Mitte von AB' mit üj; mau hat 

B'K^ABY3, aUo aK^ lAByn, mitbin aX aX' '-^ ^AByb , 



1) lib Jf <t JIT, alfo «.a. cbum, weui die gwiatinten partikiil&ren Konstrnktioiien 

Tersagen, kann man folgende partikuläre Konstruktion anwenden: Es sei AB = M, 
CD = N. Man beschreibe A{N) und ]t(N)iAC\ -f 2C,), die sich in E schnn»]»n, 
and E(N)((\ + C;), der A{N) in H und 6' trilft; SS'{2R^ + H,) be^Tenzt auf 
AB die Länge der gesachten Strecke A T. Um sich zum Schluß in Bezug auf 
die Lage der gemiditeii Strecke Ton den gegebenen SMoken frei lu maeben, kann 
man ein Yerfalixen eimeldageii, analog dem, das fon Hemi Morea« bei einer 
anderen Konstruktion in Anwendung gebracht worden ist: Um irgendeinen Punkt O 
der Ebene beschreibe man 0{AT){iC^ -\- CJ; der Radius dieses Kreises stellt 
die gesuchte Strecke dar. Op.: (2Ä, + A, -J- 76', -f- 4C;); ö.r Ii; B.: 9; 1 Gerade, 
4 Kreise. (Zusatz Mai 
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R. QlmTRCiis: 



Herrn Moresn yerdanke ich den Hinweis, daß die Maseheroni- 
eche Eenifarakiimi dee imuireii und ioAeten goldenen Sehrnttsy die nek 
ans der Tontehenden ableiten läBt^ als die bis jetsi bekannte einfiMliski 
so gelten bat Hieran bat man fblgendermaBen so Terfiüiren: 

JToMSfrHJMofi mükkt des ZwMs cßem (Fig. 12}.') Gegeben sind 
die Punkte il nnd £ Man beschieibe A(AB){2C^ + C,) und B{ÄB) 
+ ^5), der A{AB) in G nnd 0' triffl^ beschreibe G{G 0 ') (2 C\ + 6,), 

der A(AB) in schneidet^ eowie A(fiGj 

und B'(GG'){2C^ + 2C,), die sich in £ 

c.^ nnd K' treffen, nebme, ohne die Bpitse 

/'*' Ton B' anfinilieben, B'B in den Zuksl 

\/ \ und beschieibe K(B'B) nnd K'{B'S) 

' ^ • i"- A 'JC (^^^ + die sieh in den geencbtee 

C\ > Pnnkten Z und X' treffen ;0p.: (10 Ci-h 7 C,); 

V^;*-.:v"'' S,: 17; E.: 10; 7 Kreise. 

'C Anhatiff. An die Eonstraktion des gol- 

^^JC-' denen Schnitte sohliefti sieh die der Fünf' 

Vif. II. ^"""^ ZdmMkmg des Smaes*)!') an. Die 

vier geometrographischen Eonsiaiiktionen des 
goldenen Schnitts, von denen die ersten drei in Soientiu 50), die 
vierte soeben mitgeteilt sind, lassen mssk ohne Schwieri^eit hieisa 
verwenden; nimmt man den Ereis 0(r) als gegeben an, so fftllt Tom 
Symbol C7, + fort nnd ein Dorchmesser {R^ + konunt hinsn. 
Ffir die FOnfteilnng ist (30^ + fttr die ZehnteUni^ aoflerdem 
(2C, 4- 2C,) hinsozaieehnen. Die Symbole sind also folgte: 

Erste %md vierte geomdrographische Kanstrukium. — 

Fünfteäung: Op.: (^^+12, + lOQ + 6C,); S.: 18; B.: 11; 

1 Gerade, 6 Kreise. 
Zdmlea$mff: Op.: (A + 12. + 12^ + BQ); S.: 22; 13; 

1 Gende, 8 Eieise. 

^kveUe und driUe getmieirograplMie Konslrukikm. — 

FüHßeOmg: Op,: (3jJi + 2J2, + 8C, + 5C.); S.: 18; B.: U;. 

3 Gerade, 5 Kreise. 
Zdmkaung: Op.: (dli, + 2ii, + lOC; + 7C,); S.: 22; E.: IB; 

2 Gerade, 7 Kreise. 

1) Vgl. Arcb. (3), 1, 886, IMi, Aufg 21, wo Herr Lemoine nock die Zahl SO 

alt EinCacliIieitHkoenizientcn dieser Aufgabe aofttellt. 

2) In Scientia uiubt enrühnt. 

S) in einem, späteren Teil der ,^itruge'' wird eine sechste geometrog»pbi»cbe 
FOaf- and 2eluiteilimg mitgeteilt werden; duvck iie kaan aiaa die Maecheroni' 
■Ohe Zefantettang in SS EkmentaroperstioneD aatfDbien. (Zaaata September ISOIV 
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Die Tierte gestaltet gieli %, B. folgoidermaBeii: 
Fierfe gwmetrographitdm Smutnii£m (Fig. 13). — Man xiehe in 
dem gegebenen Kreise 0(r) einen beliebigen Durchmener A^OAJiBi + B^» 
bflüdu^ibe A^{Ä^O) {2C, + C,), der 0(r) In 6 nnd A^O in 0' 
tehneidet, seiclme 0'(0'G) nnd 
ilo{0'(3) (SCi + 2C,), die eich 
in K treffiatty nnd besebteibe 
K(A^A) 4- e,), der A^A^ 
in 2 nnd X' sehneidet; non 
lielie man Ai^X') (2C, + C,\ 
der anf dem gegebenen Ereiee 
nnd Af festlegt, und A^{A^X) 

(^1 + ^i)t -^1 ™^ ^ Kefert; 
dueb die Punkte yl,, fi^. u. 

ist die FQnfteilnng vollendet; 
beschreibt man noch A^{A^X) und jlf{ji^X) [2C^ -j- 2Cg), so erhält 
man die außer Aq zur Zehnteilnng noeh fehlenden Pnnkte A^, A^, 
A^j .1^. Die Symbole sind oben angegeben. 

Man könnte aueh erst mit X nnd dann mit X* operieren; das 
Eigebnis ist dasselbe. 

Herr Morean teilt mir ferner folgende fünfte geomeirographisehe 

Kon- 




13 



nnr 



Konstruktion der Zebnteilang mit; sie beruht auf 
struktion des goldenen Sehnitts, die bei der Sinfoehheit 
einen der beiden Teilpunkte liefert 
Fünfte geomeirographisdie Kim- 
iMBtion (Fig. 14). — Man siehe 
einen beliebigen Durohmesser 
A^O Ar,{Ry It^)y besdireibe 
^(^4,) und 0(A^)(3C,+ 2C,), 
die sieh in K und JT' sehneiden, 
bescfaieibe K'{A^A;) {C^ C^, 
der 0{A^A^ in H. trifflb, ziehe 
KH{^B, + 12^), die A^A^ in X 

trifft (es ist 0X = ;-(y5-l) . .^^^ JT^«^' 
mid KX^rVhy, A^{OX) be^ ' 
stimmt A^ nnd A^, Aq{A^X) 

A^ nnd (4C^ + 2(7,); damit ist die Fünfteilung ausgeführt; Op.: 
(3i2i+2ü; + 8C, + 50,); 8.: 18; E.: 11; 2 Oerade, 5 Kreise. A^A^X) 
Uefert ^ und A^{A^X) gibt A^vaiAA^ {2C^ + 20,); damit ist die 
ZehnteOung vollzogen; Op.: (Sii^ + ^JR^ + lOCiH-T^s); S.: 22; £.: 13; 

hxtM:9 — t«*- «ad Pbf tlk. HL BsOm. TL 10 



\Ig' 
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B. GüxTacn: Beiträge zur Geometrographie II. 



2 Oendfl^ 7 EraiBe. Die Symbole nnd also dieBelben wie bei der sweitnt 
und dritten geometrographiaehen Eonstmktion. KM geht doidi dn 
Schnittpunkt Q Ton A^{A^Ä^ and K'{Ä^A^\ man bitte alao eoch, 
um Z an finden, G statt B «ftblen kSnnen. Die zweiten Schnittpankte 
und Q' liefern Z'; daa Veifthren ist in diesem Falle daaselbe; 
Übrigens ist XG — ZO und XB^ XJ^ 

Aus der oben beschriebenen vierten geometrographiw^en Eon» 
stmktion des goldenen Schnitts ÜBt sieh sehliefilieh die aur Zeit eiof 
_ fiuihste Mas eher onisehe Konstruktion der 

FOnf- und Zehnteilung des Ereisee ableiten. 

KomtmlMm mäidsi des ZiMs aUm 
(Fig. 15). — Ifan besehreibe um irgend 
einen Punkt auf der Peripherie des ge- 
gebenen Kreises 0(r) den Bereis A^^A^O) 
(Ci + C, + C,), der 0(r) in JP und F' triill, 
besofareibe F(FF') (2C, + der 0(r) in 
^ trifft, aeiehne O(FF') und iloC^^O 
(2(7|+2C,), die sich in K und schneiden, 
sowie K(A^A^) und Z'K^j) + 2% 
die sich in Z awischen 0 und sowie 
in X' treffen; il«(^Z) und J«(JqZO (30^ + SC,) geben durch die 
Punkte A^ A,, A^, A^ nebst A^ die Fttnfleilung; Op.: G;+ SO«); 

S.: 20; E.: 12; 8 Kreise; A^{A^X*) und ^(iioX')(2t^ + 20.) voll- 
enden die Zehnteilung; Op.: (ISC; + + lOC^; S.: 24; B.: 14; 
10 Ereise. ^ (Feiteelnuig ü»!«!) 

Berlin, 30. Juui lyo:^. 




Fl«. 15. 
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i* Klela. Budtmob der «llgeinatnen Tiimwiii«iiiMMiiii»«ii>itm nach dem 

Standpunkte der astronoraiadieii Wissenachaft am Schinne des 10. Jalir» 

hnnderts. Dritte völlig umgearbeitete und vermehrte Auflage der An- 
leitung zur Durchmusterung des Himnipls. Mit zahlreichen AbbUdiiDgen 

und Tat'elu. Brtiunschwt'ig, Friedricli Vieweg und Sohn. 1901. 

Das letzte Jahrzehnt, in dem keine Autlage dieäeü wertvollen Buches 
encfaieneii ist, ist ftlr die Astronomie, die im 19. Jahrhundert mit den 
udani «ukton Wiasensebiftoii sowdt vorgeschritteo ist, 
Fruchtbarkeit gewesen. Die Spektralanalyse und die Photographie mit 
ihren fortwährend sich verfeinernden Instrumenten und Methoden sind zu 
zwei mächtigen Werkzeugen bei der Durchfoi*scliung des ffimmels geworden, 
w&hrend in güu»tigen Lagen aufgestellte liiüäeutelaskopu das Uimiuuiäbild 
ihreneitB vervoUstSndigten. So erscheint es am Ausgange des Jahrhunderts 
Mihwierig, sieh die Ffldle des Stoffes xu so festem Bentse za bringen, um 
sie klar und verständlidi und in der gehörigen Oidnung einem weiteren 
LeserkrftLse mitzutoilen. Doch ist der Verfasser in anerkennenswerter 
Weise dieser Schwierigkeiten Herr geworden, und die gute Anordnung des 
Materials verdient besonderes Lob. Die auf dem engen Räume von üOU 
Seiten dargebotene Stoffinenge ist erstaunlich. Wir können es nur gat- 
heifien, dal in einem enteil Teile die Issfanunente der Himmelskande tu 
einer kurzen Besprechung gelangen, die freilich manchem Leser imznUng- 
lich erscheinen wird, aber ihn zum Studium ausführlicherer Werke anzuregen 
geeignet ist. Der Sonne und ihrem System, dem der Verfasser auch die 
Kometen und Meteorite zugesellt, ist die eine Hälfte des Hucheti gewidmet 
Die meisten Ergebnisse der Sonnenchemie, wie die Entdeckung des Cleveit* 
gases Helimn als ürsaehe der D^^Liaie, die Natnr der Protvberanzen, wie 
sie insbesondere Haie in Chicago mit dem Pbotoheliographcn studierte, nnd 
die Porschungeu über die verscliiedenen strahlenden Energien, die vom 
Sonnenkörper ausgehen, werden — wenn auch knapp — dargestellt. Schia- 
parellis Untersuchung der Merkurrotation, wie auch seine und andere 
Dislraadonoi der AcbiÖDdiehuug dar Venns, mdkt nun wenigsten andi die 
seinen scbarfan Angea insbesondere zu dank^den Ergebnisse der Äreo> 
graphie kommen zur Geltung; auch werden die von andern aufgestellten 
Hypothesen über die merkwürdigen (lehilde der ^larso])erflü'h*^ nicht vor- 
schwiegen. Mit besonderer Ausiührlichkeii wird der Ei-forschung der Ober- 
fläche des Erdmondes gedacht und den „selenologiHcben" Theorien ein 
knrser Banm sogewisssn. Aaudi die vom Bolcnneter gelieferten Imnirea 
StnUirngsergsbntese finden SrwShnnng. Bei den kleineren Planeten, deren 

10* 
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BeMnabnen. 



Zahl sich dank der photographischen Methode so gehoben hat, ist der ein- 
zige Weltkörpor zwischen der Erd- «1er Marshahn, dor von Witt ent- 
deckte riauüt, übei-sehen. Obgleich der Verfasser selbst iu seiner Vorrede 
oä ablehnt, vollständig sein zu wollen, so ist doch dies^ die einzige wichtige 
TatBwdie, die wir TenrnBaen, und das Bpviclit gewiB flir das Biush. Dafür 
geschieht aller alten und neueren Kometen Erwlhnung und ilm physika- 
lische Natur, wie die Theorie der periodischen unter ihnen, wird nach 
Schulhof mit gebührender Ansfthrlichkeit behandelt, wie auch den Stem- 
schuuppou und Meteoriten, deren kosmische Natur insbesondere die Unter- 
suchungen V. Nießls zur Gewißheit brachten, und deren pbysikaliaeh« 
Natur vonfiglioh dnrcb Brenn as üntersudiungen gefördert würde, Beach> 
taug zu teil wird. Die Stellarastronomie ist die Überschrift des dritten 
Teiles. Die Helligkeitsverhältnisse der Fixsterne, ihre Farben und ihre 
spektrofikopische Untersuch nn er. dif> insbesondere durch die auf der Harvard- 
stemwarte und in Potsdam ausgebildete spektrophotographische Methode 
wesentlich gefördert ward, durch welche auch die Untarsuchimgeii Aber die 
Tcititderliclieii und die neuen Sterne dnen neuen Anstofi eiliifllten, bilden 
die eine Seite der DttrehforschniiL' los Fizstenihinunels. Die andere, die 
Bestimmung der Parallaxen und Eigenbewognngcn, nicht weuiger interessant 
und mit der Frage der Verteilung der Fixsterne zu den universell st eo 
Problemen hinleitend, denjenigen über die Fahrt des Sonnensjatems und über 
dessen l4ige im galaktiachen System , kommt nadi den dnrek die Mosten 
Messungen gewonnenen Resultaten m einsr ebenso eingobenden Besprochung. 
Die Doppel- und mehrfachen Sonnen mit den modernen spektroskopischen 
Doppelstemen, die Stemhaufeu und die Nebelflecke, deren Natur und Vf^r- 
breitung festzustellen wesentlich erst die neuen Methodeu im stände waren, 
machen den Beschluß dieses Teiles. Der vierte endlich geht die in Mittel- 
europa sichtbaren Steinbilder durch und sfthlt alle für Freunde der Himmwls* 
kundc interessanten Olgdrte, die sich in ihnen finden« auf. Ein Saeh* und 
ein Namenregister erleichtem den Gebrauch des Buches, dem die durah die 
Ausstattung ihrer Werke rühmlichst bekannte Verlagsbuchhaudlung einen 
reichen Schmuck von fast durchgängig neuen Bildern beigegeben hat 

Gharlottenburg. H. Samtbb. 



Prot. Dr. K. ßörustoiii. Schul -Wetterkarten. 1 2 Wandkarten unter 

Benut'/Auig d«'r 'J'ypen von van Bebber und Teifserene de Bort für 
Uuterrichtszwerke zusanimeugeslellt. Berlin 1902, Dietrich Reimer. 

Der scheinbare Mangel an Gesetzmäßigkeit, der die Erscheinungen des 
Wetters beherrscht, weidit allmMilich unter den Hftnden geschickter F<nscher. 
Seitdem man insbesondere durch den Vorgang von Buys-Ballot tSgliehe 
synoptische Wetterkarten zusammenzustellen anfing, haben sich dieselben 
als wichtige Grundlagen für die Erforschung der Gesetxe der Wetter- 
erscheinungen und eine auf diesen begründet« wissenschaftliche l'rognose 
des Wetters wenigstens für die den zusammengestellten Beobachtungen 
folgenden 24 Stunden erwiesen. Die ^^ditigkeit dieser Yorhersagen be* 
sonders ftr die Schiffahrt und die Landwirtschaft ist auf der Hand liegend, 
und der Umstand, daß eine Reihe größerer Tageszeitungen die von der 
Deutschen Seewarte gesammelten Beobachtungen in solchen Karten tfiglich 
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suBammengestelli ihren Lesern daizubieien sich verpflichtet fühlt, spricht daiürf 
dftft weite EniM dAnn interetdert siiid, in du YtfstindniB däcaelben ein- 
ta^änagea. Die Sdmlen — insbesondei« die hflliereiif die nach den Motiven 

der Lehrpläne von 1892 auf die Bedflrfiiisse des praktischen Lebens weitest' 
gehende Rücksicht zu nehmen angewiesen sind, und denen peraf?'^ in den 
mittleren Klassen im physikalischen Unterricht die Pflege dieser intfressen 
auferlegt ist, können sich unmöglich dem entziehen, ihren Schülern hier in 
du paar Stunden eine Anleitung som Lesen der Karten m bieten vnd 
dieselben darauf hinzawmsMi, wie die Fn^nosen ni stände kommen. 

Mancher Lehrer wird sich bisher — wie auch der Referent — dadnxdi 
geholfen linhen, daß er eine Karfenskiz/o an disr Wundtafel entwarf und 
die einem ausgeprägten Wettertjpus entsprechenden Isobaren und Wind- 
richtungen darauf verzeichnete. Die Schulwetterkarten ersparen ihm diese 
HShe. Dieselben geben aaeh der TorUegenden Nr. 1 Ar dam bestimmten 
Wettertypos die Beobacbtongen etwa in dem Umfange wie die Seewarte 
sie in ihren täglichen Karten morgens ansamnienstplU, jedoch der Deutlich- 
keit halber in drei Farben und in so großem Maßstabe, daß sie auch für 
große Klassen brauchbar en^cheinen. Die vorliegende Karte für den 
8. JuU XÖCH) (einen kalten und regnerischen Sonn tag) soll als Beispiel für 
Tan Bebbers Typus I gelten. 

In Nebenkarten ist die Wittenmg des vorhergehenden Abends und des 
folgenden Mittags angegeben, so daß die Vei-folgnng der Änderungen mög- 
lich ist. Die Angabe der Prognose erleichtert es dem Lehrer, die Fol» 
perungen zusammenzustellen, die sich ans dem Wetterbilde ergaben. Wir 
können diu Anschaffung wenigstens eintr Karte für den Unterriehl warm 
empfehlOL 

Cbarlottenburg. H. Sahtbr. 

U. roincai^, Sleotrioitö et optii^ae. 2* edit Pahs 1901, Garre ei . 

Nand. 

Vor uns liegt die zweite Auflage der Vorlesungen, welche der Verf. 
in den Jabren 1888 ond 1890 an der Sorbonne Ikhvr das lieht nnd die 
Elektrizität gehalten bat. In ihr ist all^ was sich auf die Hert zachen 
Versodie bezieht., mit Rücksiebt anf das Werk: Les OsciUations Electriques 
desselben Verfassers fortgelassen worden. Hinzugekommen sind die Vor- 
lesungen aus dem Jahr 1H99, wo die verschiedenen elektrodynamischen 
Theorien von Hertz, Lorentz und Larmor mit einander verglichen werden. 
Der Verfosser kommt zu d«m Ergebnis, daB die Lorentzscbe Theorie lidi 
den Tatsachen am besten anzubequemen scheine. 

Die Herausgabe haben die Herren J. Blondin und £. Neculcea besorgt. 

Berlin. E. Jaohkb. 



E« Mach« Die Mechanik in ihrer Bntwioklung hiatorieoh-kfItiaQk 

dargeateUt. Vierte Auflage. Leipzig 1901, F A. Bnickhaus. 

Von dem bedeutenden Werk des geistvollen Wiener Naturforschers ist 
die vierte Auflage erschienen. Neue den Gegenstand betreffende Arbeiten, 
sowie vorgebrachte Einwürfe wurden in besonderen zum Teil umfangreichen 
Einschaltungen berücksichtigt. 
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"Wie flin roter Vadtn. li^kt sifiti durch das Werk die VonteUuig von 
d«r. OkoBOUue in der Wiiaeiudiaft^ Ton der Ökonomie des Denkens. Qende 

der Mathematiker wird diesem Gedanken lebhaft zustimmen. Geht doch 
die moderne Entwicklung der Maflif^miitik darauf aus, ÜlirrtragtmgsprinzipieE, 
Verwandschaftsprinzipien aufzutindon, welche gestatton den unerschöpflichen 
Reichtum an Gleichungen und Beziehungen in wenige Formeln zu kündcn- 
lieran» Ahnlkiie Gedanken wann ee anoh, wddie Hermnnn GrnBmnnn 
den gewnitigen Flu faesen Ue^n, ^e die exikton Wieeenachaflen nm> 
fusendc Ansdehnungslehre zu schaffen: Eine und dieselbe Graßmnnnsche 
Fomipl tiibi-t, je nachdem sie durrh die Brill« äür Geometrie, der Kinematik, 
der Dynamik, der Elasti/itüt, der Uptik, der Elektrizität u. s. W, betrachtet 
wird, zu Sätzen und Beziehungen der Zweigwiasenschaften. 

Literessant ist es anoh an der Hand der Toiliegenden DarsteUnng an 
beobachten, ine die Mechanik in ihren Anfingen durdians den Namen einer 
tecJmisdhen MechanUc verdient, me sie nch aber allm&hlich unter dem 
Einflüsse von Newton und Lagrange in eine mtrofr'mn^fh'' umwandelt, eine 
Beobachtung, die um so interessanter ist, als die augenblickliche Entwicklung 
voraussichtlich wieder zu einer Betonung der technischen Seite führen dürfte. 

Berlin. E. Jaumke. 



A. Föppl. Dio Moohuük im neunaehnten Jahrhundert. München 
1902, E. Reinhardt. 

In einem akademischen Festvortrag schildert der Redner in kurzen 
Zfigen die Foitseliritte, weldhe die Entwicklung der Hedianifc im nenniehnten 
Jahrhundert anfimwnsen hat. Er weist darauf hin, daA sich die Mechanik 
eines Erfolges ersten Banges nicht i-ühmen kann. .,Waa bei ihr geleistet 

wurde, verdankt man nicht glücklichen Fimden Tind glanzvollen Entdeeknucen, 
sondern einer unermüdlichen wissenschaftli i en Kleinarbeit, die einci-s>eits 
auf eine bessere Begründung und Bel'esUgung des von früher her über- 
nommenen Lehrgebttndes, andererseits auf den stetigen weiteren Ausban 
und auf die Nntsbarmachung dieses Besitses gerichtet war**. Insbesondere 
mußt« der rein astronomisf^e Charakter, welchen die MiHihanik wihrand 
des achtzehnten Jahrhunderts angenommen hatte, einer mdir toflftfHSohm 
Richtung Platz machen. 

Zum Schluß erörtert der Redner den Einfluß, welchen dio Mechanik 
auf alle anderen Katorwissenschaften und selbst die Philosophie ansgeBbt bat 

Berlin. B. JABmar 



Bernhard Sellenthin. Mathematieoher Leitfadea mit besonderer 
BerOeknliihtlgiiiig der MmTScatton. Auf Veranlassung der Kaiaeri. 
Inspektion des Bildnngswesens der Marine. Leipsig 1902, B. G. Teuhner. 

XT w. 450 S. 

Der Verfasser hat in gcschicktfi- Weiso die Aufgabe, in die Mathematik 
und zugleich in die elementare Schirtanrtskunde einT-nfl^hren, dadurch gelöst, 
daß er den abgeleiteten mathematiscben Sätzen sofort nautische Übungen 
folgen läßt. Man gelangt so unmerklich zur Kenntnis einer großen Zahl 
von Begriifen, die in der Scfaü&khrtskunde eine Bolle spielen. Bei dem 
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iMotigen BflitralMii, »neh du Navtik in den Kreis des ünterriehts m aehen, 

wird mancher Lehrer flas Buch mit großem lateresse lesen. Man kann aus 
ihm vielen Ül)ungsstoff schöpfen. Bohandelf werden in den fünf Abschnitt«'n: 
Al^(>hra, Planimetrie, Trigonometrie, Stereometrie, sphärische Trigonometrie, 
und zwar das Mathematiaohe in der gewöhnlichen Weise. Die beiden letzten 
Abflchnitte enthnlteii in ikren Anwendongen die Omndbegriffe der Astronomie. 
Aneh die Meriratoifwojekfcion wird beqnoelien. Hierbei miiA idi nuf einen 
Fehler eingehen, der sich 8. 329 befindet Der Verf. projiziert die Kugel- 
oberflächp rom Mitteljninkt ri'if dnn Cylinder, der den Äquator berührt. 
Das Bild auf dem Cylinder ist nicht konform: ps ist zu sehr auspinander- 
gezerrt in Richtung der Achse, deshali) muü man die Abst&nde zum At^uator 
za Terkleinera. Im Buch steht vergröBern. Die Mängel, die ich tonst 
noch gefimden habe, und geringfügig nnd nur ftoBerlicher Natur, sie lassen 
sich auch bei der zweiten Auflage sicher vermeiden. Der Verf. erläutert 
i. B. die Af^'^lition und Subtraktion, iiidoin or die Zahlen als Str«'<'kfn dar- 
stellt. Das fuhrt ihn boi der Multiplikation nur zu doni einen Fall: daß 
eine Strecke a mal genommen wird. Nachher gibt er aber an, aus dem 
von ihm aufgestellten Begriff der Holtiidifcatioii folge die Bogel ah — 5a. 
Ei Innnmen auoh wiederhdit sdiiefe und ungew^Hmliehe AnsdrAoke tot, s. B. 
dnrch einander dividieren, durch mehrere Zahlen dividieren, hja gelesen 
als & in algebraische Zahl statt relativ^? Zahl u. s. w. Ffmer ror lmet der 
Verf. in der sphärischen Trigonometrie noch durchweg mit s»c und coscc, 
während doch die meisten Lehrbücher der Mathematik und auch das Buch 
von Bolte [Nautik] diese beiden Funktionen lingst Uber Bord geworfen 
haben. Aneh kOnnte manches kfiner geftBt werden, z. B. der Sats vom 
Nebenwinkel. — Dooh« wie gesagt, diese Ausstellungen beeintrHchtigen nicht 
den Wert des Buches, und wenn der Verf. eine Reihe der neueren Lehr- 
bücher mit seinem Buch in Brzug aul Aiü^dnick und Bezeichnung verglichen 
haben \nrd, wird er später die gerügten Mängel vermeiden. 

Dortmund. H. Kühne. 



Mahler. Physikalische Formolsammlung. Leipzig, Göschen 1901. 

(Sammlung Gösehttn Nu. l'MV) '202 S. 80 Pf. 

In dem kleinen Werke sind mcht nur die Formeln der Physik ungeftihr 
in dem ümfimge, wie sie auf dem Gymnasium durehgenommen zu werden 
pflegen, aufgestellt, sondern die meisten sind wwsk und zwar in klarer, leicht 

verst&ndlicher Weise abgeleitet. Bei einigen wenigen, z. B. dem Mirnnium 
der Ablenkung eines Lichtstrahlen durch das Prisma, würde der Referent 
bei einer zweiten Auflage die Altieitixng noch hinzugefügt wünschen. Hei 
den einzelneu Größen ist stets die Dimeusion derselben angegeben, bez. ab- 
geleitet Für Bepetitionen ist das Buch recht lu emp&hlen. 

Chemniti. H. Willobod. 



G. Rost, Theorie der £aemajmachen Thetafunktion. Leipzig 1901, 
B. G. Teubner. IV u. 6(i 6. 4*. 
Die in der Überschrift genannte, mit FaehkenntBis gesohriebeae M<mo- 
gn^hie stellt sich eine doppelte Aufgabe^ Erstens sollen die fundamentalen 
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Sätze über die Riemannschen Tlielafunktionen im Verpino mit den ent- 
sprechenden Sätzen aus der Theorie der algebraischen Funktionen im Zu- 
sammenhang dargestellt werden, wobei es nicht umgangen werden kann, 
schon Bekanntes, wenn aoch teflwdse in neuer Fenn, wieder absnlmtai. 
Zweitens, nnd das ist als die Hauptaufgabe za beaeidinea, welche die eiste 
als naturgemäße Konsequenz mit sich führt, sollen einige Lücken an^föllt 
werden, die sich in den bisherigen Arbeiten finden. Dicso Lücken beziehen 
sich auf die Betrachtung spesüeller Pimktsjsteme c und zwar auf solche, 
fiir welche: 

in der Fläche T' durchweg inil Auii zusammenTäilt. Dabei ist unter T" 
diejenige era&ch xnsammeDhängende Flidie ventandmi, die ans der ent- 
sprechenden Riemannschen Fl&che T mit Hi]& passend gewählter Quer- 
schnittssjsteme entstanden ist. Es werden vor allem die Darstellongen dieser 
Konstantensysteme durch tt-8ummen von beliebiger Gliederzahl ontersucht 

Dresden. M< Kbause. 



Hermann Schubert. Niedere Analysis. Erster Teil: Kombinatorik, 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Kettenbrüche und diophantische Gleichungen. 
(Saramlnng Schubert V.) T^eipzip 1902, Göschen. 
Das Buch gibt von den im Titel genannt<»n Dis/.iplinon eint^ klare, 
leichtverständliche Darstellung. Es ist für Primaner höherer Lehranstalten 
bestimmt, Hetet aber mdir (in der Wahrsdieinlichlceitsreohnnng z. B. „Foroe 
majeure-Probleme'*, „Ursachen-Probleme", „Glaubwürdigkeits-Probleme", unter 
den diophantischen Gleichungen auch solche zweiton Grades, die einer mehr 
elementaren Behandlung zugänglich sind), als in der Prima im allgemeinen 
durchgearbeitet zu werden pflegt. Während der vorliegende Teil es im 
wesentlichen mit rationalen Zahlen zu tun hat, sollen im angekündigten 
sweiten Tdle das Lrratumale nnd im Zusammenhang damit das Tertnder- 
Uche die Hauptrolle spielen. 

Berlin. 0. FIbbsb. 

0« Bziobek. Lehrbuch der analytiachon Qoometrie. Zweitor T il. Ana- 
lytische Geomotrio des Raumes 314 S. 8". Braunschweig itM)2. Mk. 

Der erste Teil dinses Lehrbuches hat vielfachö Anerkennung gefunden, 
und seine Vorzüge sind auch in dieser Zeitschrift (Bd. 2, S. 205) gewürdigt 
worden. Im Tcnrliegenden «weiten Teile sind die GosichtspunliAe und die 
Danrtellttng des Verfassen dieselhen geblieben. Beoht exfimilieh ist wiederum 

die breite AusiUhrung der Grundlagen (die Figuren könnten freilich gerade 
hier plastischer sein) und die übersichtliche Anordnung der vom Studieronden 
häufiger gebrauchten Methoden und Formeln. Die Geometrie der geraden 
Linie umfaÜt allein 48 Seiten; außer den allgemein üblichen Entwicklungen 
werden hier nimlidi die PIfickerschen Koordinaten und die Komplexe ersten 
Grades (Nnllsjstem) im engen Ansohlufi an die Mechanik Torgetragen. Die 
Diskussion der allgemeinen Gleichung zweiten Grades wird durch ein aume- 
rischcs Beispiel illustriert und durch eine g\ite f^iorsirbt der möglichen Falle 
erleichtert Die Frage nach den berührenden geraden Kreiskegeln leitet eine 
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•ntigedelmie fiehandlung der konfokalen Flächen ein. Den Schluß bildet 
fltiM kone Übenioht 1lb«r die projektiTen Eneugungsweisen d«r Fliehen und 

Banmkurven. 

Referent mörhto freilich glauben, dnß »'in so weites Oebiet ein umfang- 
reicheres Buch erfordert hätte. l'nrant niuLite der Verfasser wohl aus 
äußeren Kücksichten verzichten, und man kann sich daher nicht wundem, 
da8 bttii^ flüchtige und dem Stadienndeii vlelleidit wenigsagende An« 
deotnageii an die Stelle der Ansflllirung treten mnflten, vnd dafi numehe 
Theorie da abgebrochen werden mußte, wo die eohOnsten Früchte noch su 
ernten sind Möchte das Buch viele Leser finden, die nachher zu höheren 
Quellen aufsteigen. 

Berlin. Richard Müller. 

Slogmniid Ofinther. Geacliiobte der anorganischen Naturwiseen- 
sohaften im neunxelinten JahrhuLndfirtb Berlin lOOl, Georg Bondi. 
Wenn die rührige Verlci^'^buchhandlnng, die das Bild des neun/rlmtcn 
.Jahrhunderts in Einzeldaisteliimgen von einer Keihe nanihatter Schritt^UUer 
zeichnen läßt, die Geschichte der Wissenschaften, die dem Jahrhundert 
seinen Nauen gegeben haben, der KatarwiBseneehaften und insbesradere der 
nicht bidogiechen unter ihnen, einen einzigen Gelehrten zu schreiben be- 
auftragen mußte, so konnte keiner gefunden werden, der, wie der Verfasser, 
auf so vielen Gebieten sich zu Hause fühltv, so viel Einzel kenn tnisse gesammelt 
hat. Dennoch möchten wir nach eingehender Lektüre desselben fast glauben, 
daB gande die Suunnie der Biwelheiten, die in dieaem Bnche aufgehäuft ist, 
der Klarheit dea Geaamfbüdes nidit gerade forderlich geweaen iat Tha 
Bach 8oU doch wohl den Laien, die sich über den Entwicklungsgang einer 
•Tor jf'waltigen Entdeckungen des Jahrhunderts unterrichten wollen, die 
Ml <_'!] 1 keit treben, dies auch ohne eingehendos Vorstudium zu erfalireo. 
Wir türchten indessen, daß dieselben, erschreckt von der Fülle des auf einer 
Seite dee Buches snaammMigedrlngten Materiala und der Menge der Vmduae- 
namen, die ihnen begegnen, sehr bald von diesem Versuche abstehen werden. 
Es sind auf den 943 Seiten, welche das Buch umfaßt, nicht weniger als 
3400 Namen citiert, wie das Register ausweist, und davon kommen pinisfe 
g^eu 40 Male vor. Dennoch wird fQr denj' tucm n, der auf dem Gebiete 
der exakten Wissenschaften kein Fremdling lät, das Buch sich als Nach- 
achlagebnch ausgeieichnet bewihreii. Holfentlich ist dieser Leseifareis groB 
genug, um dem Buche die Verbreitung zu sichern, die wir ibui \^ilnschen. 
Für die Leser des Archivs ist das 3. Kapitel, welches die ,. Mathematik im 
19. Jahrhundert" als das Instrument der Naturwissenschaften behandelt, trotz 
Miner im Hinblicke auf den Cregenstand des Buches verständlichen Kürze 
oiefat ohne Wert PreiUoh mitersehütrt dar Verihsser die Bedeutung eönielnar 
Zweige der Mathematik für die Naturwissenschalten. Dahin rechnet er die 
Untersuchungen über den Geltungsbereich der unendlichen Reihen, während 
pr doch selber spr>h-- Seiten später die Bebnuptnnn anfstelll , daß die Inte- 
gration der Ditferentialgleichnngen sich ,,inimer mit einer die Bedürfnisse 
des Fragestellers deckenden Genauigkeit durch eine Beihenentwickelung er- 
xwingen IlBt^. Wenn dies richtig wire, wie es s. B. fOr das DreikOrper- 
problem leider noch lange nicht gUtf so wIlBte man sicher den Geltungs- 
bereich dieser Beihen festsostellen, um aus ihnen Bchlftsse an neben. Die 
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Wichtigkeit solcher FräliminarieD erheUt aus den Untersuchungen von 
Poincare über eben jenes Problem. Deshalb sind auch die üntersuchongen 
über die Stabilitit des n«utoiiByitenn mid insbesondere diejenigen Uber 
die Kfmstnnz der großen Adtten (S. 100) noch keineswegs sa einem be- 
friedigpndpn Ende geführt, worauf schon Jacn>i'' aufmerksam rfmaclit hat. 
Bei der Aufzählung der Mathematiker am Anfange des Jahrhunderts ist 
J. F. Pf äff, der wohlverdiente Lehrer eines GauB, ausgelassen. Im ftbrigen 
wird dio DnntaUung den grofien mathematiBchen Eatdecfcnng«! dieses Jaltr^ 
hnndeiis ~ Lngrnnges Mechanik (1. Aufl. 1788) gehOrt hier fireiUch nidit 
mehr her — dvnluHu gweebt» soweit dieselben wat die Nntnrwisewisehnften 
TOn Einfluß gewesen rind. 

Gharlottanburg. H. Samtbe. 

Krifleh. AntfonomlMliM Lnslkon. Anf Grondlnge der nenesten For- 
schungen besonders der Ergehnisse der Spektralanalyse und der Himmels- 
photogi-aphie. VI u. 629 S. Mit 327 Abbildangen. Wien 1902, A Hart- 

lehen Prf^is 10 Mk. 
WiU man die Fortschritte, die das Wissen vom Hinmxel m den letzten 
Jahrzehnten gemadit hat, sich handgreiflich machen, so kann man nidbts 
Besseres tun, als dieses Bneh nüt einem Shnliohen tot 1860 ersofaienenin 
Werke vergleichen. Der Referent holte also ans der verstaubtesten Ecke 
seines Bücherhrettes Nürnhergers popnlüres astronomisches Ha rif^ Wörterbuch 
hervor, ein für seine Zeit recht gutes, etwas geschwätziges Buch von 1800 Seiten. 
Damals war die Himmelskuude im wesentlichen Astrometrie. Die physikalische 
Natur dftr HimnielskArper war, obgleieli Frannhofersdie Fsmiinirs eine 
Reihe fstner Details anf ilinen geseigt hatten, ein BntAi mit rieben ffiegela. 
Brst seit dcT Erfindung der Spektralanaljrse und der Verfeinerung der plioto- 
graphischen Technik (die erste Sonnenfinsternisaufiiahme wurde 1851 gemacht) 
wurde die Astrophysik als neue Provinz an die Astronomie angegliedert 
Welche Ausdehnung das annektierte Gebiet inzwischen angenommen bat, 
zeigt das Torliegende Buch fast anf jeder 8«te. Aufler mner rasaaun«' 
fassenden Daistellnng der Photographie des Himniels und der Spektral- 
forschung, die durch viele schöne Ahbil düngen erläutert werden, finden wir 
hol «Ion eiTT/elripn Objekten, inshesonth i ■ der Sonne, den ne^iesteTi Standpunkt 
der Wissenschaft durch die Tatsachen und durch Bilder erläutert. DaWi 
kommen die Zweige der älteren Astronomie keineswegs zu kurz und werdai 
in einer fttr Laien, fflr cUe doch das Bnoh bestimmt ist, recht eingehende 
Weise besprochen. So sind die astronomischen Instrumente and die Alt 
ihrer Benutzung ausführlich behandelt. Um recht wenig hei drn Tupfern 
vorauszusetzen, h.if der Verfasser sogar einen Abriß der ebenen und der 
sphärischen Trigonometrie und zur Kontrolle der durchgeführten Bechnungen 
eine Tabelle der Tierstelligen Werte der Funktionen angenommen. DM 
kann man mit ffilfe des Buches aemlich tief in die reimende Astronomie 
des HlmmelB eindringen: das seigen z. B. das Kepl ersehe Problem, die Be- 
stimmung der Finst^raisse und Newtons Ableitung der Oravitation. Fl^r di» 
St^runpen hat der Verfasser die geometri.«chen Sätze nach Airy ziwaniraeo- 
ge&l«llt, truilich ohne Beweise, die auch den UmCang des Buches zu sehr 
vennehrt bitten. FUr einige Anhtnge, die die Elemente der Planeten uad 
Kometen wiedergeben, werden viele Leser dankbar sein. Lnrtamer find ui 
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luebt bflfegnet, anOw daß der YerCuser einige Tentorbene Astronomen nicht 
tweiti als Mlche ftuffllhrt Dem Befennten erweist er su Tiel Ehre, indem 
er ihm die Eastossohe Aulfiuniiig Uber die aUgemeiiie Gestalt der ]Glch-> 

itnBe zuschreibt. 

Oharlottenbnrg. H. Samtbr. 

€bUl60F«mrto. Viwmeehaimehe Gyandlagm dw Makteotetihaik. 

Leipzig 19D1, R 6. Teabner. 858 S. 13 Hk. 

Die Vorlesungen des frOb verstorbenen Galileo F(>rraris, der seinen 
Namen dauernd mit <^er wissen snlmftlichen Technik vt rlvnfipft hat und der 
in Fachkreisen besouders dui'ch seine grundlegenden Arhoit^'n über mehr- 
phasige Wechselströme bekannt geworden ist^ haben au Uerru Leo i iuzi 
einen liebenroUea Bearbeiter geftmden. Die Torliefende deatsdie Ansgabe 
zeugt von musterhafter Sorgfalt in der Darstellung überhaopt, wie in der 
Klarheit und Bestimmtheit des Ausdruckes, und deutsche Leser werden daftlr 
Dank wis.sen, daß ihnen die Vorlesungen des hochgeschätzten £lektnkerB in 
so würdiger Form geboten werden. 

Zweck und Ziel des Werkes sind durch den Titel hinreichend gekenn- 
uiehnet. Es will die phjBnkalisdien Ornndlagen sn rationeller Arbeit in 
der Elektrotechnik bieten , Shnlioh wie das vor einigen Jahren erschienene 
Buch vnn f?pnischke: es ist aber betr-uhtlich umfanpreicher nis dieses, 
holt weiter aus und kann anch näher auf manche Einzelheiten eingehen, 
die dem praktischen Bedürfnisse zunächst noch ferner liegen. Wie dankens- 
wert und nftfadieh iznmer die einheitlicfae geseUosseiM Belundlimg eines 
grilBeraa Gebietes dnrob einen bedeutenden Fadunann seos wird» und swar 
nicht nur fär Lernende, braucht hier nicht erörtert zu werden. Die Elektro- 
technik im he^ond^ru hat nach ihrer stürmischen Entwicklung aller Anlaß, 
solche abgeklärten Darstellungen willkommen zu heißen. Nicht überHüssig 
aber erscheint es, einige Worte über die zum Studium des Buches erforder- 
liehen Vorkenntnisse sa sagen. Es macht toh der hSheren Analysis nur 
einen bescheidenen, nicht über das Bedürfnis hinausgehenden Gebrauch; um 
so mehr aber muß betont werden, daß eine lebendige Einsicht in die physi- 
kalischen Erscheinungen, die hier nach Zahl und Maß behandelt werden, 
vorausgesetzt werden muß, wenn der Leser einen rechten Nutzen von der 
scfaOnen Darstellung haben soll. Es würde einen Mißbrauch bedeuten, wenn 
man das Buch snr ersten BinfShnmg in die Eäektiintttslelire benntsen wollte. 
Fftr solohe sehr eleganten, sehr einfachen, aber auch abstrakten Entwiok- 
Inngcn, wie sie beispielsweise df^s erste Kapitel bringt, hat nur der Leser 
Verständnis, der aus der Kenntnis der wesentlichen konkreten FHlle eine 
abstrakte Darstellung als die höhere und umfassendere zu empfinden vermag. 

VieUeieht wird der Standpunkt des Buebes duieh Gegenttbentdlung 
▼enddedeno' Behaadlungsweisen desselben Gegenstandes am besten etUutert. 
Es wird wohl nicht bestlüitett werden, daß gerade die wichtigsten Gesetze 
7i!n^rh<=t 7wrrkmäßig mögliehst unmittelbar und möirlichst eintRcb ahfjelpitet 
werden sulheii. Denn erst das Bewußusein, das Cit-setz auf kllrzestem Wege 
auf Grunderscheinungeu zuiückfübren zu können, gibt das Empfinden ge- 
sieborten Besitses. Nnn lft0t sidi beispielsweise dM Geeets der lUdsttrke 
langer Solenoide ebenso einfadi wie anschaulich unmittelbar aus dem Biot- 
Savartscben Gesetse gewinnen. Ausgehend too einem knnen Boknoide 
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kann man zeigen, sw«6tanS8ig unter Banutzung der KnfllimaQTOntellang, 
daB mit waebiandar LKnge dia geiamta Eraftwirkni^ dM Solanoidai malv 

und mehr in sein Inneres verlegt wird, daß gleichzeitig die Faldstirka in 

den Quorachnittsteilen immer glcichinäßifjer wird. Für ein genügend lan^oe 
Bolenoid ergibt dann der ArbeitsbotrrilV in Bezug auf den Einheitspol di« 
bekannte Formel, ohue alle liechuuiig. Ist aui' didBe Art das Gefiibl für 
die physikaJiadie Bedentimg dar Formel geweckt) dann ont gewinnt aolche 
Ableitung, wie sie der Yorfuaet ^bt, ihren wirklidien Wert. Er geht 
nämlich in bekannter Weise aus von der Äquivalenz magnefischer Schalen 
mit elementaren Kreisströmen xmd gelangt durch die übliche Vorstellung 
der Bchichtung vieler Schalen zu der gesuchten Formel. Auf der zweiten 
Stufe der Erkenntnis ist nunmehr allerdings die Wi^umehmimg des Zn- 
sammenhangee der von verBchiedenen Grandlagen ansgeliendai Begiift 
besonders wertvoll Boilllufig sei übrigens bemerict, daß die zweite Art der 
Ableitung nicht etwa dnrrh i^rößere Strenge gmndsiitzlich überlegen ist 
Vielmehr bereitet der überzeugende Nachweis der Acjuivalenz ausgedehnt«^ 
Kreisströme mit magnetischen Schalen Schwierigkeiten, die nicht immer 
genügend gewürdigt werden. 

Gleidmweifle mit BOokssckt auf die xaklreidien Stndieranden, die m 
dem Werke Ferraris' greifen werden, wie ihnen auch nicht genug empfohlen 
werden kann, möge hier eine Bemerkung einge^schoben sein üb^r dif Rolle 
der Vektorenrechnung, deren rjnindbegriflfe das erste Kapitel emleiten. Diese 
Grundbegrifife sind ja in der Elektrizitätslehre auch kaum mehr zu entbehren, 
und die Vektorenreehnnng wird znr quaatitatiTen Behandlung der kompli- 
aorteren En^einongen naturgemäß mehr und mehr Eingang finden. Nvr 
muß gesagt werden, daß weder diese noch sonst eine formale Behandlungs- 
methode unmittelbar eine neue Einsicht in das physikalische Wesen der Er- 
scheinungen geben kann, damit nicht der noch Unkundige versäume, sich 
zunächst über die einfachsten Erscheinungen gründlich klar zu werden. 

In der Einteflong des Stoffes folgt das Bneh dem ttbUc^n Gange, 
indem smAchst die Elektrostatik^ der elektiische Strom, Magnetismus und 
Elek'tromagnetismns behandelt -ind, darauf di^^ penodisch vevinderiichen 
Ströme, endlich die elektromagnetischen Schwingungen. 

Im ersten Kapitel werden nach der schon erwähnten Einleitung in die 
Vektoxmethode die rnn meebanisehen Begriffe Kraftflitll, Potential, die Sitae 
von Stokea, Green, GavB v. a.w. wlftntart Die Hitteilnngen ans der 
Elektrostatik im folgenden Kapitel sind im wesentlichen bestimmt durch das 
Ziel des Buches und gipfeln deshalb in der Behandlung der Kondensatoren. 
Der Abschnitt vom elektriJ5chen Strom bringt wie üblich das Ohrasche 
Gesetz, die Strom Verzweigung, elektrihche Arbeit, und gibt am Schlüsse 
einiges ans der Elektrolyse. 

Daß die Abschnitte über Magnetismus und Elektromagnetismus den 
verhältnismäßig größten Raum des Buches einnehmen, erklärt sich ebenso 
aus seiner Bestimmung. Bei dem immerhin beschränkten Umfange des 
ganzen Buches (350 Seiten) können natürlich keine Sonderfälle behandelt 
werden, wie sie die physikalische und technische Pnuds bietet Daftr sind 
aber, wie in allen Teilen des Boches, die Qnudlageii mit groBer SofgMt 
entwickelt und mit ebenso großer Klariieit daigestellt. Die Behandlitagt- 
weise könnte ttbngens wieder die Frage anregen, woher es wohl konune» 
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daß die FAradfty-Maxwellsohe Kraftlinieimietlioda mehr bei den germa- 
maohaii Völkern, wie es scheint, als bei den romanischen in Aufnahme ge- 
kommen ist. Der Autor benutzt diese Methode wob!, nber docb eigentlich 
nur als einleitendes Mittel zur Veranschuolichung, wiiiirend sie bei uns und 
besonders in England doch schon den Charakter einer quantitativen Methode 
tngmoiniiieii ]»i Die Seche idlMt gewinnt natürlich durch Teischieden' 
artige Behandlung, nnd der einBeitigen Henrscheft einer Hetibode soll gewiß 
nicht das Wort geredet werden. Aber fftr die praktischen Sonder^Üle er- 
weist sich doch die Kraftlinienraethode so zweckniilßi^, daB man gerade in 
dem vorliegenden Buche einen Beitrag /.u ihrem weiteren quantitativen 
Aashau, dessen sie noch sehr bedürftig ist, gewünscht hatte. Der vor- 
imgend MialjtibelwB Bebendlungsweiee wie auch der ganzen Anlage dit 
Bndiiee entsprechend, werden auch Analeren rar Erlintcnmg nur selten 
berangeiogen, und deshalb sei zu den einheitlichen und durchsichtigen Ent- 
wicklungen über veränderliche Ströme nochmals bemerkt, daß /.u ihrem 
wirklichen Verständnis und zu ihrer verdienten Würdigung eine anschauliche 
Vorstellung der physikalischen Tatsachen vorher gewonnen sein muß. 

Das letrte Kapitel fiber elektromagnetische Schwingungen enthslt die 
Ifaxwellsdie lidittheone» die Hertsschen Venodhe nnd die Waadwong 
der Energie nach der AnfBusung von Poynting. Ein großer Teil des 
hier Mitgeteilten hat ja nun auch schon praktische Bedeutung erlangt, und 
wegen der noch nicht häufigen übersichtlichen Behandlung dieser Gebiete 
möchte von manchem der letzte Teil des Buches am meisten geschätzt 
werden, selbst wenn er nicht unbedingt den Ansichten des Anton bei- 
pflichten kann. Namentlich das Verhältnis der Modelle und Analogi«! au 
den Gleichungen von Maxwell nnd Herta wird nicht allgODtain im Sinne 
des Autors autgefaßt werden, und sein Ausspruch „eine Theorie ist um so 
waiirscheiuliLher, je abstrakter sie ist" wird in dieser Form wohl berechtigten 
Widerspruch finden. 

Berlin. A. Rotth, 

A. FÖppl, Oraphisohe Statik. (Vorlesungen über technische Mechanik, 
Bd. II.) Leipzig l'J(Jü, B. (i. Teubner. 452 S. 166 Figuren im Text. 

,^fit diesem Bande gelangt das ganze Werk, das vor drei Jahren mit 
der VerötfeuUichuug des dritten Bandes begonnuen wurde, zum Abschlüsse . . . 
Ifon darf bei der Beurteilung des Werkes nach dieser Biditung hin [Aaswahl 
dea BtfrfFea und Darstellongsweise] nicht vergessen, daB es m.fk um Vor- 
lesungen über technische Mechanik handelt, die nur in etwas erweiterter 
Form vprrit!<^nt1i('ht wnrden. Woitergehende Ausfuhrungen . . . darf man 
in VoiltsiUiigen, di« für Studierende der ersten vier Semester gehalten 
werden, nicht erwarten." ^Aus der Vorrede zu dem vorliegenden Baude.) 

Enter AbtiMIL Zusammenratzung und Zerlegung der Krftfte am 
materiellen Punkt und in der EbenOb 

Nachdem in § 1 und 2 Zusammensetzung und Zerlegung der an 
einem Punkte angreifenden Kräfte ^gleich für Ebene und Raum behandelt 
sind, geht der Verfasser in § 3 unmittelbar zum Crcmona scheu Kräfte- 
plan über. Diese Anordnung ist für ein Lehrbuch aus didaktischen 
BUckriditeB als eine sehr glückliche sn betraditen. Der Krilfteplan flUirt 
den Lernenden unmittelbar in mediam rem und gibt ihm eine Vorahnung 
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Ton der rnnfmwwidOT Tragweite des gzapliisdben VerÜBlireiis; dntdi dat 
Bfthandlnwg reizvoller praktischer Bospiele wird das Intera^ gew»^ 
zugleieh Bchllrft sich das VerdftadniB für die geometrisolie Sammierang 
der Kräfte, die trotz ihrer prinzipiellen Einfachheit dem Hörer vii>ltacb 
nicht gelSutig ist und gleich zu Aufniis? nicht gründlich genug betrit-ben 
uüii geübt werden kann. Auch \'oin m athematischen Gesichtspunkte aus 
28t die rein algebreiBdie Krtfteserleguug und Zusanuneneebnuig eiafiulMr 
als die graphisdhen IntegraÜmuYerfSahren, die ridi als wichtige Anwodimgea 
unmittelbar an die Theorie dos Seilpolygons anzuschließen pflegen. 

Die BehandltniLr des Ki^fteplanes ist relativ ausführlich, aber nach 
An^iiiht des Reiereuten zu theoretisch. Die Kriterien für Zug und Druclc- 
Spiumung, die erfahruug:»geuiäii dem Anfiinger grolle Schwierigkeiten miuüiea, 
ferner der UmfUinuigaBinn an Bjioienpiuikten und Ghirtnngen (um die 
richtige Anordnung der Stahqiaannngen und SuBeran Krifte zu finden) 
nnd viel zu knapp oder gar nicht erörtert, während der ansföhxlicbe 
Existenzbeweia dea redproken Planes an dieser Stelle noob kaum Tenftanden 
werden dürfte. 

§ 7 bringt die Zusammensetzung vuu üruiteu in. der Ebene ohne Seil- 
polygoD, § 8 Zerlegung einer Kraft nach drei Biehtongen nach OulmaoBS 
Verfahren und der Bitterschen Homentemnethode. Im Interesse der SeUh 
sitndigkeit des Werkes diLrfte es liegen, den Begriff des statischen Momentes 
zu erliliit^rn und die Momentensätze , die hier !)pnutzt werden, graphisch 
herzuleiten, statt auf die anderen Bände zu verwfi.-^eu. 

in § ^ huden wir die Kittersche Methode auf Fachwerke uül Grund- 
figur, speziell den Folonceau*Daohstnhl, angewandt Unter den Anfgaben 
wird ein ähnliches Beispiel durch Zergliederong des Fachwerks in einzeliie 
Scheiben gelSst. Dieses letatere Yexfiüirem hstte Tiell«eht besser im Teit 
Aufnahme gefunden 

Der iiweito Ab.scimitt ist dem Seileck gewidmet und beginnt uut der 
Zus^jumensetzuug von zwei Kräften (§ 10). Über den Fall von n Klüften wird 
nnseres Eraehtens zu flftchttg hinweggegangen; allerdings findet der Lernende 
in den Beispielen genftgend Gelegenheit, sich anch diesen klar zu machen. 
Die Gerade, auf der sich zwei Seilpolygone schneiden, kommt in § 11, 
wieder nur für den Fall zweier Kräfte, zur Retrachtung. An dem Beweis 
ist folgenden auszusetzen: Er stützt sich, wie üblich, auf den Satz: ^yLaufm 
in mei vollständigen Vierecken fünf Paar Säten paräUd, so trifft dies emA 
ßr das leUte Paar mtJ* Die Ftoning dieses Saties ist anToUsttndig, wie 
die nebenstehende Figur zeigt. Eine präzise Formnlieruttg verlangt ans- 
ftthrlichere Betiachtung derartiger Vierecke. Will man dieselbe vermeiden, 
so kann man den Satz über die Achse zweier Seilecke «jraphostatiscb her- 
leiten. Das wäre hier jedeufallä das natürlichste; denn Herr Föppl hat 
den beanstandeten Viereckssata dorch eine statische Betrachtimg bewiesen, 
kann ihn also direkt anssehalten. Eine Schwierigkmt wflrde'sidi dab« 
herausstellen: Der rein graphostatisdie Beweis für den Sati tob der Achse 
zweier Seileckc wird nämlich dann am elegantesten, wenn man iu jedem 
Seilstrahl zwei gleiche entgegengesetzte Krilfte sieht. Die.< tut aber Hen- | 
Föppl nur mit dorn ersten Seilstrahl, während er die analoge Auffassung i 
ftr die andern SeilBtraUen ansdrfidEÜfih verwirft. Meines Wissens ist die 
AnfCuBong des Seilecks als eines wirUiehen Geleukpolygons so allgemem 
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gangbar, dafi sie nicht ignoriert werden darf, selbst wenn der Var&aier 
ihr «ne andere yoniehi 

Es folgen: § 12, Zerlegung paralleler Kvtfbe nftoh zwei Riohtongs- 
liaien, § 13 — 15 Seilkurven, ihre Differentialgleichung und die Kettenlinie. 
Die Gelegenhoit, an der KettenUnie die ganze Klegan/. der geometriacken 
Betrachtangsweiä& zu zeigen, hat sich der Vertaäs«r entgeheu lassen. 

§ 16 f, die Momentenfläche (in eleganter und prtLdser Darstellung) 
f 18 — SO Ennittehu^ Ton TriLgheitaDomenteii, elutuchen Linien und 
FlAeheninhalten durch Seilpolygone. Es folgen 10 Aufgaben. Bei Auf- 
gabe 15 ist die zweite Lö.sung nicht angenähert, sondern falsch. Sie darf 
nur rar Ermittelung des Durchhanges angewandt, die Spannung des Beiles 
dagegen nicht unter Vernachlässigung des Eigengewichte» bestimmt werden. 
Aufgabe 16 ist nur eine Wiederholung des Textes. Es könnte zum mindesteii 
die Kmre nntonnicht werden, duroh die in diesein «nfiwhen FbU die 
Momentenfläche begrenzt wird. 

Der dritte Abschnitt behandelt die Kräfte im Raum, und zwar das 
Kral'tkreiu und das KrJiftepnar in § 21 — 23. Die Auffassung des Kräfte- 
paares als einer unendlich kleinen unendlich fernen Kraft bliebe besser 
ganz weg. VerfaiBer bespridit sie ohnehin sehr fltlchtig. 

Bei der ZtuammenBetiang von Knftepaaren wird ein ParaUeU^(nunm 
in ein inhaltsgleiches verwandelt. Die hierbei angewandte planimetrische 
Konstnüctiun wird im Beweis gar nicht beimtzt, ist also überflüssig. Der 
Verfasser hätte sip aber graphostfttiflch deuten and dadurch den Beweis 
eleganter gestalten können. 

Als einer dar besten Abschnitte darf § 24 gelten, ^r an der Hand 
der bsileserlegung die Eigenschaften des Nnll^rstems mit einer Dureli- 
sichtigkeit und dabei so elementar behandelt, wie es die synthetisohe Geo- 
metrie nicht vermag. Es folgen in § 25 Pralitisehe Ausfühning und 
spezielle Fälle der Zusammensetzung, /. B. bei hyperboloidischer Lage, in 
§ 26 das Kraftkreuztetraeder, in § 27 die Zentralachse eines Kräftesjstems, 
in § 28 analytische Behandlung. 

Zn erwämen ist, daB von allen diesen theoretuohra ErOrterongen in 
dam ganzen Werke keine Anwendung gemacht wird. Auf die Scbursofae 
Metiiode, den Krüfteplau mittelst eines Nullsystems zu konstruieren, wird 
zwar hingewiesen, aber mit dem Zusatz: ,j¥ür die praktische Anwendung, 
die auch ohne solche, theoretisch interessante, in der Ausführung aber 
seiiwerer ta ttbexsefaende UfUfsmittel leicht zum Ziel gelangt, wird aber 
damit niebt viel gewonnen.** (8. 164.) 

Man erwartet eine Anwendung c!i r ranzen Betrachtungen auf die Zer- 
legung einer Kraft nach sechs Aktionslinien. Aber der hierauf bezügliche 
§ 29 ist von einer erstaunlichen Lückenhaftigkeit und einer geradezu gefähr- 
lichen Unklarheit der Darstellung. Nachdem die analytische Lösung der 
Aufgabe aloiiiflrt und die notwendige und hinreichende Bedingung für das 
Unm^glichwerden der Zerlegung angeflihrt ist, heißt es: „Aus dieser ana- 
lytischen Bedingung lassen Siöh alle möglichen Ausnahmefälle ableiten. 
Anstattde.ssen wollen wir uns auf einfacherem Wege Rechenschaft lurüber 
geben, welche besonderen Fülle bei Aanabme der sechs gegebenen liich- 
tongälinieu unter allen Umständen (!) vermieden werden müssen." (Ö. 169.) 
Hieniacb erwartet der Leser aweifeUos eine eraebOpfende geometrisdie 
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Srledigimg, Statt denen aber bespridit der Yerftsier drei banale Spenal- 
fällo in ausf&hrlicber Breite und schließt mit den Worten: „Überhaupt 
wird man aus df>rn wpiter Folgenden erkennen, daß die ■we<>fntli(lie il) 
Bcdingimg für den Ausaabmefaii immer (!) darin besteht, daß man eine 
Cierade ziehen kann, die alle sechs Richtungsiiuien trifft" (ä. 171.) 

Wenn der Verfasser nicht auf graphostatiscbem Gebiet den Bof einer 
AatoritSt genKsae, mflßte man nach diesem Paasne annehmen, da0 ihm 
die wesentliche Bedingung des Ausnabmefiüles bei der Abfassung nicht 
gegenwärtig war, zujnal sie ja mit den vorher entwickelten Hilfsmitteln in 
weniger Worten auszusprechen ist, als die hier augeführte falsche Bedingung. 

Auch die Zerlegung selbst wird nur in wenigen, dazu überfläfisig 
TcrnnMitan iUlen aosgefilhzt nnd für die allgemeine Lage ein aeidinerisek 
wie reehnerisdi gleich nnpraktiaehes Yerfiiphren skicaert, bei dem nnnötige 
nnd möglicherweise imaginftre Irrationalitäten auftreten. Dennoch beginnt 
der Abschnitt mit den anspruchsvoll n ^V'orten: „Wir wollen nns jetzt 
überlegen, auf welche Weise die ZerieguiiL', falls sie nach dem Vorher- 
gehenden (1) überhaupt möglich ist, wiikiich ausgeführt werden kaun'^ 
(a 171.) 

Eine grflndlicbe Umarbeitong des § 29 ist bei einer Nenanflage das 
Werkes unbedingt erforderlich. 

Nach § L><.) bringt der Veriiasser in § 30 nnd in 5 Aufgaben qteiieDe 

J^^fiUe zur Besprechung. 

Abschnitt IV, (Das ebene Fach werk) ist wieder von großer Voii- 
stftndigkeit und QleichmMBigkeit der Bearbätnng. § 81 — 88 bringen dk 
Einleitungen ttber die notwoMÜge Stabzahl, die Grnndfignr und die BQdnn^ 
weisen des Faohwerks. Zur Berechnung der Gnxndügur bringt lU das 
Stabvertauschungsverfahren, § 36 die Methode der senkrot btcn Geschwindig- 
keiten und als Beispiel das Sechseck mit Hanptdiagonalen. Dasselbe wird 
in § 35 nach der Methode der imagin&ren Gelenke beliaudeit Von der 
zweiten möglichen sechsknotigen Qrvuidfigur werden unter den AuQ^ben 
zwei spezieUe FiUe durohgeftthrt, davon einer YermittelBt eines drei BtlW 
treffenden Sclmitto'; nach Culmanns Methode. § 37 bringt den analytiscbou 
Nachweis, daü stabik« Faclnverke bei notwendifrcv Stabzahl statisch bestiuuat 
sind nebst der bekannten Uinkehrung, § Hb Fachwerkträger, § 39 Dn?i- 
gelenkbogeu. Folgen 6 Aufgaben. Zu bemerken ist noch, daß das Stab- 
▼ertauschungsverfahren aaffiUlenderweise als „Methode von Honneb erg'* be- 
zeichnet ist. Nach Hennebergs Methode wird ein dreifach angesehloBseBir 
Knotenpunkt nebst seinen drei Stäben entfoiiit; das dadurch beweglich ge- 
wordene Fachwerk wird wieder starr gemacht, indem zwei derjenigen Knotfn- 
punkte verbunden weräm^ an die der entfernte anfiesclilossrn icar l)ies<^ 
Methode ist also zwar als Stabvertau^chung zu interpreiiureu, ixum nur als 
eine spezielle. 

Der fOnfte Abschnitt (Das Fadiwerk im Baume) bringt mit nata^ 

gemäß gebotener Einschränkung nach den unentbehrlichen allgemeinaB 
Bemerkungen über die Zahl der notwendigen Stabe und Anflnepr^editigiiTieen 
das Flechtwerk, in spezieller Ausführung alt» Schwedler kupin l , Nötzwerk- 
kuppel, Tonnenflechtwerkdach, Krahngerüst uud Leipziger ivuppei. 

Im sechsten Abschnitt finden wir die etastisehen Forndbiderungen itatisdi 
bestimmter Fachwerke nach der Methode von Maxwell -Mohr nnd der des 
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Yoischidbungsplans sowie ihre Anwendung auf lierechnung der unbestimmteu 

In Abflcbiiitt YII findet sieh ein ÜbeiUick Uber Theorie der Tonnen- 

ttnd Ku])pelgewölbe aus Mauerwerk und eine elegante graphische Behaudlong 
der durchlaufenden Triiger auf mehreren Stüt/eu uebsf Ableitung der 
Clapeyron sehen Gleichung der 3 Momente aus der Konstruktion. 

Nadidem ich die auf einzelne Abschnitte bezüglichen Bemerkungen 
bereiis in die Übeimdit des Inheltee eingefloditen hdbe, Ueibi mir läek 
rinigw AJlgemeine ni enrtfanen. 

IHe Aufgaben sind mit Ausnahme der oben wvriLhnten Nr. 1 6 geschickt 
ausgpwShlt nnt] fmt:' ihrrr Bpzirhun«^'- .'wr Praxis einfach und schnell 7U 
übersehen, bie dürtim einen Haujitvorzug des T^iifhes bilden. Doch glaube 
ich, däM die Anfügung einiger größerer, vollständig durchgeführter Beispiele 
auf Taftin, erantoell in Bnntdruck, wie in MüUer-Breilani Graphieoher 
Statilc, angebraeht wire. Hicht fttr die Studenten, die das Buch an der 
Hand des im Kolleg Gehörten verfolgen, sondern fllr die Minderheit der- 
jenigt ri, ä'w naoh dem FöpplflchNi Werk den Gegenstand selbet&ndig 
erlernen wallen. 

Die breite, ausführliche Schreibweise des Verfassers ist aus den andern 
Binden bernts bekannt; fOr die vier letrten Abschnitte würde ich größerer 
KOne den Yonog geben. Zwar liest sieh das Ganse anlEsllend leicht 

ond klar; aber es liegt die Gefahr vor, daß man, der Mfibe des eigenen 
Nachdenkens allzuselir überhoben, über prinzipielle Schwierigkeiten ohor- 
flächlich hinweggleitet. VVie dem auch sei, gerade hier urteilt der persön- 
liche Geschiuack souverän, und es ist schlechterdings unmöglich, es allen 
reeht in maohen. Ifan mOge daher die eingangs eitiertett Worte der 
Vorrede nicht Ywgeesen, wenn man rieh bemüht, den Abrichten des Verfoners 
gerecht zu werden. 

Durch seine zahlreichen alltr^^niPinen Zwischenljemerkungen über die 
Vorzüge und das Wesen der Yprscinedenen Methoden bringt der Verfasser 
zwar in die Nüchternheit des Gegenstandes eine wohltuende Anregung, 
geht thet stellenweise über das Maß des als objdÜT Anerkannten liinans 
and trilt pendnHche Ansidhten mit, die — ob nnn mehr oder weniger 
diakntalwl — jedenfitUs nnr rot ein Fomm von Fachgenoesen gehören, da- 
gegen in den K" pfon von Aiininc'fm vorgefaßte Ansichten und daraus resul- 
tierende Vorurteilü erzeugen. Hierzu rechne ich z. B. »ij« oben citierte 
Äußerung über die Schursche Konstruktion des iiiülupians. 

Sine andere derartige Bemerkung, der ioli überdies rinen Sinn nicht 
ebxoge Winnen vermag, steht auf S. 112 f: „Gerade hierin, daß ein belielng 
vei^derliches Trägheitsmoment [des Balkenqnerschnitts bei Ermittelung der 
elastischen Linie] dem grapbisu hpTi Verfahren gar keine besonderen Schwierig- 
keiten macht, liegt gegeuül>er dem j^nalytisclien Verfahren, das in der 
unmittelbaren Integration der Diderentialgleichung [^EOdry j dx ' *= — M\ 
besteht, ein großer Yorsug.** 

Dies Idhigt gerade, als ob das graphisdie Ver&hren etwas zu leisten 
vermöchte, was die Heclmung nicht kann. Tatsächlich aber linft doch die 
lutegration der Konstruktion völlig parallel, und welche Schwierigkeit ein 
veränderliciier Querschnitt gegenüber einein konstanten in die Rechnung 
bringen soll, ist total unerfindlich. Der Ausdi-uek „unmittelbüre Integration'", 
AnUv MMÜiMnltk «ad r^pilL lOLXftlM. TL 11 
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in dem Referent keinea Sinn erkennen kann, ist wie geschaffen, luu bei 
Anf&Dgern weit yerbmtate ftlsohe Att^t^htfii Hbw das Weeen der Iste* 
gratum in besttrken. 

Eine besonders charakteristische Belegstolle möchte ich noch aus § 1 
citieren. Nachdem flrr V- rfassor die Entwie'klung der analytischen Mechaaik 
geschildert hat, fährt er fort: „Wie alle großen Bewegungen in »ier 
Wissenschaft schoß auch diese schließlich für längere 2^t über ein 
¥ontftndtg gestecktes Ziel hiiiaiis. . . . Zwar ▼ermocbte sich auch in jewir 
Zeit wenigstens die Konstrnktion des KrftfteparaUelogramms m behanpisn- 
Selten genug mag et freilich wirklich im Maßstabe gezeichnet and inr nn- 
luitielbaren Aljleitnng eint»?? fertigen Rp^ultat^s gebraucht worden sein. . . . 
Erst die Techniker, die mit dem 19. Jahrhundert als ein wescnthch mit- 
bestimmendes Element in den Kreis der wissenschaftlich Tätigen einzutreten 
begannen, haben biena — wie in so lieleii andern Dingen — Wsadel 
geecilaffeo nad sowobl die seichnensche, wie die geometrische Behandlung 
der Mechanik wieder zu Ehren gebracht." 

Die von Herrn Föppl angefahrten Tatsachen lassen sich nun genau 
ebensogut als Argumente gegen seine Behauptung verwenden, daß nSmlich 
die analytische Mechanik über das Ziel hinausgeschossen und für die geo- 
mebrtsohe Behandlungsweise schädüch gewesen sei: Infolge des Mangels an rein 
geometrischen Methoden, infolge nngenflgender Qenanigkeit des graphisdun 
Bufliinfins fHr die astronomischen Probleme und infolge der Unmöglichkeit, die 
großen umfassenden Sätze anders als analytisch abzuleiten und auszusprechen'), 
hatte sich die analytische Methode in der, die Ergebnisse der Forschungen wieder- 
spiegelnden Literatur die Vorherrschaft gesichert. Daß aber die Verwendoog 
geometrischer Anschauung in der Forschung und Geistestätigkeit seihst fer* 
schmftht worden sei, dingen spricht die Tatsache, daß ihr Hanptwericseog, 
das Krftfteparallelo^:i;uiiiu, sich im Gebrauch erhielt. Vor allem spricht 
dagegen, daß die ScliaflFung neuer geometrischer Methoden (projektive Geo- 
metrie ), neuer, für graphisches Rechnen geeigneter Problem*''! nnd neuer 
Arbeitskreise, die in Ermanglung tieferer mathematischer \ orbüdung eiu 
BedOrfitis nach geometrischen Methoden mitbrachten, daß diese ein soforiigcs 
Aufleben der geometrischen Mechanik nur Folge hatten, nnd xwar «nter 
Führung von Mtnnern, deren Kenntnisse noch nacli der anklytiseben Uethoda 
erworben waren. 

Hienuit wollte ich zeigen, wie nnül^ersir-btlich und wenip- rr^'^lHrt die 
ganze Materie noch ist. Welche von den beiden gegenübergestellteu Auf- 
fassungen richtig ist, ist hier gai- nicht Gegenstand der Diskussion. £s 
handelt rieh dämm, da8 rot Studierenden dw ersten vier Semester solche 
Fragen überhaupt noch nicht aufgerollt, geschweige denn beantwortet werden 
sollen. In einer Zeit vollends, in der der angebliche Gegensatz zwischen 
Technik imd Wis.senschaft einen guten Teil seiner Nahrung aus Vonirteilen 
zieht, ist diese Art doppelt gefährlich, persönliche Ansichten über on- 



1) Graph. Stat., Seite 4: ,^'ür die Ableitung allgemein gültiger Sfttie ist die 
Reehnung gewShnlich un Yorlcdl.** 

2/ Da» Kranej)ar;illelf)j,'raaini im Miißstiib zu /.eii haen, lag vor dem Auf- 
treten technitcher Probleue gar kein Bedürfnis vor, da die Genauigkeit unsv- 
c^idiend war. 
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abgeschlossene Fragen als hütorische Wahrheiten denen hiny.usieUeQ , die 
cni mm Mlbat&ndigen ürtoihn liwangebildet worta foUen. 

Da man abspreoheiide ürleile mrist «asfOhrUehor m begrüiidan pflegt, 
als ziistiuDaiide, weil jene beim Verfasser leichter Widenpnioh erwecken 
als diese, so nehmen die or«ff rf^n vielfach den größeren Raum eines Referates 
ein. So auch hier. Doch hat lieferent nicht die Absicht, mit seinen 
Aasstellungen ein absprechendes Gesamturteil zu begrtlnden; diese betraleu 
grSBere tmd Udnexe SinMlheiteii, die, ob nun mehr oder weniger leicht 
absnlndeni, jedenfidls auf die Qeeamtanlage naeh Anawabl, Anordanng 
und Behandlung dcR Stoffes und dämm auch auf ein abschließendes 
Urteil über das Werk keinen entscheidenden Finflnß ^•nlj^'n. Die FrippLsche 
„Graphische ötatik" ist eines der besten und der Auswahl des Stoffes nach 
das reichhaltigste unter den einleitenden Werken, die wir über diese« Ge- 
biot zur Zeit bentmi. 

Ghariottenbnig, im September 1902. Gbbhabd HaBanniBo. 



llMUeilimiiy K« BrojektiT» tHoauM» in ayntliitifloilar Balisiidluug. 
Zweite, veimelirte und verbeiserte Auflage. Mit 85 Figuren. Leipaig 
1901. Sammhug Gtaehen Nr. 72. 18*. 176 S. Preis 80 Ff. 

I>ie Notwendigkeit einer Neuauflage beweist, daß das Büchlein in 
wmtpr<»n Kreisen eine günstige Aufnahme -^'"fnn L n hat Tn fler Tat ist es 
durch eine anschauliche, oft treffende VerpN lühe heruuiieiiHnde Schreibweise, 
durch die zahlreichen, gut ausgefuhilen iiguren^j und das Absehen von 
einer strengen, Ar dm AnAnger aelten inteiesaanten Daaratellung zur enten 
Kinflihmng in den Gegenstand lelur geeignet. VHx solche freilich, die etwas 
tiefer in den Gegenstand einzudringen streben, wie Mathematik*8tndierende, 
dürfte der f^tandpunkt, den der Verfasser eingenommen hat, zn niedrig, die 
Auadrucksweise wLssenschaftlich ru wenig präzis, die Beweisführung zu wenig 
streng und der behandelte Stoff zu beschräiikt sein. 

Zur OrientiaTrag über dem Inhalt seien die Übersoihziftsn der sieben 
Absdinitte hergesetzt: 1. Die Perspektive Besidrang der Grundgebilde, 
S. Harmonische Gebilde, 3. Die projektiTe Beziehung der einförmigen 
Gnnidgebilde, 4. Die projektive Beziehung auf dem r^leiolien TrÄger, 5. Die 
Kegelschnitte als Erzeugnisse projektiver Grundgebüde erster Stufe, 6. Die 
Polaren theorie der Kegelschnitte, 7. Die Kegel- und Uegelflächen zweiter 
Ordnung als Eneognisse projektiTer Grandgebilde. 

O^leich dem Yar&sser jedenfalls nur ein sehr beschenkter Raum zu 
Gebote stand, so h&tte er die metrischen Beziehungen hei Kegelschnitten, 
insbesondere die Breunpunkteigenscliafttm rielleirlif «lodj nicht beiseite lassen 
und auch au früheren Stellen öfter auf den Zusamnienhaug mit der als be- 
kannt Torauransetzenden Elementargeometrie eingehen sollen. Gerade hier- 
durch wild dem Anilbiger der Wert der neuen Betnchtungen vor Augen 
gefttbri. In der jetzigen Form eraeheinen die 92 ersten Seiten fiut nnr 
als Vocbsraitung flor die Lehre von den Kegelschnitten, es tritt xn wenig 



1 ! In «]pm mir vorliegenden Exemplsre dad die Fignren Sl, 82, 417 dnteh 

den Zweiturbeudruck voruuglückt. 
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4m selbttiindige InUnm hmor, das diase Btlraohtangen und 8itM jw- 
dieiMii. Der Me B., dafi di« CtegeneokpMre tsBSB ToUstiiidigai Tiacaeifs 
aus einem Punkte durch StraUenpaare einer Involution projiziert werden, 

sollte in keinem Buche üher projektive Geometrie fehlen, weil aus diesem 
Fuiidameutaisatze eine große Menge metrisclier Sät/.e über das Dreieck her- 
vorgehen. Femer wird der Anfänger die Ableitung der ihm bekannteo 
KegelsehnittBitee aus den vorgetragenen Lehren vermiaaen. 

Unter den angefOhrten Lehrbücbeni der darstellenden Geometrie, welche 
die projektive Geometrie l)ehaudeLn, vermisse ich das erste Werk dieser 
Art von W. Fiedler, unter den Lehrbüchern der projektiven Geametiie 
das von Em. Wejr. 

Auf S. 70 Bind einige Kommata dnrch Punkte, als Zdchen der Md- 
taplikatton, in «caataen. 

Wien, im Deaember 1902. E. UOllbb. 



HaUSSner, H. Darstellende Geometrie. Erster Teil: Elemente; 
Ebenfläcbige Gebilde. Mit lÜO Figuren im Text. Leipzig 1902. 
Sammlung Göschen Nr. 142. 12^ 192 S. Preis 80 Pf. 

Nach dem in der Einleitung (S. 18) ausgesprochenen Plane des Yer- 
liuaera aoll die daialdlaide Qaometrie in drei Bftndahen aianlieli voUiUndig 
rar Behandlung kommen. Wir liaben also in dem vcrUeganden Bindehen 

den ersten Teil eines kitrt i^lMen, aber systematiadien Lehrbuches der 
darstellen' Ion (^pomotrie vor uns, worin die Darstellung von Punkten, Ge- 
raden, Ebenen und ebenliächigen Gebilden und die Lüsuug der wichtigsten 
Aufgaben über sie (inklusive Durchdringung ebeuUächiger Körper) klar 
beaprocban und dnroh aahlrdche, gut ausgeführte Figuren erlinterfe werden. 
Aufierdem iat «in AbacAmitt der aohiefen ftojekfittn gewidual. 

Nach dem Mnater von Bohn-Papperit/ behandet der Verfasser im 
ersten Abschnitt die allgemeine Parallelprojektion ehenf^r Gebilde und schließt 
daran die Eigenschaften ihrer Affinitlit, die dann zur Ableitung von Ellipsen - 
Eigenschaften und Konstruktionen Verwendung tiuden. Über die püda- 
gogisdie ZwecknAfligkait dieaea Vorgangea atnd die Meinungen geteUt; daft 
aber der Verfasser im L Abschnitte die schiefe Projektion ziemlich aus- 
fiihrlicli erläutoi-t und erst im III. Abschnitt (auf S. 62!) zur orthogonalen 
Projektion übergeht, dürfte wohl nur bei wenigen Zustimmung timleii. Der 
Behandlung des Dreikants scheint mir für dieses Büchlein zu viel Raum 
(16 8.) gewidmet in adn. 

Von Uttkoirekthaitan, die mir beim Durohlesen aufgefallen aind, mOclifta 
ich anfnliran: 

S. 25. Der Satz am Ende von Nr. 12 geliArt noch nicht hiarlier, dn 

erst in der nächsten Nunun'-r «leBniert wird, waa man unter peaRqiaktiv- 
aihuen Systemen derselben Ebene vorsteht. 

S. 51. D&ü die V\ erU) d ^ 180'' selten gebraucht werden, ist nicht 
riditig. Einaelheiten von Qcaimaen ond Bandiatfllilen aeiehnei man meiat 
in Untersicht. 

S. 58. Die auf die Figuren 24 a und 24 b sich beziehenden Bemerkungen 
über die wahren Umnsae des geraden KreiakegeJa und Jireiaoylindera mfiaaen 
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korrigieii w«rdiB. Di« Eben« der b«id«& üinriBeneiigmideii stellt mW snr 

ffichtung dor rrojektionsstrahlen senkrecllt. 

& 66. Die Faflnote ist fibefflUssig, da in Fig. 27 der umgelegte 

4 

Punkt nicht mit P bexeiehiiet isi. 

S. 85. Die eingangs yon Nr. 54 gemachte Bemerkung, daB man eine 
Ebene getcShnli^ duroh ihre Spuren bestimme, paßt nur für die Theorie. 
Im technischen Zeichnen tinden Spuren so gut wie keine Verwendung, 
worauf übrigens schon Elingenfeld 1851 hingewiesen hat. 

Wenn «och das BUddein wenig Eigenartiges aufweist, nch ▼on anderen 
in Anlage und Stofiauswahl nnr wenig untersdieidet, so mufi jedoch 
hervorgehoben werden, daß en jedem Anftnger sor Emflthnuig in den 
Gegenstand gute Dienste leisten wird. 

Wien, im Dezember 1902. £. Müllbb. 



UolzmiUler^ 0. Elemente der Stereometrie IH. Leipzig 1902, 
O. J. Goschen. 8^ XII n. 388 8. 

Dieser Band, „der üntersnohimg und Konstraklion schwierigerer 
Raumgebilde" gewidmet, behandelt im ersten Abschnitt die Guldinsche 

Regel und ihre vielfachen Erweiterungen und Anwendungen. Die folgenden 
Abschnitte gehören streng genommen nicht mehr zur Stereometrie; in ihnen 
hat der Verf. die Begriffe der FlSchenlehre an Beispielen zum Verständnis 
SU bringeu gesacht. Schraubenregelflächen und Böhrenflächen werden auf 
Ahwickelbarkeit, Biegung und Vonforme Abbildung untrasucht; damit ist 
eine Betrachtung der Krünmiungslinien und isothermen Kmrensdiaren ver- 
bunden Auch werden die Gebilde finn Tr:in-r nnation nach reziprolcen 
Radien unterzogen. Die vielen beigegebenen Zeubmmgen sind gute Bei- 
spiele der darstellenden Geometrie und bringen die Darlegungen des Textes 
geeignet xur Anschanung. — Es ist klar, daß bei einer elementaren Be- 
faandlung der Flftchenlehre große Vorsiebi bei der Begrifisbildnag angewendet 
werden muß. Im allgemeinen sind auch die Schlüsse des Verf. einwandfrei. 
"Nur einen Punkt muß ich erwähnen, der zu Bedenken Anlaß gibtt das sind 
die MinimaläüchüQ. Auf S. Iti wird die MinimalächraubenregelÜäche und 
auf S. 122 das Katenoid als Minimalfl&che so begründet: „Da die Ver- 
hindnngslinie zwisehen C^linderadise und Schraubenlinie stets eane kfineste 
Linie ist, hat die Fläche . . . den Charakter einer Minimalfläche'' und „diese 
Linien bleiben bei der Verbiegung kürzeste Linien, folglich muß die durch 
Biegung entstehende Flüche eine MinimalHUche bleiben^\ Danacb müßte ja jede 
Fläche eine Minimaliläche sein! In dem zweiten angefilhrten Satz ist außerdem 
ein anderer Fehler enthaltea, der S. 201 noch einmal eqiliiite ausgesprochen 
wird, idmlich: ^Mimmalflidhen bleiben bei der Verbiegung IGninudflScben**. 
Dieeer Satz ist falsch Hsm vergl. darüber Bianchi § 194—196, wo die 
allgemeinste VerbiPtrung von Minimalflächen ennittelt wird, bei der die 
Fläche bestinluj Mintmalfl?lche bleibt, und wo über 80 beschaffene, asso- 
ziierte ^liiuiii all lachen Sätze abgeleitet werden. 

Dortmund. H. KüusfB. 
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mit Einsohloß ihrer Anwendungen. (Begründet von Moritz Cantor.) 
15. Heft, mit 76 Abbildungen im Text. Sauerbeck, Panl, Einleitung 
in die analytische Geometrie der höheren algebraischen Kurven nach 
den Methoden Yon Jean Paul de Gna de llblTes 1665. Bei B. G. Teubner, 
Leipzig 1902. 

Das 1740 gedruckte Bneb ttVaa^ei «le rofio^ äit Betoartaf* TOn Jean 
Paul de Gua de Malges war so gut wie in Vergessenheit geraten, als 

A. von Brill in ♦l»^r ihm angeliörfiiflHn ersten TTülft-e des gemeinsam mit 
M. Noether bearbeiteten Bchchtes über die Theorie der algebraiscbea 
Funktionen (1894) neuerdings die Aufmerksamkeit darauf lenkte, indem er 
ihm 8 Seiten wichnete. Befereat hat alBdaim im IIL Baatde eeiner Vor- 
lesungen über Geschichte der Mafliematik (1898, 2. Auflage 1901) in ver- 
schiedenen Kapitrlii über das Buch berichtet. H. Sauerbocli Lst einen 
wesentlichen Schritt weitergegangen. Er hat in dem uns heute vorliegenden 
Bändchen den ganzen Inhalt von Gaa de Malvos' Untersuchungen, man 
möchte bflönaha sagen, in modenw ^laeba Ubenetst and dadmidi dsn 
Lesear nahe gebracht Gaas richtig wlre die Beseiehnmig als Übenetsang 
indessen doch nicht, da Herr Sauerbeck vielfiitch über seine unmittelbait 
Vorlage hinausgehend auch Ergebnisse anderer Schriftsteller mit hinein 
verwebt hat So ist sein von ihm selbst gewühlter Titel „Einleitung in 
die analytische Geometrie der höhereu algebraischen Kurven nach den 
MeHtodea vob Jean Faul de Gna de UslTes^* xatraffeader. Es ist ein Buch, 
wdches sehr gnt als Vorschule zu Dureges Ebene Karvea 3. Ordnnng and 
zu Salmon-Fiedlers Höhere ebene Kurven dienen kann, welches aber 
zugleich geeignet ist, Freude an geschichtlichen Entwicklungen zu wecken. 
Daß Referent gerade in diesem letzteren Umstände einen besonderen Vorxug 
des Buches sieht, braucht er nicht zu rechtfertigen. 

Bsidilbarg. M. GiivTCn. 



Uofmann. Sammlung von Anfisabaii mm dar AiUhmaWk und 
Aleebva. Fflr Gymnasien nad Realscholea. Zweiter Teil. Algebraische 

' Aufgaben. (Erste Abteilung.) Zehnte unverladerte Anflage. Bajreotii, 

Wilhelm Grau 1902. IV u. 336 S. 3 Mk. 

Daß dieses Buch sehr reichhaltig ist, wird nicht Wunder nehmen, da 
es den Umfang der bekannten Bardey sehen Auigabensammlnng hat und 
doch nur den Stoff bis zu den linearen Gleichungen einschließlich behandelt 
Hinia tritt freUidi ein Abschnitt von 5 Seiten über Eettenbrttche nnd na- 
bestinomte Gleichungen, von dem vrir nicht recht wissen, wie er auf dieser 
Unterrichtsstufe behandelt werden soll. Die Anordnung ist im übrigen 
übersichtlich, die Stufenfolge vom Leichteren zum Schwierigeren gut ein- 
gehalten. Für die Hand des Lehrers, der eine reichere Auswahl von Auf- 
gaben wünscht, wird sich das Buch, dessen zahlreiche Aufli^en für seine 
Verwendbarkeit sprediea, durchaus aütslieh erweisen. Li Anbetracht dessca, 
daß es nur fOr eine kurze Zeit des Schulunterrichtes ausreicht, erscheint 
sein Preim m hoch, als daß die EinfUmmg desselben in norddeatscbea 
Schulen sich empfehlen ließe. 

Charlottenburg. H. Samtea. 
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larl Weierstraß. MathematiMhA Werke. Vierter Band. Torlesungen 

über dir Thforif dor Abolsch^^n Transcenrlf^nf oti. noarl)Hitet TOn G. Heüner 

und J. Knoblauch. Berlin 1903, Mayor und MtÜlpr. 

"Der vierte Band von WoieratraÖ Werken, der die mit Spannung nr- 
warteten Vorlesungen Aber die Theorie der Abelschen Funktionen enthält, 
Bogt TOT VHS. ZmiidiHt nnd wir den l»eideD Herausgebflni Hettner und 
KttoMftQcli fttr die mit grSfltar ^»gfltli und Pielit durehgefltlurte Arlieit 

der Herausgabe zu Dank verpflichtet, wenn uns jetst dieae große Theorie 
in m:fhrn+ic;rhor Form vorliegt, vnn der wir, die wir nns nir-hf -m Wf irrstraß' 
unmitt^ihanm Schülen rechneu dürfen, uns nur ein uuvollhtaiitiu'f < llild 
machen konnten, besonders nach den Heferaten von Brill und isoothor 
ia den „Beriohtea der dentsehes MaflünataEer-Tereipigung** und von 
Wirtinger in der JBn^Uopidie dar mathematisohMi Wiaaeiieehftften^ 

Wir erffdiren ans der Eialeitvuig, daß WeierstraB, der schon im 
Jalire 1847 fWf ersten Onmdlagen für die T>iPorie der allgemeinen hyper- 
elliptischen Fuuktionen gelegt hat, im Jahre 1857 der Berliner Akademie 
eine Theorie der allgemeinen Abelschen Funktionen fibergeben hat, die be- 
reite mm Drnek gegeben war, ale Riemanns Azbeit Über den gleichen 
Gegenstand ersehien. Dise Znsammentreffim beweg WeierstraB, seine 
Theene einstweilen zurückzuziehen und noch mehr als 12 Jahre lang au6 
neue zu überdenken und zu überarbeiten , bis er ihr die Gestalt gegeben 
hat, die er für die deiinitive hielt, und <\io. er seitdem, wie es scheint 
mit nur unerheblichen Abweichungen, in seinen Vorlosungen vorgetragen 
hat. Der TOrüegeiideD Ausgabe liegen die Vorlesungen ans den Jahren 
1875—76 n Gnmde. 

Was Weierstraß gegen Riemanns Weg geltend gemacht hat, wwr 
die Anwendung des „Dirichletsc)u'n Pnnzips", dessen Beweis eine T,(kke 
aufwies, ähnlich der, die schon frfih r Dirichlet bei den St einerschen 
Untersuchungen über geometrische Maxima und Minima aufgedeckt bat, über 
die bei anderen Gelegenheiten seihst Ganehy nnd Ganft mit BtiUsehweigen 
hinweggegai^en waren, nlmUch, daß nieht genUgend zwisohen M in imu m 
md unterer Qrmee unterschieden war. 

Gibt man das Dirichletsdie Prinzip zu, dessen festere Begründung 
neuere Untersuchungen in der Mathoinatik anstreben, dann führt der Rie- 
mann sehe Weg mit einer nicht zu übertreffenden Allgemeinheit und £in- 
fiuUieit snm Ziele. Gibt man aber mit Beibehattong der flhrigen Gedanken 
Biemanns dies angefochtene Prinzip preis, so sieht man sieh sn gewissen 
Einschrlnknngen in der Allgemeinheit der Voraussetanngen gezwungen, 
die Riemann selbst bereits an einigen Stellen andeutet, und die später 
von Clebsch und Gordan, Brill, Noether u. a. genauer abgegrenzt 
worden sind. 

Weierstraß benutat anr Überwindung dieser Schwierigkeit, was ihm 
11berhaiq»t fttr die sicihante Grundlage der Funktionentheorie galt, die Poimt' 
reihe. Er zeigt, wie man jede algebraische Abhängigkeit zwischen zwei 

VpriiTT^orür-b'^n if (ladurcb darsffllon kann, daß man beide VHrfnblo in 
Keihon entwickelt, die nach aufsteigeudeu i'otenzen mit ganzzahligeu Kx- 
ponenten fortschreiten. Diese Potenzreihen konvergieren in einer gewissen 
„Umgebung^ eines Wertepaama o, h von x und y nnd definieren das, was 
Weierstraß ein ^^F^tMonmdmmt* nennt. 



Digitized by Google 



168 



An einer spüteren Stelle wird dann nachgewiesen, daß man den ganzen 
Werivorrat der Variableu durcli eine endliche Amaiil soldter Funktions- 
^hmmie enöhBpftn kann, und damit ist die Chrundlage ftr die sleUffe Fori- 
sdemg gewonnen. NaMxliclie Greni^n, wie sie liei tranacendentea FonktiDiMn 
auftreten, Aber die hinaus die Fonktioiien niolit ftetig f<HiMtBbar lind, 
kommen bei <\pr\ algebraischen Funktionen nicht vor. 

Ein anderer Weg der Erforschung der algebraischen Funktionen, der 
dem Weierstraßschen an Allgemeinheit und Strenge nicht nachsteht, ürn 
an ESn&cUieit dar Grundgedanken noch flbertrilffc, ist der sogenannte 
artämeüitdte We§^ der nur die der Arithmetik und Algehra eigentflmlichea 
Hilfsmittel, d. h. die rationalen Bechenopetationen bennisi IMliflh hat 
diese Metbode, in voller ReinV^it angewandt, ihre Grenze da, wo die 
Integrale und die Periodizitätsmoduln anfangen eine Rolle zu spielen, und um 
hier weiter zu kommen, ist neuerdings (von Hensel und Landsberg) die 
Potensreihe mit der azitiimelisohen Hetiu>de in Verbindung gebraeht worden. 

Der geneigte Laer wolle es dem in Biemannschen Anaehanungen gian 
gewordenen Referenten zu gute halten, wenn er es versucht, sich die Weier- 
straßsehen Ctedanken in seine Sprache, nämlich in die Riemannsche Aus- 
druüksweise zu tibersetzen, wiewohl Weierstraß selbst jeden Anklang d&raa, 
so nahe er bisweilen liegt, geflissentlich zu vermeiden scheint Vielleicht 
wild mandaem Laser der Zugang zu den voriiegenden Vorlesungen dadureh 
erleichtert 

Das erste und wichtigste ist die Einführung der chaiaktsristifchen Zahl, 
die Weierstraß den Hanfj der algebraischen Funktion nennt und rnif n 
bezeichnet, die hei Riomann ohne besonderen Namen durchweg mit p be- 
zeichnet wird, und die jetzt vielfach das Geschlecht genannt wird. (Nach 
Clebsch, Grelles Journal 64, 43.) 

Bei Biemann endieint diese Zahl abgeleitet ans der Ordnni^ dss 
Zusanunenhangs der FlAohe, die ihm den Verlauf der algebraischen FnnktioB 
darstellt, also aus der Geometrie der Lage, durch die Anschaunnc, ganz 
ohne Rechnung. Weierstraß leitet sie ab aus den algebraischen Funktionen 
selbst, und zwar in folgender Weise. 

lian kann sich xunikshst — vielleidit durch ein Beispiel — ttborzeugeo, 
daB eine algehraisehe AhhSngigkeit bei der « und y beide rationale 
Funktionen einer einzigen Variablen i sind, ntu- ein spezielleir Fall iat^ der 
ein für allemal ausgeschlossen wird. Nonnen wir den Inbegriff aller ratio- 
nalen Funktionen der beiden, durch /'( r = 0 verbundenen Variablen 
einen Körper algebraischer Funktionen (nach Dedekind), so läßt äich 
seUieBen, daB ea in einem Körper keine Funktionen gibt, die nur in einem 
Punkte yersohwinden. Man nehme dalier eine Punktion F eines 
variablen Punktes ti die als Funktion von t iu irgend welchen Punkten 
«I, «2, • • •, cf^ unendlich in der ersten Ordnung wird, und bezeichne die den 
Punkten J;, §, a^, • • •, «„, ent.sprechendeu Werte der unabhängigen Variablen 
mit z, Oj, • • a^. Die Fimktion F wird so normiert, daß die (— l)te 
Potenz in der EntwicUung nach steigenden Potenzen Ton £—x den Koeffi- 
zienten 1 eriiilt, und ist dadurch bis auf eine additive, ▼on t unabhängige 
Gr5Be bestimmt. 

Wenn nun eine Funktion F, (f) exi.stiert, die nur in den Punkten 
ttj^, ' * *f oder in einem Teil von ihnen, unter denen sich befinden 
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möge, imendlidi In der ersten Ordniuig wird, so kum mu die Konstante C 
so bestimmen, da0 F— CF^ swtr noch in 4» ^^^'^ sonsf nur noch in den 
(w — l) Punkten , «g, • ■ _ i oder einem Teil von ihnen unendlich wird, 
und wenn mau so fortfiihrt, erh&it umi schließlich eine Funktion Ff die 
■ur in I, ttj, o,, , unendlich wird, worin o^, a,, • • y solche Ponkte 
aad, die nieht fOr sich die ünendliflli ke i to pnnlrte einer Funktion dee KSrpen 



Die Zahl fi ist jedenfalls positiv; sie kann aber noch von r!fr Lage 
der Pnnkte «j, «Cj, ••• abhängen. Es wird jedoch einen Wert geben, den sie 
zwar erreichen, aber nicht überschreiten kann, und dies ist die Zahl ^, die 
den Bang beetinunt. 

El gibt aleo eine Funktion F, die in dem beliebigen Pnnkte i nnd 
in Q als fest betrachteten Punkten *, anendlich wird, und diese 

Funktion ist vollständig bestimmt, wenn norh festgesetzt wird, daß das 
Produkt {g — x)F im Punkt § gleich 1 sei, und daß sie in einem gegebenen 
Punkt yerschwindeu soll. Diese Funktion bezeichnet Weierstraß mit 
£r(zy, xjf'), Idi will sie hier mit Q beseiohnen. 

Beseidinen wir nach Biemanne Weiee mit t^(t) das Nonnalintegral 
der zweiten Art (Gattung), dem wir die obere Grenze ^, die untere Grnue 
1^ geben, so erhält diese Funktion Jff^, den Auadmok 

worin die Koeffizienten i/^, H^, • • •, /A nach ^ konstant sind und so be- 
stimmt werden mflssen, daB die PeriodiiiutBmodnln Ton H(tt^) Terschwinden. 
Dadureh ergeben sie sich als Funktionen des Punktes t 

Ist lY, einer der Punkte et^^ «j, • ■ •, so entwickelt Wrierstraß 
die Funktion 7/(^, als Funktion des ersten Punktes ^ betrachtet, in der 
Umgebung des Punktes a^ nach aufsteigenden Potenzen von e ~ a^^) Die 
Eutwieklungskoeffiaienten sind Funktionen des Punktes |, und entspndiend 
den f Punkten ergeben sieh p Reihen solcher Funktionen. 

Von besonderer Wicbtigkeit sind die Koeffizienten der (— l)ten Potenz, 
die nichts anderes sind als die Koeffizienten 

unserer Darstellnng, die bei Weier straft mit H(x'ff') bezeichnet sind; ferner 
die Koeffizienten der (+l)ten Potenz, die Weierstraft H'(x'$f)« nennt, 
*. wir mtt ^(j^^ ^^^j^ . . g.^^ 

beeeichnen wollen. 

T>ie Koefißzienten //,(^^ bestimmen sich daraus, daß die Periodizitäts- 
nioduln von lf(?, |) gleich Null sein müssen. Die Periodizitatsmodnln eines 
Normalintegrals zweiter Gattung sind aber teils gleuh Null, t^ils haben 

-^j wenn tt|, • * die Normalmtegrale erster 
Gattung sind* Daher ergeben sieh die Bedingungen 



1) Weierstraß entwickelt allgemeiner nach Potenzen einer Hilfsvariablen, t. 
Der £fibtie wegen nehme idi hier M'^atfUt L 
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und lllr die H^^) vhBXi min die Fonnel 

worin A die Menniaanteii 

und Ä„ Um Unterdetonmiiiuitea sind. Es sind also dia H^(i) sin Qyttsm 
TOD Q linear unabhingigen Integranden erster Gattung. 

Für die Funktionen S^i) erfailt man dnrch DifferentiaUon (nach dm. 
Taylorsohen Lehrsatz) 

Es ist aber Mr ixgond swei Nonnalmi^grnle der nreiltn 

und folglieh iti 

Setzt man 

so sind die in Bezug auf | konstant, nnd es folgt 
ÄJÖ) - + C% .flift) + • • • + . 

Es ist also //,'(!)» abgesehen von dem additiven Integrand^n erster 
Gattung ^ //« (i) -i~ * * * + ^-^^U)* gleich dem Integrauden zweiter 

Gnttung 

Der Ansdmck von H(ttQ durch die Integnle <(t) seigt nun, dnft 
diese Funktion, als Funktion von | betrachtet^ mir vnendlich wird, wenn | 

in einen rlf>r PnnVte o<\pt «q fSllt, oder in solche Punkte, in denen 
eine der Funktionen erster i-lattung //.(^'^ unendlich wird. Glieder mit der 
( — l)ten Potenz treten nur in der Umgebung von ( und von ocq auf, und 
es ist also das Integral 

ein Tnteeral dritter Oattung mit den beiden logarithmisehen Unstetig- 
keites teilen ^ — I «of es wird sodann weiter gezeigt, daß sich jede 

1) Über die hisr benntitea SBtae Aber NonuUnlsgnle Itav nnd tter Gsitong 
vexglsiclie man die Arbeit des Befsnnten in Grellee Jovml Bd. TO. 
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Funktion des Körpers linear «ad mit IconstaatoD KoeffiBieiiteii susaauMn- 
setun lA0t aus den Funktionen 

iram in H(tt t) Ar t üne «odlicihe Aniahl T«noMed«nir Ponikte gawtit 
wird, abgMehen von einer Fnnktion, die der Differentialqnotient einer dem 
Körper angehörigen Funktion ist. Alle Integrale kOnnen also durch die 
Integrale dieser Funktionen und durch eine algebniflobe Funktion des Efirpen 
dni^ge8t«llt werden. 

Die Integrale dritter Gattung wendet Weierstraß an, um die Prim- 
ft m kH om m m komtraieireii. Es sind dies traasoendente FonktimMii, die 
nur in je einem Punkte Null und ™— mW«* werden, und jede Funktion des 
Kfiipers läßt sich als ein Produkt SQi solohen Funktionen darstellen. 

Nimmt man das Integral 

auf «Bern gesehtoeoeii IntsgnÜoasifeg, so erUQt man «inen BsiiodiBtiti* 
modnl des Integrals driitar Galftung. Es ist eine fransoendente Funktion 

des Punktes ti die, wenn l nH keinem der Punkte cc^, a^, • a zusammen- 
fallt und der Integrationsweg nicht über den Punkt f führt, nicnt unendlich 
wird. Wenn aber der Punkt f den Inte^'rationsweg überschreitet, so ändert 
sich Sl(i,) unstetig um ein Vielfaches von 2ai. Setzt man also 

so wird diese Funktion nirgends Null oder unendlich, auBer in dem Punkte 
und ändert sich auch beim Überschreiten des Integrationswegs stetig. 
Nimmt man irgend zwei feste Punkte und bildet 

f. 

so «ilillt naa «ine (tranaoendsiita) Fmikliim toh die in den Foiiktaa ^, 
logariflumsflh nneodUeh trizd, und anfiefdem dfie Punkte e^t «^t " *i 

m singulären Stellen hat In dem Punkte «i^ ivizd A » 0. 
Setzt man also . v o/c i. v \ 

so erhalt man eine Funktion von die in verschwindet, in ^ unendlich 
wird, in den Wert 1 annimmt, außerdem aber noch in den Punkten a^, 
fl^, • • neh in bestimmtor Weise singnilr verldüt, wie man aus der 
Dantellung von HiJ^^ |) durch die Integrale zweiter Gattung Inobt findet. 

Die Funktionen Ig) heißen die PrimfunUionm. Wenn jB(t) 

iigaad eine Funktion des Körpers ist, die in den r Punkten 

Ii« Iii Ir 
veisohwiBdat, und in den r Punkten 

unendlich ^roß wird, so ordne man diese Punkte in belipbiper Wei.se zu 
Paaren Ij^i » \ "' \ irkr' Bestimmt man einen konstauten Faktor beii^^^), 
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SO daß H{ttQ)^ 1 wird, so kann man, bei richtiger Bestimmung der JjiiegratiooS' 

wege in den i^- Funktionen immer setzen: 

m) = mi ' mi • • • m» U). 

wodurch die Funktion R in fthnliober Wei^e in einfacbe Faktoren (Prim- 
faktoren) zerlegt ist, wie man die mtional«! Funktionen «intr VtnaUen 

in lineare Faktoren zerlegen kann. 

Bei dem Gang, den die Weierstraßscbe Entwicklung oiiiimt, werden 
in syttematiflchem Fortaohritt naeh den algebraisolim Fimkäoiiett im iwciten 
Teil die Theorie der Integrale und Periodizitätsmodoln iMhandelt, wfthrend 
der dritte Teil den Umkehrproblemen imd damit in Zusammenhang den TheU- 
Funktionen gewidmet ist. Es ist dies ein wesentlicher Urt'^rsclnod gegenüber 
der Biem an n sehen Behandlirngsweise, bei der die Integrale mit ihren 
Unsietigkeiten an den Querschnitten eigentlich das Primäre sind, aus dem 
die Fnidriionen des Kifirpen erst ab Spesialftlle abgelötet werden, vnd bei 
der dann die tlietafiinktion als ein neues Hülsmittel der Unienuchnng 
dieser Funktionen unvermittelt hinzutritt. 

Ein Uericht über eine große Weierstraßfiche Vorlesung kann der 
Natur der Sache nach nicht ganz kurs sein. Er wird überdies nur dem ein 
Bild geben kSnnen, der mit dem Gegenstände selbst scbon «nigenuBea 
Tertrant ist. üm aber die Grensen eines Beforates nicht albnsehr su Aber- 
sdireiten, breche ich hier ab, ohne auf die späteren Teile, namentUeh die 
Behandlung des ümkehrproblems nÄher einzngohen. Ich darf dies um so 
eher tun, als der erste, auf die algebrai.schcn P'unktionen bezügliche Teil 
am eingehendsten duixhgearbeitet iät, und wohl auch sachlich daa meiste 
Interesse bietet. 

Ich schlieBd mit dem Ansdmck des Dankes an die beiden Herausgeber 
und an alle, die daran mitgewirkt haben, daß uns dieses schöne Werk in 
80 vollendeter Form und so Tomehmer Ausstattung geboten ist. 

Ötraßburg, Juni 1903. H. Weber. 



Annuairo pour Tan 1903, publie par le buroau de« longitttdoe. Paris 

19U3, dauthier-ViUar^' .«03 S. fr. 1,50. 

Die Verlagsbuchhandlung Gauthier- Villars hat soeben, wie in jedem 
Jahr, das Annuaire dn bnrean des longitudes ausgegeben. DiMes in drei 
Teilrai, einem astrononuschen, eäneai pbjrsikalisdien und chemischen, und 

einem geograf^ds^en und statistischen , Aber 800 Seiten starke Bändchen 
bringt wieder eine Fülle von Zahlen , Tabt^llon und Karten, die dem Ver- 
treter der reinen wie dem der angewandten Wissenschaften durchaus unent- 
behrlich sind. Angehäugt sind diesmal folgende Abhandlungen: Etoile^ 
filantes et oom&tes, par M. B. Badan; Bdence et poMe, par H. J. Jansen; 
Note snr les travaux executfe a Fobservatoire du somniot du Mont Blanc 
en 1902, par M. J. Jans.sen; Discours prononces par M. M Hassot et 
Poincare nnj funerailles de M A, Cornu; Discours prononces par 
M. M. Bouquet de la Grye, Bassot, Loewy, Janssen et van de Sande 
Bakhttf zen aox funerailles de Ii Faje. Und dabei kostet der Band 
nur 1,50 fr.t 

Berlin. B. Jahmo. 
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1. Aafig;abeu and LeLrsätze. 

86. (Aus einem Brirf^) mfi TT. C. Schuviarh er an Ja roh i) — Wenn Sie 
in der Lattgenweile des Budea emmal ein Elenn tiJiLrprühiem ansehen mögen, 
SO würde ich es wagen Sie um Belekruiig übtr eine Aufgabe zu bitteu, die 
ntiiie Bohwaehai Krifle huigo finidhtios bcsäfiftigt, und mich in KomplikatioiiMi 
gelnoihi hat, «ns denen ich keinen Ausweg aehe. Es ist diese. Wenn 
man in einem gradliniohten Dreiecke die 3 innerhalb liegenden Quadrate 
beschreibt , von denen eine Seite in eine Seite des Dreiecks fUllt, und die 
beiden andeni W iiik< Ipunkt« in den beiden andern Seiten des Dreiecks 
liegen, so kami man die Mittelpuncte dieser Quadrate wiederum durch grade 
Lhuwn Tttbinden, und eilillt ein sweiteg Dreaeok, in dem mu wieder 
3 Qondnte nntar den Torigen Bedingungen beeohreibi, deren dnirdli grade 
Linien verbundene Mittelpuncte ein 3. Dreieck geben, in dem man wieder 
Quadrate beschreibt, die ein 1, Dreieck geben, und so in intinitura. Was 
ist die Grenze, der man sich so nähert V eine T.inie, oder ein Punkt, oder 
beides uachdem man das ursprüngliche L>reieok aniummt? und wenn beides 
in gevrinen FUkn möglich iat| welche Bedingungen finden etati», damit ea 
das eine oder da« andere eei? Bei dem gleichseitigen Dreieck iet ee 
offf r.l at- ein Punkt, bei dem rechtwinklichten Dreiecke giebt sohon das xwcifte 
Drtiieck (weil die Quadrate, deren Seiten in den Catbet«n liegen, zusammen- 
fallen) eine Linie. Ich habe mich ausdrücklich auf Hie inneren Quadrate 
beschränkt, weil noch drei äußere hinzukommen, wenn man das Dreieck als 
ein Sjetem von 3 nnbegranzten Idnian belaraeiitei 

Ein Leefeor der Mathematik ans Ghristiania, der mich bei der Durchreise 
durch Altona gerade nicht in der besten Laune mit diesem Problem be- 
'i'häftigt f:ind, versprach mir die Auflösung aus dem ersten Nachtquartier 
i^er wollt« nUmiich mit der Schnellpost Weiterreisen) zu .spiiden. Nun habe 
ich, seit Abel, vor deu Lectoren in Christiaua einen groi^en liespect und 
glaubte «dion, was ich wfinsohte» zu haben; allein bis anf diesen AngenUick 
ist mir mdUa zttgefcowmen, Tielleicht reist er noch immer mit der 
Sehnellpost und hat in den 4 Jahren die seitdem YetdoMen sind, gar kein 
Nachtquartier gehalten, was sehr angreifend sein mnß, nnd echwerüdn für 
seine (Jesundhcit gut sein kann. 

Altona 1839, Julius 4. Scuumacukr. 



1} BetOglieh der Herkunft dieses Bfeiefee vergleiche die Anmerkung S) auf 
S. S68 des vierten Beadei dieeee Aiehif». 
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87. Es ist zu beweisen, daß homologe, gleiche, ebene Felder in gleichen 
Biumnif welohs danb swei entapreohMide Funkle gehen, CbeneiAfllsdMl 
IV. Ordnung mit kwei Doppelebenen hild«i* 

Hnlensee/Berlin. St. JoLun. 



88. Je zwei Gegenecken und die Schnittpunkte der Oeganeeitsii einei 

einfachen Emsriereokes sind vier Punkte mner gleichseitigen Hyperbel, deren 
Mittelpunkt den Abstand der beiden-^egenecken und deren Asymptotenpnnr 
die Winkel zwischen den Kichtungen der Diagonalen und diej^^nifren 2wi«cbea 
den Richtungen der Gegenseiten halbiert. Zum zweiten Mal schneiden di« 
beiden Hyperbeln einander in den unendlich fernen Punkten der beiden 
Strahlen, welche die Winkel der Diagonalen halbierMi, den Exmä thw ia 
den Endpunkten deqenigen Dnivhmeaser, welefae anf doi Dtagunalen aenk' 
recht stehen. 

Holaminden. G. Kobbb. 



2. Anfragen. 

9. Jakob Steiner hat den Sata gefiinden; Die Mittelpunkl» aller 

die Seiten eines Dreiecks berührenden gleichseitigen Hyperbeln liegen auf 
einem Kreise, dessen Mittplpnukt der Ildhenschnitt des Dreiecks ist. Dieser 
äaU ist schon oft bewiesen worden, meistens mit den Uilfämittelu der 
analytischen Geometrie. Anf synthetiadieni Wege hat Heinrieh SehrSter 
in seinein Buche über Kegelschnitte den Xachweis der Dichtigkeit deis 
Satzes geführt, aber sein Beweis ist umständlich und euihält eine ziemlich 
lange Rechnung. Mir ist es gelungen, einen einfachen rein geometrischen 
Beweis zu finden. Sind einem der Leser dieser Zeitschrifb andere Be- 
weise bekannt all der von Schröter gelieferte? 

Bradau, int Juli 1908. 0. QuraoHB. 



8. Kleiitere NotlMi. 

Bemerkungen xn der Abhandlung des Herrn Hurwitx: Über hOhere Koa- 

graenien, AtcUt (8) 8. 8. 17 ff. 

1. Das Verfahren des Herrn Uurwitz lAßt sich yerallgemeinem und 
itihrt an einem Sftta, der fttr hMiere KongruensMi dieselbe Bedentnng hat, 
wie der Sturm sehe Satz fElr Gleichungen. Der Sturm sehe Satz bestimmt 
die Anzahl der roollon Wurzeln einer Gleichung und damit auch die Anzahl 
der Faktoren ihrer linken Seite. Diese Anzahl ist aber nach Diriehlet 
bestimmend für die Anzahl der Einheiten des durch die Gleichimg definierten 
ZahlkOrper& Den Diriehlet sehen Sata habe idi auf KOrper erweitert, di« 
doreh eine Kongrueni f(x) 5 0(fi) definiert werden [J. £ d. r. il n. Math^ 
Bd. 126, S. 102 ff.]. Dabei spielt ftlr die Einheiten die Anzahl der nach j» 
irrednciblen Faktoren ¥on f dieselbe Bolle, wie die Anxahl dar reellen Faktoren 
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bei den gewöhnlichen Zahikorpern. Diese Anzahl kann nach dem Ver- 
hhnn. dm Hann Hiirwits wie Itolgt amititlt Warden. 

Die vorgelegte Fimklion sei f{x) «» + " * + ^ der Bedingimg 
a„ EE 0(p). Dieie BedinguDg kanu man immer durch Absondern einer ge- 
eigneten Potenz von ar erfüll* n Femer erhalte f keinen irreduciblen Fak- 
tor mehr a.]^ einmal Weiter sei g{x) = a:" + • • • + eine Funktion 
geringeren Grades als f mit heliebigen Koeffizienten. Haben f und g einen 
gemeinsamen Teiler modjp, so Teischwiikdet naolk p die Betnltaate jR(ftg), 
also ist der Avsdmeik JI*((, ^) ^ OQi^), wobei {^"'(p-l) — ^ gesetzt 
ist Haben aber f und g keinen gemeiniuiien Teiler, so ist jr) ^ OCp), 
also B*'if,ff)sHjsry Die Sunuiie 2^'*(f,9)(jf)f eratreckt Aber 

sUe möglichen ^, s8Ut daher alle g yom Grade «, die mit f mod j» kernen 
TeOer haben. iSs gibt jp^ Fanktionen p. ^« ist somit in allen IWsa 

durch die Kongruenz eindeutig bestimmt bis auf 9, 0 ond j)". Im 

Falle Q„ = 0 müßte aber f mit allen g einen gemeinsamen Teiler haben; 
es müßte also alle irreduciblen Funktionen bis zum Orade w hin enthalten, 
demnach auch durch x teilbar sein. Dieser Fall ist ausgeschlossen worden } 
folglich ist im Falle ^ s 0 auch => j)" eindeutig bestimmi 

Es enthalte nnn f 1^ inedndble Faktoren vom Grade A(A 1, 3, • * 
es handelt sich dann um die Bestimmung der A und ihrer Summe. Ferner 
sei die Anzahl der überhaupt möglichen irreduciblen Funktionen vom 
Grade /< ^ 1 , 2, ■ ■ ■), Schließlich sei — = Anzalil der iiTe- 

dudhlen Funktionen vom Grade die in f nicht aufgeheu. Aus ihnen 
müssen alle g gebildet sein, die mit f keinen Teller haben. Daraus findet man 

^streckt Uber alle Tersehiedetten Sjsteme von poaitiTen ganaen ZaUen «e, 

«• 

die der Bedingung ^.hut. n genfigen. 

So bestimmt man die fi nnd • und daraus die X dnrbh ^^ik~ H» 

2« Auch die von Herrn Hurwitz abgeleitet« InTaiiaate ist ein besonderer 

Fall einer allgemeinen Tnvariantenbildung. Es sei q> =» a^ar^ + • • • + ö«*^ 
eine binäre Form mit unbestimmten Koeffizienten. Und es sei i^ — b^a* 
+ • • • + b^x^ eine binäre Form, deren Koeffizienten dem Bereich b^^ 6,, 
' " — - 'P — 1 entnommen sind, m und n sind beliebig. £s er- 
fiüffe jetst ^ nnd ifr eine lineare Substitntion mit der nadi p nicht Ter- 
Mshwindenden Determinate so gehe 9 in 9' nnd ^ in ^' Aber. ^' 
kann in die Form x + i^^ gebracht werden, WO nnn % der Torher definierten 
Schar angehört. Dann igt 

m 

femer ist 

Ä(y,^')-d«-Ä(y,ij;), also iJ^Cv', - -««(v. 
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8od»0 «ich idJielttiAb 

ergibt. Zu jedem gehört ein % und umgekehrt. Mithin ist die Gesamtheit 
der X identisch mit der Gesamtheit der ^. Aus der letzten Kongruenz folgt 

D. h. 6B ist 

mod^ dm Lwarimie. iit gleidi dem ^(o^ *• a^) des Hem Hvrwitx. 

Doirtmimd, 13. 5. 08. JB» KOhioi. 
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Zur Tanffihnmg, 



Italien ist seit zwei Jahrzehnten das eigentliche Zentrum fort- 
schreitender Arbeiten auf dem Gehiet der projektiven Geometrie. 
Dies ist in Fachkreisen bekannt genug, und in der Tat bildet die 
italienische Sprache tüi- die Yerbreituug theoretiacher Keimtniäbe kern 
«rmflieho Hindoniis. Aber die itaUeniBchen Foxieliir und längst 
meh pgat ti ieh w r Seite weitergegangen: sie haben es siebt Tenchmihi^ 
ans ilivea Fonehimgen pidogisdie Folgerungen sn neben. Die aebr 
beraerkcaiBWerfcen Lehrbfichet für Hoch- und Mitfeebehnlen^ wekbe 
solcherweiae eniatanden sind, können den weiten Kteiaen, fllr die ne 
latenase haben, nur durch geeignete Übersetzungen zuganglich ge- 
macht werden. Und daß dies geschieht, erscheint gerade in Deutsch- 
lan(3 um so erwünschter, als nnsere Lehrbnchliteratür flon Kontakt 
mit der vorwärts drilngeuden Forschm^rr ^f^r zu sthr verloren hat. 
Übersetzer und Verlagshandlung, welche uns hier eine deutsche Über- 
tnigung der projektiven Geometrie von Enriques vorlegen, 
dürfen alao von vuriiherein vielseitiger Zusiiiiiiuung sicher sein. 

Ea 6rilhrigt| daß ich Ober den besonderen Inhalt des Buches 
einiges Empfisblemde sage. Es fehlt ja bei uns meki an anregend 
geschriebenen WeAen, die aar Einfthrung in die projektiTe Qeome- 
tane geeignet aind, aber leh kenne keines, welches den systematisehen 
Aufbau dieaer Diaziplin in einer dem heutigen Stande der Wissen- 
schaft entsprechenden Form in so durchsichtiger und gleichzeitig so 
vollständiger Weise darböte, wie das vorliegende. Dab^ ist die Dar- 
stellung überall anschaulich und doch völlig streng, wie man es nach 
den scharfsinnigen Untersuchungen über die Gnindlagen der projek- 
tiven Geometrie, welche in frühor^n Aufsätzen des Verfassers nieder- 
gelegt sind, nicht anders erwarten wird. Besonders bemerkenswert 
ist die Behandlung des Metrischen: die klare Herausarbeitung seiner 
Begründang durch das „Absolute'', — d^er die Betonung, daß dieses 
Abaolnte gegeben lein mvB (in der Ebene etwa dnrch einen Kxeis 
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mit bekanntem Mittelpunkte), wenu es sich um die projcktiTe Lösung 
metrischer Aufgaben handelt — , die Herleitnng von KreiskoiLstruk- 
iioaen aus EegelBchnittkoDstruktiunen, die üntenuchung metriMh^ 
Dii^e in der unendlich fernen Ebene etc. etc. 

Es ist nicht in KwaMa, daß Enriquei' Budi tkk hi dar teiMin 
OlMringang ebenso whIrMche Freonde enrarben wud, wie im ilalimir 
iolieft Original Yidlachi gesbittefc der Erfinl^ dan idi erwsrU^ nM 
hold, dafi demniehet anoli die mtorceamten Bindieiiy wekhe Ifiiixiqiies 
Tor kurzem über Fragen der ElementaTgeometrie veröffenäidil halb^ 
dem deatiehea Pablilnim in Übeneteang foigekgt werden. 

Göttinnen. m^d« 



1) Qaeationi rigrardaati la geomelria elentataie. Bologaa, Ztidflhelli, IMO^ 

von denen z. Z. eine deutsche Augalw von H. Fleiieher tit den Tediig 
B. 0. Teobner besorgt wird. 
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Der Verfasser Initte bei den Übiin^yen in seinem Seminar für 
„wissenschaftliches Rechnen" schon vor längerer Zeit damit begonnen, 
den Tf'ilnehmem die zur Vorbereitung erforderlichen mathematischen 
Entwicklungen autographiert in die Hand zu geben, um dadurch Zeit 
für die Beschäftigung mit besondereu Aufgaben zu gewiimeiL Diei>e 
Au£seichnangen werden hier in etwas erweiterter Gestalt der Öffentlich- 
keit flbergeben, da m deh um Dinge bmdelt^ für die es bisher a& «ner 
haadlichen ZnsammeiisteUiuig fehlte, und die flberdies außerhalb des 
Kreises der berufsmäßigen Beehner keineswegs so bekannt sind, wie 
sie ea bei ihrer erprobten NfltKlichkeit verdienen. 

Die Darstellung ist, da es sich in erster Linie um einen Leit- 
&den für den akademischen Unterricht handelt, auf die zum Verständnis 
unentbehrlichen Entwicklungen beschränkt: der Lehrer ist ohnehin 
genötigt, bei der Auswahl und Erläuterung der jedesmal m stellenden 
Aofgaben auf die Vorbildung der Zuhörer Rücksicht zu nehmen. 
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Vorlesungen über numerisches Rechnen 

von J. Lüroth« 

ProfMfinr Ml der CniverwitSt Freiburi^ 1 Br 

[VI u. 194 S.] gr, 8. 1900. geh. JC i< . — 

Der VerfajMr venttcht in dmn HlllbgMulaii BQOlMk dem hthret oder dem Stndiereaden 
der Methcinjatik oder dem angeheadain pmktSiolMB B<chmr «Im Auiw&hl der wlcbtigvteit 
Method<>n und Hilfsmittel fflr dM Munerieobe Bechnen Torsuftthreii. Er beachr^akt »icb »bei 
d*bei auf die Mittel zur Ersieliuig gioAer Oeuaigkeit. Von dem Laheit dee Werkee geben 
die folgaadu XapitelQb«rt«brift«n eine VontoUung: Allgemeine Bemeikaiuna, die dlxekten 
OperetloiMii, die ÄBcbenmaechinen, die OirUioii, da» Beohnen mit ungen»UMl ZaliMii, die Fehler 
ImI Benutxung matbemAtlscher Tafeln von kleiner Stellenzabi, dto BeoAtaang T«f«te adl 
mehr als sieben Stellen, Hilfsmittel xar Bwwshmiag Tun LogMlttiaMB mit nihr «Mnb 
SlaUaot dto Aniriuhnng der WuMln, die MooaiMlMa Olctohanfn. 

Politische Arithmetik oder 
die Arithmetik des täglichen Lebens 

▼on H. Cantor, 

Prfjfeeartr. 

2. Aufl. [X II. 155 S.] gr. 8. 1903. In Leinw. geb. 1.80. 

hDm WuA b«hMUMi In ttbenuM telttw« Uam ▼«!•• idlw, «m in* Iiilbawr m V«rl> 
bUdnagMeholiM^ HMdwMkM- tutd T mbteholien mIbm Sebfltora vonotnenA htü. Wim 41* «A 
Menm dttiMew XToHmb la dm htt. Btoiwaboatoni akthl imtom, dt* vbd <m W«rit ««• 
Gtertof all Oinol I t wn. B«kMid«lt wwdnn miliar •ndwm: gawawhiinf , XarvalMlBAJ, 
Xoalokorrent« baA daa vandiMMMn Metbodan, Ktumaittali Ww^ptona, HypoOiahaB, Waahwl» 
JkiMtragen, ZlnatMifwan, Anorllaierung Ton AitlaUw« «to. aie. F^naf dvdal dab Tlalaa ytm 
•UdamiMaam I&tanna, % JL WAiaafewIalialdMiMracinnBt, ala« «tegaiiaiid» DatalalXvag dat 
VantolianiBgawiMBa dar vanddadautaa Aft, SMtUMbMtaWballan «.▼.». Amh dar adatat 
•Igataataoh geeoholta Leaarwlrd die poUitlaabe AritbMMtik mit Gawian dwaliacbaltaB, da darTar- 
laiaav aiaih rtato bamflhi hat, da» la arlIhnatUoihar Torrn Batwlekalta durdi ala ZahlaolMlapIal 
aoak flir diaaaa vanMadllob tu maoben." (Scbulblatt d. Frovins Sachsen 1900 2fr. M.) 



Repertorium der höheren Mathematik 

(Deflnitioiien, Formeln, Theoreme, Literatornachweue) 
Ton Eruesto Pasoal, 

«vd. Prof. aa dar 0alv«rd.ut aa PaTi». 

Anftoririerte dentdch« Ausgabe toh A. Sohepp in Wiasbaidea. 

lu 2 Teilen. 

LTeil:BtoAiift]7«fe. pniu-esSS.] 8. 1900. Biegi.ui lamw. geb.UK lO.^- 
n. Teil i Die Oeoinetfie. [X «. 71S S.] 8. 1902. Biege, in Leinw, geb. ^ IS. — 

Der /.weck dcü Rut liL-» ut, auf yiuum m ifili'-hüt kleinen Raum die wichtjgreten Theorien 
der uotierou Mathoinatik r.n voreinigen, ron Jeder Tbeorie nac SO liel su bringen, daA dar 
Leier im »taudo iüt. ^ticii iu ibr an ofinllaraOt aad aaf dla Beahar aa twwalaaa. In walebaa 

er AusfültrhclKireM ftiulen knuu. 

Für den ht ■ lu rt :, .ler Mathematik soll oh eiu „Vadoruecum" sein, in welchem er, 
kura auMmmengcfiiiii , tnntheRiatischeu Begriffe und Hontilt.-ite (ludet, die er wubread 

aataar Studieu »ich au^'e«iKu«c )iat oder iK'oh aneigneu »ill. 

Die Atii.rduuut' der verHcliiedeuoii Teile ist lioi jodor Thoone (ust immer di^Milbe: 
suorst worden die Defiuitiurieii und OruudboifrifTe di>r TtiO'irie gegeden, aledaun die Theureme 
and Fiirmelu frthne liewolm uufifoiielU, wolcho dio V.irhinduug swiiohea den duroh dt« Tor- 
hergeheiidcn Dotiiii'.iouoii omuofülirteu Diiik'i>i> oder (iioßoii liildeOf oad aehUalUak al& kaiaav 
Hinweis auf die Liiterator aber die betreffende Tbeorie gebracht. 



Digitized by Google 



Soeben erschien: 



VORLESUNGEN ÜBER ALGEBM 

Db. GUSTAV BAUEE 



U£iuufiä£0£afiir vom 

MATHEMATISCHEN VEREIN MÜNCHEN 




BOT DEM BILDNIS 6USTAY BADERS ALS TITELBILD 
UND 11 FIGUREN IM TEXT 



Am 18. November IWH) leierte i ielieimrut rrulessor Dr. Gustav Bauer 
in unv^^rminderter, geistiger uud körperlicher Frische, noch rastlos tiitii^ 
im akademischen Lehramte, seinen 80. Geburtstag. Zur Feier dieses 
seltenen Kreignigse'? vt ranstaitete der Mathematische Verein München", 
der von Studierenden der Universität und der techniwchen Hochsehnle 
g^ebildet wird, einen Festabend und machte gewissermaßen als Elnengabe 

Jubilai das Anerbieten, dessen Vorlesungen über „Algebra" im 
j^rueke erscheinen zu lassen, Herr Professor Bauer erklärte sich da- 
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Vorrede. 



mit einverstanden und kam dem matheniatts^rhfn Vereine noch weiter 
entgegen, indem er das vom Verein aus verschiedenen Nachschriften 
zusammengestellte Manuskript vor der Drucklegung soi^äitig über- 
arbeitete. 

Das vorliegende Buch .soll demnach nicht nur den Ti^l ;,Vor- 
lesi^ingeu'^^^ren, s(mdeni in der Tat Vorlesüngen, ' Wfe Sie gehalten 
wurden, wiedergeben. Es ist hervorgegangen aus Vorträgen über 
Algebra, die Herr Professor Bauer in der Zeit von 1870— 1897 je 
in Zwischenräumen von 2 — B Jahren an der Universität München ge- 
halten hat Diese VpflesiiQgen '^aren für Studierende im ersten oder 
zweiten Studienjahr bestimmt. Der Zeit nach erstreckte sich die Vor- 
lesung jeweilig über zwei Semester in der Weise, daß das Winter- 
semester hauptsächlich der theoretischen Betrachtung der Problem^ 
das Sommersemester der Lehre von den Determinanten und deren An- 
wendung zur Lösung dieser Probleme gewidmet war. Diese aus rein 
praktischen Gründen durchgeführte Teilung auch in dem Buche be- 
sonders hervorzuheben lag kein Grund vor; im übrigen entsprechen 
die beiden ersten Abschnitte dem Lihalte der Wintervorlesung, die 
beiden letzten der Sommervorlesung. Immerhin kann der Leser etwa 
vor Kapitel VII die Kapitel XXX bis XXVII fibtt die Theorie dw 
Determinanten lesen und sodann ikick jedem weiteren Abschnitte über 
die Elimination, die Diskriminante usw. die Ergänzungen durch An- 
wendung der Determinanten in den betreffenden Kapiteln des vierten 
Abschnittes einsehen. Das iu den Noten I und II Gegebene wurde 
gelegentlich iu Übuiigsstunden voi^etragen. 

Daß das Buch im Hinblick auf den besonderen Anlaß mit dem 
Porträt des Verfassers ausgestattet ist^ wird deesen sablreichen i<Yeundeo 
und Schfilem gewiß zur Freude geneichen. 



Digitized by Google 



Inhaltsverzeichnis. 



I« AbteihaltL AOfeHctM ElgenMihafliiB ier ■Igetoilidiflii AMAu^eii. 

teil» 

I. Kapitel. Eioleitang 1 

IL r> Kompleie OfOAen 4 

nL „ BSgenMhaAen der gttuen ntionalcn FunktioB 14 

IV. „ Allg«iiid]ie Eig«nichaften einer iJgebraiwshen Gleiehuiig. 22 

V. „ Zerlef^ng rationaler Brüche 8S 

VI. „ Symmetrische FiuÜLtionen 41 

VII. „ Elimination 68 

VUL „ Zwei Gleichungen mit xwei Vamblen <8 

IX. n BHmiwatiem Ton swei und mehr YanaUeu 78 

X. „ Die Di^kri mi aaate . 88 

XL „ Die TKanaformatioii Ton Gleichimgai 94 



4 n 



a. Atoehaltti AlfebntBClie Anf ISsM« GlelciMBffii»' ^ 

XII. Kapitel. Algebrait<che Aut iösung der Gleichuageu ä'*" und 4^ Grades 106 

XIII. „ Heiiproke Gleichungen. Binomische Gleichungen .... 116 
ZIT. „ Ton den Emheitewoneln tii 

XY. ^ Unmlfgliehkeit der algelnaiBehen LOsiing der Gleiehnqgen 

6*" und hf^heren Grades 136 

XVI ^ Redukti> 1< mu\ irreduktible (ileir.h!ingea. Stttae von Qatoi« 148 

XML Zahlentheortühcht-a 156 

XVili. „ .\bel6che Gleichungen 176 

XIX. „ Algebraiecho AtiflOinng der binomiaaken Gleiehnugen . . I8fi 



Iii. AbtteiwiU. Sumerische Aufiosang der dileichnngen. 

XX. Kapitel. Grenzen der Wurzeln. Rationale Wazseln. Ttennong der 

Wurzeln. Die SSt^»- von P. urtea und Bolle 200 

XXI. „ Die S&tze von Fourier und iturm 214 

XXII 1^ aherungsmethoden 22ö 

XXm. n Magin&re Wnneln 888 

XXIY. „ Die Giaeffeeehe Metbode rar Anfl8eang der nameriieben 

Olendi Ingen 244 



Digitized by Go«gle 



rv 



InhAltovaneiohnii. 



lY. A.b»ehBitt. Tkeorie luid Amwendmif der UetemiiiiaBteu. 



Salto 

XXV. Kftpitel. Bildung? und Eigouiehillen der Detenninanten 25T 

XXVI. „ Svf'tenu' linearar (MeT'"}ttintrPn 276 

XXVII. ^ Eigeuachaft^n der Detetuiinanten Fortsetzung) S91 

XXVIII. Anwendung auf die Elimiusttiau einer Variablen aus zwei 
Gleicliongm beliebigen Gnd«i 804 

XXIX. „ Zur EUnuii»(ion von mehreren Vftriftbleii 811 

XXX ^ Zur Theorie der Diekrimiiui&te 330 

XXXI. „ Anwendung auf quadratiaehe und bilineara Formen . . . 834 

Not« I. Kettenbrüche 361 

Kote II, Herleitung der Formei lür die Sutome der 

Potenten der Waneln einer quadratiechea Glei« 

obvng 8ft7 



Besteli-ZetteL 

Bei ..... I 

I 
1 
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beutelte ich hiermit ein Exemplar den im Verlage von B. G. Teubner in 
Leipzig »oebeu erschienenen Werkes [zur Ansicht]: 

BaUAr« OuBtav, Vöries ungen über Algebra. IGi dem 
Bildnis Gustav Bauers als Titelbild und 11 Figarea im 
Text. [VI u. 876 8.] gr. 8. 1903. geh. n. 12 . — , ^ 
geb. n. JL 13. — 



Ort» W«faaiiaK. Uatm^rilk 




Digitized by Google 



Soeben erschien: 



EINLEITUNG 
IN DIE ALLÜEMEINE THEOiliE DEE 




AUS D£M UNGA&ISCUEN ÜHEK'i'lUGEN VOM V£llFASa£R 



Die allgemeind Theorie der algebnuecben Ordßen hat 
Leopold Kronecker m der berflhmten „Festschrift'' vom 
Jahre 1882 nif^ht nnr als <^mn(!l<*<rpii,|o mnthpmatische Dis/iplin 
neu geschaffen, sontlom ainh iliri'iii <j;»)Simitt*ii Inhalt*», ihren 
Zielen und Prohleiiieu mu-h «^enau nmsrhriebeu. Qloichwohl 
reicht die Geschichte ihrer Entwicklung weit zurOck. Ale Ter- 
sehleiertes Bild in Ganfi' niiTergänglichen Arbeiten enthalten, 
hat diese Theorie in den arithmetischen Untersuchnngen von 
Lejeune-Dirichlf't. Kummer und Dedekind, den aln;, hrai- 
schen Forschungen von Alvol. Galois und Jordan, den lunk- 
tionentheoretischen »Schöptuiigen von Puiseux, Kieniann und 
Weiersiraß; sowie endlich in den algebraisch geometrischen 
Siteen Ton Caylej, Glebsch, Oordan und Noether ihre 
entscheidenden Gesichtspunkte gewonnen. Auch die seit dem 
Erscheinen der Festschrift vei-flossenen weiteren zwei Jahr* 
zehnte haben bedeutsame Hesnitat*» üff*lif»ff>rt, ans donfn — 
abge»ehen vou den Krön eck er scheu A bhundluiigen 
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iiisbcsondore dio geradezu grundlegend on Sätze über Divisoren- 
systeme von Hilbert und die wertvollen Arbeiten von Hensel 
hervorzuheben sind. 

Bedflnkt man weiter, da6 anch die neoen Bolmen, welehe 
die Gruppen- and Punktionen theorie unter der Führung von 
Klein und Lie einerseits, Fuchs und Poincure andrerseits 
eingtiBchlagen hat, mit der Theorie der algcbraisclieii rJröüuii 
vielfache Berührungs- und Kreuzungspunkte uui'weist^ so ergibt 
lieli filr nnsre Diaeiplm eine zentrale Dtellnng^ die an Bedeutung 
auf dem Gkbiete der reinen Mathematik vielleicht nur Ton den 
Hetixoden der Infinitesimalrechnung übertroffen wird. 

Eine systematische Darstelluiii^ der Theorie — oder i^enfiu' » 
ausgedrückt ihrer Fundamentalwätze • die sich in aiierdiiii^s 
unvoUkommeuer Analogie zu den gangbaren unthmetisch' 
algebroischoi Handbtteheni ao verbilty wie eine Dantellung 
der Funktionentheorie su den Lehrbflchem der Differential- 
und Integralrechnung, wird wohl ohne weiteres als dankbare 
Aufgabe anerkannt werden. Wie schwierig eine befriedigende 
ijÖHung dieser Aufgabe sich gestaltet, hat der Verfasser des 
vorliegenden Versuchs an seiner Arbeit selbst er&hren. War 
ja dodi neben manchen methodiaehen Fragen Mher eine Reihe 
yon Fundamentalptoblemen zu erledigen, deren Lösung entweder 
gar nicht, oder nur spezielle Fälle bekannt war. 

Gerade diese neuen Uniersucbungen, die wohl mehr als 
die Hälfte des gesamten Inhaltes ausmachen, drängten aber zu 
der hier gewählten systematischea Darstellung. Seit langer 
Zeit mit dem G^enstande beschäftigt^ mußte der Verfasser bald 
einsehen, daß einzelne Abhandlungen bei dem vielfachen Inein- 
andergreifen jener Fundamentalproblcme wif^der sehr schwer 
lesbar und auf einen kleiustoTi Kreis liesciiränkt biieben, ahsü 
ihren Hauptzweck verfehlen inuijLt:u. Denn als solchen betraditet 
es der Verftsser, den Geist der Eroneoker sehen Methoden — 
wenn der Ausdruck fOr dieses schwierige mathematische Gebiet 
gestattet ist — zu popularisieren. 

So entstand dieses Buch, das eigentlich nur die ersten 
Elemente der Algebra und Zahlentheorie — einige Sätze aus 
der Lehre von den Determinanten inbegriffen — voraussetzt, 
und das eben darum auch ein Studierender mit Nutaen lesen 
kann; wührend andrerseits der Fachmann die Darstellung alter 
und neuer Resultate hier in bequemerer Form erhält, als dies 
in einzelnen .lounialabbHndhmgen hätte geschehen können. 

l>eu lidiait des Buches hier in Form eines noch so knappen 
Reftnatea suaammensu&asen, hieße den Umfang dieser Anaeige 
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zu sehr ausdehnen; statt dessen sollen hier nur einige Punkte 
frapinentArisch berührt worden. 

Die ganze Darstellung geht von der Definition „holoider" 
und „orthoider^' Bereiche ans, die den Bereichen der ganzen 
rationalen, resj). der rationalen Zahlen nachgebildet sind, also, 
wie es scheint, durch gangbare technische Ausdrücke wie 
Integritätsbereich und Rationalitätsbereich (Körper) ersetzt 
werden können. Daß dies nicht der Fall ist, wird der auf- 
merksame Ticser bald erkennen; denn jene Definitionen vermeiden 
die Starrheit der letzteren Begriffe nnd gestatten infolgedessen 
eine viel einfachere Grundlegung der Theorie, heben den un- 
angenehmen Gegensatz zwischen Arithmetik und Geometrie 
und ergeben den für die Ökonomie der Darstellnng wichtigen 
Umstand, daß das „Orthoide" (Rationale) als spezieller Fall 
des „Holoiden" (Ganzen) zu betrachten ist. Diesen Begriffs- 
bestimmungen entsprechend scheidet sich auch die Theorie in 
einen „algebraischen" und „arithmetischen" Teil. 

Vom methodischen Standpunkte aus hebt der Verfasser 
noch hervor , daß der K r o n e c k e r sehe Fundameutalsatz 
(Kap. ni. § 5 — 7) auf Grund eines völlig elementaren Beweises 
zum Ausgangspimkt der ganzen Theorie gewählt werden konnte. 

Diesem Satze reiht sich sodann — als wichtigste Grund- 
lage der hier erhmgten neuen Resultate — die Aufstellung der 
von dem Verfasser sogenannten Resolventenform an, die als für 
ein beliebiges Formensystem geltende arithmetische Erweiterung 
des Resultantenbegriffs aufzufassen ist und insbesondere immer 
als homogene lineare Fonn der gegebenen Formen dargestellt 
werden kann. Dabei wird nach dem Beispiele Kroneckers 
bei Benutzung des Ausdrucks „Form" von der Forderung der 
Homogeneitat abgesehen. 

Die Einführung der Resolventenform einerseits, der 
Kroneckersche Grundgedanke der Association neuer Un- 
bestimmter andrerseits führen zu einer — im vollen Sinne des 
Wortes — allgemeinen Theorie der Elimination, in der die 
Multiplizitat der durch irgend ein Gleichungssystem definierten 
Mannigfaltigkeiten nicht mehr, wie dies in der „Festschrift" der 
Fall ist, vernachlässigt wird. So entsteht ein mächtiges Werkzeug 
der Forschung, das uns zunächst eine rein algebraische Theorie 
der P'unktionaldeterminanten liefert. In einem längeren Exkurse 
wird dann auch eine definitive Darstellung der sog. speziellen 
Eliminationstheorie, d.h. die allgemeine Theorie der Resultanten 
und Discriminanten — letztere zum ersten Male — gog(>ben. 

Die im engeren Sinne des Wortes arithmetischen Teile 
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der Theorie erhalten diirdi die Behandlung der linearen dio- 
phantischen Probleme eine feste Grundl^e. Als solches wird 
die allf^fcmpino T/ösnnp eines Gleichungssystems hingestellt, 
dessen einzelne (ileichuugeu die Gestalt £F.X^==F haben 
Dabei sind die F als gegebene^ die X als unbekaunt« Foriueu 
Bogesehen, die der weiteren Bedingung untemroifen sind, daB 
ihre Koeffizienten einem beetimmten, vorweg gegebenen 
holoiden Rereiche angehören. Dieses Problem wird in den 
für die Theorie der ulj^ebraiechen Größen aui^reieheuden 
Fällen durch eine endliche, wohldehnierte Keihe elementarer 
Operationen voUfttändig gelost. Es sind dies die Fähe, wo 
die Formenkoeffizienten entweder einem orthoiden Beniche 
(also /.. B. ii^end einem Rationalitätsbereiohe) oder aber dem 
Berei' lif ler iranven rationnlen 7ab1fMi angehören. 

Der erste Fall ergibt unter audereui eine alljjemeine Belmud- 
lung des Noether sehen Satzes im Eaume von n Dimensionen. 

Mit diesen Resnltaten ist nicht nur die wichtige, bisher kaum 
gestrei^e Frage nach der Äquivalenz zweier Divisorensysteme voll- 
ständig gelöst, sondern es ist anrh die allgemeinere Frage des 
„Enthaltenseins" eines Divisoreusysteras in einom andern erlt^digt. 

In der Theorie der ganzen algebraischen Gröüeii werden 
die beiden Falle der im sh'engen Sinne der allgemeinen Arith- 
metik (^bsolnt^ ganzen €hröBen nnd der in Bezuir auf einen 
orthoiden Bereich („relativ'') ganzen Großen zugleidi und nacli 
denselben Method(^u beliandelt. Im zweiten Falle sind unter 
anderen die im Sinne der Funktionentbeorie oder (ieonietrie 
ganzen Größen enthalten. Es ist ein Kardinaipimkt der Dar- 
stellung, daß die idealen Größen von Beginn ab als nidit anr 
der Multiplikation, sondern auch der Addition fähige Größen 
eingeführt werden. Auf dieser Grundl^a bant sieh eine 
wpHentlicb neue «nd einfache Methode yiw wirklichen Be- 
stiuiniuug des Fuiidanieiital«ystems in alb ü 1 iilien auf, die in 
erster Iteiho auf der Theorie des ,^quivuieiLzmodulö'* beruht 
Die Zerlegung einer ganzen Größe in Primideale wird endlich 
definitiv und ohne Ausnahmefall geleistet, wohei die dies- 
bc/.tlglichen Kroneek ersehen Resultate in einem wesentlichen 
Punkte richtig zu stellen sind, da diese infolge eines merk- 
würdigen, allerdings tiefer liegenden Verseheus nur in den 
einfachsten Fällen richtig sind. 

Für alles Weitere sei auf das Inhaltsrenteiehnis Terwiesen, 
aus dem der Inhalt des Buchs nnd dessen Disposition im 
einzelnen zu ersehen ist Hin ausführliches Sachregister wird 
die Benutzung des Buches wesentlich erleichtem. 
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Daa ^Hdgeiide Buch ist dem Wunsche entaipnuigen, die wichtigeren 
Sfttze und Formeln aus der Theorie der Tliet-afunktionen, welche sich in 
zalilreichon Abhandlungen zerstreut finden und dort auf sehr verschiedenen 
Wegen abgeleitet und in sehr mannigfacher Weise dargestellt sind, ein- 
heitlich zusanunenzofassen und so vollständig, als es ohne Überschreitung 
«inet mäßigen üm&ngs mOglich war, wiederzugehen, um auf diese Weise 
eiMTSeits dem Leaer einem Oberbliek tlher den gegenwKrtigen Stand dieser 
Theorie zu verschaffen, andererseits aber demjenigen, dessen Arbeiten das 
Gebiet der Thetafonktionen berühren, dip ihm nötigen sachlichen und lite- 
rarischen Hilfsmittel an die Hand zu geben. — Ein Eingehen auf die 
speziellen Resultate, welche die Thetafunktionen von 2, ^ und 4 ^'ariablen 
betrdfon, war dabei eb«aao aosgesohlossen, wie ein Eindrii^pen in die 
Theoirie der eUiptiKben, byperelliptisebni mid Abelschen Ponäioiien. In 
ertterer Binsicbt konnten die spesidlen F&Ue nur hie und da rar Cr- 
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lüuterung dar allgemeinen Sätze und Formeln herange^gen wttrdeo; in 
letxterer EinBiolit mnBta cidi die Dttstellung auf jene em&cluteii TtfaBaohen 
beschranken, weldie den Zvisammenhang der Theorie der ThetafenktieneD 
mit den vorher genannten Theorif-n vermitteln. — Das Bach Lst in drei 
Teile und elf Kapitel eingeteilt, so daß der erste T»'il, der von den all- 
gemeinen Thetafunktionen mit beliebigen Charakteristiken bandelt, Kap. 1 — 6, 
der zweite Teil, die allgemeiaen Thetafbaktionen mit rationalen Charakteristiken 
betreiend, Kapw 7 und 8, der dritte endlich mit der Lehre von den speneUen 
Thetafunktionen Kap. 9 — 11 umfaßt. Der Inhalt der einzelnen Kapitel aber 
laßt sich wie folgt angehen. Da" r^t^ie Kapitel behandelt die Konvoro-f nz 
der Thetareibp und die Definition und Haupteigenschafion der Thctafuöktioüeü. 
Das zweite und dritte Kapitel enthalten jene formale Theorie der Theta* 
formein, weleha vomehmlieh von Hemu Firym und dem VerC geschaffim 
wurde imd bei welcher alle Thetaformeln als spezielle Fälle weniger dl- 
gemeinrnr Formeln erscheinen, diese ^rll >t aber durch direkte Umformung der 
iin^tidliehen Reilu n t^owonnen worden. Das vierte Kapitel handelt von eler 
barslellnng allgememer 2|>-fach periodischer Funktionen durch Theta- 
funktionen. Das fünfte Kapitel bringt die Transformation der Tbetatunktioneo, 
an welche sich im sechsten Kapitel speziell die komplexe HnltipUkation aa> 
schließt. Das siebente und achte Kapitel sind jenen Thetafunktionen ge- 
widmet, deren Charakteristiken aus halben und r*"' Zablm als Elementrn 
gebildet sind, bez. der Theorie dieser Charakteristiken selbst. NachdcMn so- 
dann das neunte und zehnte Kapitel von den Abelschen und den bjper- 
elliptischen l^etalionktiotten gehaadelt hat, heiehtftigt aidi das IMirte qrasiell 
mit jenen Thetafbnktionen, welche m rednsierbaren Abelschen Integialeo 
gehSniL 

Karlsmhe. Knuer* 



liilialtsvei'zeiciinis. 
Erster TeiL 

Die allgemeiiien Theuianktioneii uiit beliebigen Charakteristikeu. 

Erltes Kapitel. 

Definltton und Haupteigenbchafteu der Thötalunktionen. 

I 1. Dfp einfiu'h ii!»en<lliche Thetiireiho .... S 

I 3* üle p-faeh uii<^udHche Thetareihe. Ermitiluitg einer notweudigen 

nnd Unrelohendea KanTiVgtnibedIngnDg • 

I 8. Andere Fotmen fllr die KoftTergensbedlBgang 16 

1 4. Die Fnnktion »(m, }u^\---\u^) M 

§5. Efnfnhnin^ der ( harakt«r{»tik«u. l»ie Funktion ^|^J(u) ... 29 
I 0. Thetafunktiouett höherer Ordnung M 



Digitized by Google 



InbalUveneicbaU. 



m 



Zweites K»pUei 

Über ein allgemeines Prinzip der Umformung 
unendliclier, insbesondere mehrfach anendlicher Keihen 
und dessen Anwendnngr auf Thetereihen. 

§ 1. UmformuDg unendlicher Beihen durch EiuflihraBg neuer Sumne* 



tlonsbnehstaben vermittelst einer linearen SnlMitltiitleM M 

I S. Tlrntlmmnng der Anxahl « der Normallösungeik eines System 

linearer Monf ruenien 61 

|S. FoIgeniBgea««» des III.8etM$eiidgllUge Gestalt der Femel (26) 57 
1 4, ABwendaBf der Femel (X) mt elÄe j»-fMh meBdllelie Theten 

reihe 66 

I S. Beslehnairen swlschen ThetetaalrtteaeB) derem Modulen sieh um 

rationale Yielfiaehe Ton xi unterscheiden 70 

I tt. Anwendung der Formel (X) auf ein Produkt tob Thetarelbea . . 77 

I 7. Erste Spesialisiemng der Formel (XXXU) 64 

1 8. 2welte SfeeiallileniBr der V^rmel (XXXII) 90 



Drittes EapiteL 

Ein zweites allgemeines Prinzip der ümformnng 
nimidllolMr Beilen und dsMen Anwendung auf TheUureUien. 

1 1. rmforrnunn: einer eiafieh BBeBdlleheB Belbe Teraiittelit der 

Fonrier^cheu Formel 98 

I 2. Anwendung der Formel (I) auf die einfach unendliche Thetarelhe U6 
1 1. Aaedehnung der Ib | 1 BBgegekeBeB ümfenBBBg aif mehrftwli 

unendliche Heihon 99 

§ 4. Über eine Eigenschaft der Tbetamodulon a ■ 102 

f 6. ABweBdnng der Formel (lY) aaf elee j>*f«eli UBeBdUehe Xheta« 

reike 106 

Viertos Kapitel. 

Dantiliiing aUg^inßiner 2;>-fach periodischer Funktionen 

durch Thetafonktlonen. 



§ 1. BUdiiniT '2|>- fadi )K>Hodischer Funktionen mit Hilfe von Theta- 

fuuküuneu liü 

§ S. AllgeBielBe Sttae Uber tSp-flseli poriedlaene FnakHoaeB .... 114 

§8. Rednlktinii rtor Periodrn rfnrr allgeBielBeB perledlsdien 

FBBktlon auf eine Normalform i-jo 

f d. INunVMlnng der aUgenetaea 9p-Mk perledlteheB FaiktleBea 

d«reb IketaftuiktSeBeB 196 



Fünftes Kapitel. 

Die Iransfoxmation der Thetaftmktionin. 

§ 1. Has Transformationsprnhlpm 128 

§ Weitere Eigen»chafteu der Tranüformatiouszahleu Ca;) ISS 

§ S. Beziehungen zwischen den Argumenten und Modulen der nr- 

SfrUB^<dieB bbU der treBeferailerteB TheteftiBktleBeB ins 

f 4. Zusammensetzung von Transformationen 148 

§ Zusammensetzung einer ganszahUgen linearen Transformation 

aas eleiMBtareB 148 



Digitized by Google 



17 Inbaltiveneiebnlc. 

§ 6. ZurttekfUhmnir ganzzaMircr ntchttlnearer Trausformailonen aaf 

eine endliche Anzahl uicht iiiiulvakiitor 1&6 

f 7. Zngammenliang der iirsprilng^lichen und der tnuMfonilerlMi 

Tlietafiinktion !iti Falle ganzzahlli^pr TraTisforrnntinn IM 

I 8. Die ganzzahlige lineare Traasfonnatiou der Ibetafimktionett . . 171 

i U. Der besondere Pal! pssl >. . . ISS 

flO, Snrlekffilirtiii'; niehtganszahliger Transfomukllmtt auf gaa«> 

zahl ige. Die Multiplikation und die Dlrigfon 19« 

§11. Jirazer-PrjBiHebe Zuaanmenaetsiing eüier Transformatlou aus 

^enMaterat 196 

Sechstes Kapitel 
Die kompleie MnltipUkatioiL 

g 1. Die komplexe Multiplikation der XhetafunXtlonen einer Ver* 

inderliehen 908 

ff 2. Elnlpe SHtzc aus der T.ehrr vnn den hlUnonren Formen . 314 

I 8. Die komplexe Multiplikation bei den Tbetafunktionen mehrerer 

Terladfanielien SSO 

1 4. Nsehweis, daß die im IX» Sets ufsfelieiie notiresdlge Beifagong 

tmA Uareiekeiid ist «u> 



Zweiter TeiL 

Die ailgemeiaeu Tlietafaiiktioneii mit rationalen Charakteristikeii. 

Siebentes Kapitel 

Die Thetafonktionon, deren Cliarakteristikeii aas halben Zahlen 



gebildet sind. 

I 1. Die Funktionen »UJ,!«) SIS 

Erster Absebnitl 

Die Charakteristikelltheorie. 

g i. i'eriodencharaktcristikeu S42 

|S. TlietaeharalEteriattkeB ui 

I 4. Bezieh nnircu zwischen dea PeriedeadiarakterlitibeB aal den 

Thetacharaktcristiken SM 

I 5. Fandamentalsysteme TOn Perlodeaekarakterlstlkea S<7 

I Die Gruppe der med. 8 Inkoagraenten fanssaklifea linearen 

Tranf)formati<niori t7t 

I 7. FundamentalHjKteme von Thetacharakteribtiken S8S 

I 8. Gruppen Ten PeriedeaefesrakterlBttken SSI 

1 9* SystoBie Ten Tfaetaeharakterlstlken SS6 

Zweiter Abschnitt 
Die AdditfOBstiieoniDe ThetsAnktioneii. 

1 10. Die Riemannselie Thetafermel SM 

§11. »er Fall p=:l SIS 

§12. Der Fall j»as2 8S6 




Digitized by Gou^i|^ 



InbaltoTenaiehius. 



V 



Seit« 

§ la. Um Additloobtheorem d«r allgemeinen TheUfunktionen für j»>3 346 
I Ii. Weitere Folger ungMi am dar BlemaiiBMlian Thatafaraol . . T . 351 
|U. n»tallnktloBm Uliarer iMmumg wdt UOnm Charaklwiatiken 357 



1 ThatareiatlaBaB 3S2 

Achtes Kapitel. 

0ie Thotiftuikfeioneii, dArni Cluunktoristikra aus ZaUen 

gsbUdttt siniL 

§ 1. Dia FoBktlonea 9^[e]^{u} 370 

i 8. PariodeBdiarakterlstikaB 879 

§ 3. Thotacharakterlstiken 378 

§ 4. Uie YcrallgemelneruD}^ der RieoiannHchen Thetafcirniel 879 

4| Das AdditioDsthooreiii für die (Quotienten der Fanktiouen i)-le\/lu} 887 

I <f. Ülior die zwlicheii den r*^ Fanktionaa ^[«VC**) iMstaJieaden 

Relationen 3b9 

I 7. Der besondere Fall |is=l,t*Bs3 890 

f B» IMa alllptlMhan Hamallnurraa 899 

|9. Übergang tob den FnakttOBeB ^[e]^(t*) an dCB FaBkUaaeB 

*[e],(uj *04 

§10. Die TransfonBatioii der FnnktioBen ^[<J,(tt| 407 



Dritter Teil. 
Die speziellen Thetafanküanen. 
Nettntes Kapitel. 



Die Abebehen Tlietafimktioiien. 

d 1 . Yorbeuerkungen aus der Theorie dar AbelaahaB FBBkttoBeB . . 418 

i. Die RifMMnnniiehe Thptnfimktion 416 

1^8. Die Aii/ahl der Niillpiiakte d< r Ii ii niiiniisehen Thetafiiiiktioii 419 
§ I. Zusammenhang zwiüchen den raram(5t«rii «'it - *^. und den 

VBÜpBBktaB n^," ,n, dar BtfBiaBBMihaB TholaftiBkUoB .... 481 
§i. Die Lehre TOM IdaBttaehaB TenekwlBdeB dar RtamaaBHcdiaB 

Thf-tafiiuktlon 426 

§ 6. Zuurdutin^ von Wurzelfunktionen xu dea IhetafunktioBen . . . 436 

I 7. Das Umkehrprohlem 441 

Zehntes Kapitel. 

Die hypereiliptisehen Thetafanktionen. 

§ 1. Beziehungen der PerlodialtitaBiadulen elneü hYperrlliptisehaB 
Integrals antar dattaag sa ■ataea Werten in den Yeraweiguags- 

punkten 44ä 

f S. Bereehnnag der Btoaiaaaschen Koastaatea , • , A> 449 

f t, Baa TanahwladAB dar kjrparalllptlaehaB IhatafBaktlaa 454 



(»«MNamf «ttk« Salt« VUI.] 



Verlag von B. 6. Teubner iu Leipzig. 



Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen 

auf Gnind der Riemannschen Thetaformef. 

Von Prof. Dr. Adolf Krazer. 

[YIl u. ÜÜ S.J gr. 4. 1882. i^eh. n. A 3.60. 

Diese Arbeit behandelt den speziellen Fall der zwoifach unendlichen Tlieta- 
reihen. Von der Riemannschen Thetaformel ausgehend, wird zunächst das diesem 
Falle entsprechende System linearer Gleichungen aufgestellt und eingehend unter- 
tucht. Es ergeben sich dabei zwei eigentümliche Syateme von je Tier Charakteristiken, 
die als Vifrersystcme erster und zweiter Art bezeichnet werden, und von denen 
•pftier daa ergte zu den Göpelschen, das sveite zu den Boseuhainschen Formeln 
hioü'berleitet. Thnteh Speni^deruug der in dem erwUhnten Systeme lineanr 
Gleichungen vorkomniondcn Gr<»ßen wird liifrauf die Fundamcntalfünud für die 
ganze Theorie abgeleitet, und ea treten dabei su^eich auf naükliciie Weite 
gewiflae Systeme Ton je seeh« CbantlcterietOrra berror, die ab Romniiainflcl!« 
Sechscrsysteme bezeichnet werden. Die weitere Untersuchung liefert 1 1; i uif 
Grund einer ToUatikndig willkürlichen Anordnung der sechs ungeraden ijliarakte- 
riitiken die aBrntHioben in der Fandunentalfermu enthaltenen ThetuelfttioDen ia 
allgemeinster Gestalt F.s zeigt sich be; Iii f?cr Behandlung ein vollstrindigex 
Parallelismus swischen den Untersuchungen von Göpel und Uosenhain, und e« 
wird lo exet eine eiahaitliehe Theorie oieaer Thetaielationen, ein länbUek ie 
ihre StraktazTeihUtiiine und ihre Abfalagtgkeit voneiiiender ^Bwonnen. 

Neue Grundlagen 

einer Theorie der allgemeinen Thetafunktionen. 

Von Prof Dr A. Krazer und Prof Dr. F. Prym. 

Kurz zuttummeugeiaiit und herausgegeben vun 

Fnrf. Dr. A. Kraier. i 

[Xn tt. 138 8.] gr. 4. 1892. geh. n. 7.20. ,' 

Die vorliegende Arlunt IcHteht auN zwei selljBtJlndigen Teilen, von denen i 
der erste den Titel : „Theorie der Thetafunktionen mit rationalen Charakteristiken*', I 
der sweite den Titel r „Theorie der TnuMforaistion der TheteAmktioBeB" föhii | 

Den Mittelpunkt des ersten Teiles bildet eine, als ..Fvmdamentalfonnel di r J 
Theorie der Thetafunktionen mit rationalen Charakteristiken*' bezeichnete Theta- 
formel Ton aehr allgemeinem Charakter, zn der die TeifMMW gelangten, indem 

sie sich die AufgnlM- stellten, die allgemeinste? Thetaformel auizufinden, welche 
dadurch erhalten werden kann, daß man in der ein Produkt von n Thetafunk- 
tionen mit Yersehiedenen Parametern daratellenden np^hch unendliehen Reihe 

an stelle der Msherigen Suuimationsbnchstahen vermittelst einer linearen Sub- 
stitution neue SummatioDsbuchstabeu einfuhrt. Diese Formel aufzustellen und au8 
derselben eine größere Ansahl Ar die Theorie und Anwendung wichtiger spezieller 
Formeln abzuleiten, hildet den Gegenstand der rnteri^nchungen des ersten Teiles. \ 

Der zweite Teil enthält die voUstüudi^e Lösung des ullgemeiaeu Tr&ns- 
fonnatioiisprohlems der Thetafunktionen. Dieselbe wird dadurch erreicht, daß 
man, unter Anwendung des Prinzips der Zerlegung einer Transformation in 
mehrere, die Lösung den allgemeinen Transformationsproblems reduziert auf die 
Lösung einer geringen Anzahl einfacherer Transformationsprobleme, welche 
mittelst direkter Methoden behandelt werden können Die hierbei zu Grun<lp 
Liegende Zerlegung der allgemeinen Transformation wurde ober erat niüglicii. 
naehdem der Begriff der Transformation in der Art erweitert worden war, daS 
man für die eine Transformation charaVterisierenden 4;** Zahlen, die hin jetzt 
stete als ganze Zahlen vorausgesetzt wurden, auch gebrochene Zahlen ziilieS. 
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Untersuchungen über Thetafynktionen 

Von der pliilosoitliiHclieu Fakultät der Universität Göttingen mit dem 
Bepeke- Preise für 189ri gekrönt und mit Unterstützung der Köuigl. 
QesellBchaft der Wissenschaften daselljst herausgegeben 

▼on Prof. Dr. WiUisliii Wirtinger. 

pnn n. 135 8.] gr. 4. 1895. geh. n. JUS.— 

Diese Schrift hat zum Gegenstände die geuaaere Untersuchung der Bo- 
sichiing der allgenidneit Th«teAiiikHoiieii ni den algebraueben FnnkftioiMii und 
Uuren Intogralen. Sie sorflUlt in iwei TeUe, toq denen der ento den allgemeinen, 

von -^l^-i^ Panunetem abhingigeu Thetafiinktionen gewidmet ist, wtthrend der 

•weite, eine spezielle Elaa^ behandelt, welche jedoch von dp Parametern ab- ' 
hftngt und daher allgemeiner ist ali die nur von Zp — S Farametoxn abhftagige, 
▼on Rienann behandelte Kbuee. 



Theorie der Riemannschen Thetafunktion. 

Von Priratdozent Dr. Georg Bost 

(lY v. 66 8.] gr. 4. 1901. geh. d. 4.— 

Die Toxstehende Arbeit bezweckt, die in der Theorie der EUemannsoheo 
TlMtafanktum noeh verhmidnneii, nicht mt w eeen tüch em LGeken anesnAllen. 
Zmilchsfe wild im «feien Abeehnitte die Tlieovie der algebtaisehen, in einer all« 

geineinen Riemiinnachen Flilohe T einwertigen Funktionen so weit entwickelt, 
als es für die Theorie der Thetafunktion erforderlich int. Der Verfasser beschränkt 
sich dabei nicht aut die Betrachtung von Funktionen mit nur einfachen Unend- 
lich keit«puukten, er behandelt vielmehr den allgemeinsten FuU und gelangt da- 
dmch ta Beenltaten von nnbeecbrftnkter GOl^keit Dnreh EiafDhnmg dec Be- 
griffee ,JBaog elnee Punktsysteme** gewinnt die Dantellnng der Theorie eine 
ungemein übersichtliche Gestalt. Im /.weiten Abschnitte wird dann die eigentliche 
Theorie der Riemannschen Thetafnnktion in ahsnhlioßendcr Weise entwickelt. 
Anf Grund der Erkenntnis, daß Punktsysteme von speuellem Charakter auftreten 
können, gelingt e^i dem Verfasser, den von Riemann aufgestellten, die Darstellung 
von Konstaatenqr«t«nen durch Sammen aUeaCbalbett eodlieher Integrale be- 
treffenden Sfttzen eine korrekte Faeinng sn geben. Audi wird für die- von Rie- 
mann anfpc^tellten DerivierteuBStre zum ersten Male ein einwandfreier licweia 
geliefert. In den am Schlüsse der Arbeit behndiichen Anmerkungen werden die 
im Haupttexte entwickelten Theoneu durch Beispiele erläutert and die Arbeiten 
der Yorg&nger ein« eingehenden Kritik unterzogen. 
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St wollen, da anr solche geriiig:eii Umfange« Aussiebt hahen, in nächster Zeit abgedruckt 
n werden. 0ie Redaktion teilt ferner mit, daß sie ddi dnreh den UmfaDg des 
Ttrliegendw lIinAifpliUUterlila flr die liehsfe Seit TirUMwi lieht, Inango ral- 
diwertalioiieB ii extenso ins Archiy aafzonehaca. 
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Vuu lli:.EMAi4N SxAHL m Tübingen. 

Snto Kote (ni Bi A. F. Einleitnng). 

Im Sommer 1901 bestand der Plan »nner französisclion Übersetzung 
dp«? zweiten Teils meiner Theorie der A belachen Funktionen (Leipzig, 
Teubner 1896; zitiert St A. F.), die Herr A. Tresse, Professor am College 
Rollin zu Paris ausführen wollte, und die im Verlapj von Gauthier- 
Viilars erscheinen sollte. Hierfür hatte ich, zum Teil im Verein mit 
Herrn Tresse, einige Zusätze und Verbesserungen ausgearbeitet, wobei 
u. a. die wertvollen Winke benutzt wurden, die H^rr A. Krazer in 
ß*>!n<*r Bespref'biing des Buches (Gott. Gel. Anzeigen 1898, S. 996 bis 
lUOti ??e(Te))i.7i }i;it. Wenn nun auch die Übersetzung selber aus ver- 
schicdt iii ii ihißor* 11 Gründen aufgegeben werden mußte, so dürften doch 
bei (Irr frcuiidlichrn AninaVnrto^ dio das Buch gefunden hat, die geplemten 
Zusätze mam liom Leeer willkouimi ii und damit ihr Abdruck in diesem 
Archiv gerechtfertigt sein. Am H( hlusse dieser Noten gebe ich ein 
Inhaltsverzeichnis dieser Uniarln itunn; der A. F. Herrn Tresse aber 
möchte ich für alle seine Bemühungen an dieser Steile nodimalfl 
meinen besonderen Dank au '^sproehen. 

Die erste Note gibt als Einleitung zur Theorie der Abel schon 
Funktionen eine etwas ausführliche ÜbersicJU über die Rieraannsche 
Tli&^ie der dUptischni Funliionenf die sich anschließt an die inzwischen 
im Druck erschienenen Vorlesungen von Riemann über elliptische 
Funktionen (Leipzig, Teubner, 1899; zitiert Ii. E. F). Meine Absicht 
ist zuglt icb, 7M zeigen, daß die Kiemannsche Behandlung sich sehr 
wohl zur Einführung in die elliptischen Funktionen eignift Ich habe 
dies in Vorlesungen mehrfach erprobt und würde mich freuen, wenn 
auch andere diese Probe machen wollten. 
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Eiiiptiäüiiö f iiuktiuneiL 
Brater TeiL 

Die Theorie der elliptiBehen Fanktiaimi kenn man in mo» Alh 
«kmUß teileni von denen der erafe eich mit der algebiaiidien Grand' 
gleidumg» den sogelidzigen algebraieoheai Funktionen nnd den btegralen 
dergdben, den elÜptiichim bitegralen, der wmie TeU mit der UHrnng 
dee 80g. ümkehiproblems oder mit den elliptiscihen Funktionen und 
der zu ihrer Darstellung dienendem Thetafonktion besebiftigt 

L Die erste Atifgtie*) ist die Vnieniiidiung der Gmnds^ekkimg, 
d. h. einer Gleiohnng zwischen zwei komplexen Yariabeln (x, ff) Tom 
Grade n 3 und Tom GescUecbt jp » 1: 

(1) = {X, k) = x(l - x)(\ - l^x), 

wu k eine reelle oder komplexe Größe i»t, welche der (Ugebraische 
Modul heißt 

Die Gleichung (1) führt zu ztpci geomcf riechen VorsfrUmu/cn , die 
boido wichtig sind. Die cr.str derselben beti'achtet als Ort der kom- 
plexen Variabein h nicht die einfache j:- Ebene, sondern eine zwei- 
blättrige, im Unendlichen geschlossene Flache T, in welcher die zwei- 
wertige Funktion y = Yix, k) eindeutig ist, so daß jedem Wertepaar (ar, y) 
oder (ar, "j/f .r, /.) eindeutig ein Punkt dieser Flache entepricht und um- 
gekehrt Die Fläche T heißt die Biemannsche Vermoeigiuiffifiädie 
der Funktion y » V^V^t ^ VeraweigungepunkteO, 1,1 :Ji?, oo. 
Ihre beiden Blatter gehen ineinander fiber lange zweier Vexzweigunge- 
linieui die Ewisehen 0 und 1 und swisehen Izl^ und oo Terlnnfen 
mSgen. Die Flache T igt nicht ein&ch zusammenhangend^ sondern 
wird erst in dne ein&cb zasammenhangende FlSdie T' verwandelt 
duicb 2p ^2 Querschnitte a und 5 (R. E. F. Fig. 1 S. 17). Wir 
denken uns b im oberen Blatt um die Punkte 0 und 1, a teils im 
oberen teils im unteren Blatt um die Punkte 1 nnd liJ^ gelegt Ist 
k* reell und kleiner als 1, so lassen sich die Werte Ton y zu beiden 
Seiten der reellen Achse im oberen und unteren Blatt von T leicht 
angeben (R. E. F. Fig. 17 a, b S. 77). Die gweüe geometrische Vorstd- 
hmg betrachtet (1) als Gleichung einer Kunfve vom Grade tt = 3 und 
Tom Geschlecht p = l mit komplexen Koordinaten {Xf ff) und wendet 
auf sie alle Bezeichnungen an, die bei reellen Kurven gebrauchliob 
sind. Sie spricht von einer Ebene, der (a*, y) -Ebene, in der die Kurve 
liegt, und nennt ein Wertepaar (x, ff), das der Gleichung (1) genOgt^ 

1) R. E. F. S. 73—79. 
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vom PimU d«r Euire o. t. w. Die Deutimg Ton (1) ak Karre ISBt 
eine iMsonden AinfeiAa Atudracksweise sn bei algebnasehen Fragen 
und geometriioheii Anwendungen, die Beraielinng Ton y durch die Yer- 
zweigongsflSehe T bietet dagegen beeondere Vorzüge bei tnuucendenten 

Fragen. 

Man kum dnxch eine fänktionentibeoretiadie üntersnebimg zeigen, 
daß jede in T eindeutige (jede wie T Tenweigte) Funktion des Ortes, die 
ngolir Jet, d. h. die nnr in einer endlieben Zabl Ton Punkten Ton T 
imd in jedem derselben nur in endlieher Oidnnng miendlieli wird, 

sine raHoiuüe Funktion Ton (x, y) oder {xf y(Xf k) ist 

Diese Untersucliung der Gleichung (1) findet iJire VeräUgemeinerung 
in A. F. Abschnitt I. 

II. Eine zweite Aufgabe^) ist die algehmische Untcrsuchunrf der zu 

(1) gehörigen rationn Jcn Fmüiionm B{x, y) von {x, y) oder (sP^tYiXfk), 
die sich in der i^ orm darstellen 

(2) iJ(.,,) = M±^!Sl_»±^, 

wo M, N, P ganze, f(x) und 9(0;) gebrochene rationale Funktionen 

Yon x alloin be'/pifhnen. 

Für die Funktion 7?f r, y) gelten im Gegensatz zu den rationalen 
Funktionen Yon x alleiu folgende Sätze: 

1. Die Funktion E{x, y) ist eine eindeutige, analytisdke Funktion 
des Ortes in der zweiblattrigen Fliiche sie wird in einer endlichen 
Anzahl von Punkten in endlicher Ordnung unendlich. Diese Eigen- 
schaft ist nach dem Obigen charakteristisch fOr die Funktionen B(x, y) 
und kann zur Definition derselben dienen. 

2. Die Zahl der Punkte, fQr welche die Funktion Bipc^y) in der 
Flüche T unendlich in erster Ordnung (=- 00^) und Null in erster 
(» 0^) wird, ist die gleiche. Diese Zahl heißt die Ordnung der Funk- 
tion E{Xf y). Aber die Ordnung m ist nicht willkürlich, sie hat eine 
untere Grenze p + 1 » 2, und die mO^ und die moo* Punkte der Funk- 
tion sind nicht unabhängig voneinander. 

3. Eine Funktion Ii{x, y) von der Ordnung m ist bis auf eine 
(unbestimmt bleibende) additive Konstante bestimmt, wenn ihre moo^ 
Punkte und von den m zugehörigen Residuen alle mit .An^nahme von 
einem beliebig g^ben sind. Zwischen den Koordinaten der moo* 



1) R. E. F. 8. 79 und 80. AusfBhruiigea in Zeitiehrift f. Mstb. u. FhjM. 4t, 
U6if. (1900). 
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Pttiikte und den m Bendnea bestaht eme Gleiduuig^ welebe dis kfeste 
Bendunm emdflntig iMrtiinmt 

4. Eine Fnnktioa R(x, y) you dar Qidniiiig im üt bis auf ainem 
(nnbaatunmt blaibanden) konBtaatan Faktor beatimmt, wenn ikr» 0' 
und Qo* Pimkto mit Aosnabma Ton einem denelban beliebig gegeben 
sind. Zwiaahan den Koordinaten der 2m 0^ und oo* Punkte besteht 
eim Gkichnngy welobe den letatea diaaar Pimkto aindentig dmrch die 
2m — 1 übrigen bestimmt. 

Sind die moo^ Pimkto (a?j, yj), • • (^«., 8h») von allgemeiner Lage 
und sind Z?, , . . die sogehdrigen Residuen, so daß im Punkt (xi, yi) 
R{x,y)<x)^ wild wie Bi:{x — Xi) oder der Ausdruck li{Xfy) — B^',{^^giii^ 
endlidk bleibl^ so wird die Fonkfcion y) daigeatellt dordi 

und die Bedmgungsgleichung zwischen den 2 m Elementen (xi, yj und 
li^ lautet: 



(Sa) 



+ 



0. 



Sind dagegen {x'ij y\) die moo^ Punkto und (d^, y?) die mO* Punkte 
(t» 1, . . m\ so wird R{xy y) (abgesehen von einem konstanten Faktor C) 
dargestellt durch die Determinanto 



y + Vi 


3/ + y; 








s« + si 


— »1 


• «8 — «;, 


vi + y'x 








1 . . . 


. , . .1 



0 



und dia Bedingung zwischen den 2 m Punkten {^l^ y}) und (ai^, yf) wird 
arbalteoiy indem man diese Betemiinantey gebildet für (a^ y) ^ yj), 
gleich Nnll setot 

Man kann die Darstellung Ton B(x, y) durch dia oo^ nnd 0* Punkte 
anoh in anderer Form gaben, die unmittelbar an (2) anknfipft. So ]&£t 
sich die Abhängigkeit zwischan diaaen 2 m Punkten darstallan durch die 
Betorminantani^iehnng (ji,h^l,"-, m): 

1 x'i x'i^ • • • x!** 

1 4 4* ••• 4"« 



(5) 



4-y* +y]i4 



— y* Xi 
+ y*4'"-* 



-0. 



Digitized by Google 



Beiiieri&un|{en zur Theorie der Abelschen Fanktionen. 



181 



Femer iit dar Nennsr P der Fonktion (2) 

(6) P'^X — x^ - X — x^- • X — xin. 



und der ZShler M+N$ wird (thgotehtai von einem konetanten FMat C) 
«riialteiiy indem man in der Determinante (5) (:e8i» fr!«) dnreh die 
Taariabeln Eoordinaten (x, y) ereetst 

Da ■piterbin x und y de elliptiBdie Funktionen eines Parameto» u 
enoheinen, so eniJialtea die Toretehenden Sitae nnd Gleidmngen aueh 
wichtige Eigenachaften und Dantelinngen der elliptiichen Fanktionen 
(■. Nr. Y). 

Diese üntersndnmgen Aber die rationalm Fimktionen von (x, y) 
und besonders die DarateUnngen (3) nnd (4) finden ihre Yerall- 
gemeinerong in der sweiten Note. 

m. ^ime dritie Aufgabe^ äk ünimiidmig der Jsitegrale der 
Funktkmen R{x, y), der sog» eUipikdm ^Uegrale, die sich (abgesehen 
▼on Integralen rationaler Funktionen von x allein) nach (2) darstsllen 
in der Form 



wo f(x) eine gebrochen«^ rationale Funktion tod x isi 

Die ebazakteristischen Eigenediaften der Integrale (7) ab Fonktionen 
▼on X sind folgende: 

1. Die Funktion (7) kann in einzelnen Punkten Ton T ebensowohl 
algebraisch wie auch logarithmisch unendlich werden. 

2. Die Fonktion (7) ist in der Flache T eine anendlich vieldeutige 
Funktion des OiteS| derait, daB sie, wenn der Integrationsweg die 
Querschnitte a nnd h flberschrsitet, um gewisse Eonstanten A nnd B, 
die sog. PeriodieUätsmodidn idkhst. 

Sind logaritli mische Un«?tetigkeit8punkte voriianden, so treten noch 
■weitere Periodicitiitsmodulu liinzn. 

Das allgemeine elliptische ioitegral (7) läßt eich in einfachere 
Integrale zerlegen, uüjidich in 

Ifd&jrak X GaUung, d. h. solche^ die in allen Punkten von T end- 
lich bleiben, 

Intf'jra}': 2. GaUmtg, d. h. solche;^ die in einem Punkt Ton T alge- 
braiscli unendlich werden, 

lnt€(jrak 3. Gattung^ d. h. solche, die in zwei Punkten von T loga- 
riihmisch unendlich werden. 



1) 11. i . S. 79—86. 



(7) 




'f{x)dx 
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£b gibt (entspreehend dem Geeehleoht j9 » 1) htkgrd tnier 
Oafkm^, g&DiIiok: 

(8) « 




Die Periodicitatemodiiln desselben 2K and 2iK' an den Querschnitten a 
und b Bind bestimmt durch 

(9) K=-fdui iK' ''fdu '^fdui K+iK-^fdiL 

0 0 1 h 

Die Greusen in dioeoi abgekürzt gesdixiebeneii Loitegnilfiii bemehen eidi 
ttof die Variable x (almlich in (11) n. s. w.). Da K mid K' war ron 
einer GrSfie h abhängen, so sind sie mM unabhängig Yoneinaader. 
Man hat indeß nur (8) mit einem beliebigen konstanten Faktor so 
mnitipliiiereny um ein Laiegral sa eifaalten, deaeen PeriodieiiSInnodiiln 
voneinander abhängig sind (vgl auch Nr. IX). 

Ist A'* reell und <1, so sind K und K' ebenfalls reell; ist 
komplex, so Hind auch K und K' komplex. Man kann beweiben, daß, 
wie auch k' bescliaflfen sei, der reelle Teil des Quotienten K' : K stets 
positiv ist, daß also der absolute Wert der später benutzenden Große 

q^e ' ateta < 1 ist 

Ea gibt ferner mamigfalHge Itikgrale ewäter und drUter GüUuny ; 
ao stellen 

X X 

0 Q 

ein Integral zweiter Gattung mit dem algebraischen Unsteti^eita* 
ponkt {x = oOf 1/ = oo) und ein Integral dritter Gattung mit 
den beiden logarithmischen Unstetigkeitapnnkton (x^, $f^) und 

üntersndit num die Beaiehnngen> die swiacfaen einem elHptiacliMi 
Integnd und einer rationalen Funktion aowie deren Unatetigkeitapunkton 
stattfinden, ao erhalt man eine Reihe von Gleichungen und S&taen, die 
daa Jhd9(iie Theorem bilden. FOr daa Integräl erster GaUmg lautet 
daaaelbe: 

Sind (4> iß) und (x^ fft) swei Punktojatemei für welche eine 
rationale Funktion B{x, y) yon der Ordnung m die Werte 0* 
und oo^ annimmt, ao iat die Summe der m Integrale erater Gattnng, 
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genommcii swiBchan diesen zwei Punktsystemen, kcmgruent 0, d, 1l 
es ist , 

(U) ^fdu = 0 (mod. 2K, 2iK'), 



Der Beweis folgt sehr einfach aas der Glleicluiiig (3 a). ^} 

Es gilt zugleich der umgekehrte Satz: 

Sind zwei Punktsysteme ifi) und («,-, = 1, • • «i) so be- 
schaffen, daß sie der Kongruenz (11) genügen, so sind die m Punkte 
C^h l/i) die 0^ Punkte und die m Punkte {xl, yt) die oo^ Punkte einer 
bestimmten zationalen Funktion M(Xf y). 

Nach diesem Doppelsats sind die algebrsisebe Gleichung (5) und 
die tnmscendente Gleidmng (11) ToDstSndig gleichwertig. 

Wir gehen ein spater zu benntsendes Beispiel Seist man 

(12) J*du =J*du -hfdu, oder J*du+ jdu^O, 

so erhält man die dieser transcendenten Gleichimg äquivalente, alge- 
braische Gleichung, wenn man in (5) (a:}, yj) ^ (0, 0); (a^, f/Q » ij)j 
C«o yi) - ä)? («»» yi) - («t* ») «etot, es kommt: 



(12a) 



= 0. 



Das A.belsohe Theorem für das Integral erster Gattung läßt sich 
geometrisch deuten und ftthrt zu wichtigen S&tsen Aber die Wende* 
punkte der Kurve (1) und Uber Schnitt- und Berfihrungs-Systeme der 
Kture (1) mit anderen algebraischen Eurren. 

FOr die Integrale meeUer und driUer Qaämig lautet «los Aheladte 
Tkeoran: 

Sind (x?, tfi) und (xlf y/) die 0^ und oo^ Punkte einer rationalen 
Fonktion JS(x, y) der ifiten Chdnung, so ist die zwischen ihnen ge- 
nommene Int^jnlsunmie fttr jedes Integral zweiter Gattung gleich einer 
zationalen Funktion der Koordinaten des TTnstetigkeitspunktes dieses 
Integrals und fOr jedes Integral dritter Gattung gleich dem Logarithmus 
einer rationalen Funktion der Koordinaten der beiden Unsteti^eits- 
pnnkte dieses Integrals. 



1; Zeitflchrut iür Math, und Phys. 45, 
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AJf Beiipieie fllliren wir die der Gleidiiuig (12) entapreebende 
Gleichmig fOr das Integzal zweiter Qatftniig (10) an'): 

und für daa Integral dritter Gattung (10): 



wo E^^ der Quotient 



(Ua) Jl„- 



:(«-a!i)(«— %). 



^ «} Vi 

Die voratehenden Untersuciiungen über die eliiptischen Integrale tindeo 
ihre VeraUgemeinmtng in St. A. F. Abschnitt III. 

IV. Eine vkrie Bekachtimg*) dient zur Enoeitiarmg der edaingtaik 

Besultafe. 

Ist statt der Gleichung (1) die allgemeinere Gleichung zwischen 
(«i> Vi) gegeben 

(15) ^ - + ^Ci«? + öo^a? + 44%«^ + «V - 4^(«i - <^(ai - a|)(«i -a|)(a^ -«,), 
00 kann man diese auf die ^ormalform (1) 
(16a) y*-.af.l-.af.l-Jt»«-Ä»«»-(l+Ä^a^ + « 

bringen durch die bilin^re Substitution zwischen x und 
(16) ««S^lÄ.iZZÄ 

durch welche den Werten 

°= «0 ^ ^ 

bez. die Werte 

x^Q 1 l/Jb* <x> 
zugeordnet werden, wobei 1 : h* durch die Gleichung 



I 



1) Au»fuhriinL"^n in der Dissertation von Curt Hoffmftnn (Tflbiogen 1904)- 

2) K. E. F. S. n-lb u. 8. 87—91. 
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also durch das Doppelyerhaltnis der Tier Yeizweigongspirnkte Ton in 
(16) bestimmt ist. Die Vergleichiing von (16) und (16a) ergibt ais- 
daon f&r y einen Aoedrock von der Form 

WO C eine leicht zu bestimmende Konstante ist. 

Die Gleichungen (16) und (17) bilden eine sog. eindeutige rcdiomle 
TransformativH d. h. eine Trausformation, bei der sich ebensowohl 
(x, y) rational durch f.r^ , ;/j ) ausdrüclct wie umgekehrt (x^, t/j) durch 
(x, y). Die eindeutige Transformation läßt stets die sog. absolute hi- 
v<iriant€ /, der Gleichuiig oder Kurve (15) ungeimdert. Es hat nämlich 
c/j den Wert 

wo 

Bildet man den entspieehenden Wert J für (16a), indem man 0, 
= <i = — Kl + it"), Cj-i, c^^O, also, wenn *'»-l— Ä^, 



(18) 



4 (1 - Vk'y 

■21 ' k'k'* 



■etst^ ao folgt ans (16 a), daß J^=^J ist. Durch die eindeatige Trans- 
formation (16), (17) geht jedes Integral der ersten, zweiten und dritten 
Qattong in (xj, über in ein ebensolches Integral gebildet in {x, y), 
so daß die Theorie der an (15) anknüpfenden Funktionen auf die 
Theorie der zur Nonnalform (16 a) gehörigen Funktionen aurück- 
gef&hrt ist. 

Man kann dies Resultat veraägcmemem ond leigen, daß durch eine 
eindeutige Tianafoimation 

(19) «1 - !f)f fi - 9)t 

wo (p und ^ rationale Funktionen von (x, y) sind von der BeschaflFeu- 
heit, daß sich aus (19) mit Hilfe von (1) auch .t und y als rationale 
Funktionen von [x^, y^) darstellen, die Gleichunj; (1) übergeht in eine 
Gleichung F^{Xif yi) = 0 von einem gewissen Grade n^, aber von dem- 
selben Geschlecht l> — 1, deren absolute Invariante gleich der absoluten 
Invariante (18) von (1) ist, und daß umgekehrt durch eindeutige Traus- 
formation jede Gleichung vom beliebigen Grade und vom Geschlecht 
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p =» 1 In die Normalform (1) mit der gleichen absoluten InTariante 
übergeführt werden kann. Geometrisch stellt (a;^ ^j) » 0 eine Karre 
vom Grade mit y»i (Hj — 3) Doppelpunkten (oder äquivalenten 
Singularitäten) dar. Durch eindeutige Transformation erhält man daher 
auch die Theorie der zu einer solchen Kurve — 0 gehörigen ellip- 
tischen Funktionen und Integrale. So führt z. B. das A heische 
Theorem für das zu i^^ = 0 gehörige Integral erster Gattung zu Sätsen 
über die Wendepunkte von jFj » 0 oder über Schnitt- und Berühmqg»- 
Systeme der Kurve 2^^ 0 mit anderen algebraischen Kurven.') 

Diese UnterrochiiDgen Über die eindeutige Transformtxtim finden 
ilixe VeraUgemtimmi^ in St A. F. Abachnitt lY. 

2w«lter VeiL 

Der zweite Teil der Theorie der elliptisehen Funktionen 1)* s* liäftitzt 
aich mit der Lösung dm sog. Urnkdirproblcms oder mit der Theorie ävr 
elliptischen Funktionen selbst. Ihre Definition ist folgende. 

Setzt man das elliptische Int^pid erater Gattung gleich einer 
komplexen Yariabeln m, also 

(19) 

0 

(90 besteht das gleichzeitig Jon Abel und Jacobi an^eetellte und 
gelöste Ümkebiproblnn darin, x and y als Funktionen Ton u 

(20) -/•(«), y - y5^) - ir (t*) 

und allgemein eine beliebige lationale Funktion Ton (x^ Sf) ^ * 
sostelleiL Alle diese Funktionen beißen dUpfyiAe IktMonm des 
Jrgumenies u, Sie beeitEen im Qegenaats za den eUiptiscihen Integralen 
sehr ein&ehe Eigensehaftonu 

Y. Wir geben zuerst eine oBgemeine Ühersidit ^Bber (sKesefimdamenkiim 
Eigensduxfle»^ die man, ohne die analytische DaiateUnng za kennen, 
allein ana der Definition (19), (20) und den Sätzen des ersten Teiles 
ableiten kann. 

Hierzu bilde man die sweibl&ttrige YeizweigimgsflScbe T*, nach- 
dem sie durch die Querschnitte a, h einfach zusammenhangend gemacht 
isl^ mittels der Gleichung (19) auf die Ebene der komplexen Yariabeln 



i) Glebsch, Jonm. für Halb. M, SIC ff. (1864). Vgl. Clebsoh-Lindemann, 
Oeoomferie I 8. 908-904. 
9) B. E. F. 6, 90— 9S. 
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ti ab. Diese Ähbückmg ist eindeutig und konfonn und nur nnälmlich 
m den vier Verzweigang^MDiLkten Ton T', in welchen die Funktion 
du : dx gleich 0 oder oo wird. Da die Begrenzung Ton T' aus den 
Rändern der Querschnitte a und h besteht, an denen u konstante Wert- 
differenzen (die Periodicitätsmoduln und 2 iK') hat, und da u 
innerhalb T' nicht unendlich wird, so führt die Abbildung von T' auf 
ein Parallelogramm F, das ganz im Endlichen der U^Ebene liegt und 
dessen Ecken die Abstände 2K und 2iK' haben. 

Ist P beliebig komplex, abo 2K und 2iK' ebenfalls komplex, so 
ist bei beliebiger Lage der Querschnitte a, h das Parallelogramm P 
schiefwinklig und seine Seiten sind im allgemeinen krummlinig. Doch 
können sich nie zwei Seiten Yon P in einem Punkte u schneiden. 
Denn andemfiiUa müßten demselben Werte u zwei Terschiedene Punkte 

/* dx 

i^ot yo) yO '^^^ ^ entsprechen, oder es müßte i = 0 

sein d. h. es müßte nach der Umkehrung des Abelschen Theorems 
(Nr. III) eine rationale Funktion von (ir, y) geben, die nur einen 0* 
Paukt {Xq, i/q) und einen oo* Punkt (x^, y^) hätte, was nach Nr. II 
unmöglich inU) 

Ist reell und < 1, also K und K' reeU, so kann man die Ab- 
bildung genauer angeben. Läßt man die Querschnitte h und a längs der 
geraden Strecken 0 ... 1 und 1 ... 1/k* verlaufen, so wiid diis Purallelo- 
graram P ein geradliniges Rechteck von den Seitenlangen 2K und 2iK'. 
Liißt man dem Punkt — 0 den Wert v 0 entsprechen, so erhält man 
die in Ii. E. F. S. 24 gegebene Figur 10, m der zugieicli die vier durch 
die reelle Achse getrennten Halbebenen der Fläche T' durch vier kleine 
Rechtecke abgebildet sind. Beginnt man die Abbildung mit einem 
anderen der unendlich vielen Werte u ^ m2K -\- n2iK', die dem Punkt 
x^O mtsprechen, so überdeckt sich die it-Ebene mit einem Netz Ton 
unendlich vielen mit P kongruenten Rechtecke, wodurch die Wert- 
systeme dsr Funktion f{u) in der ganzen «"Ebene festgelegt 
werdttD. 

Ans dieeer Abbildnng ergeben sieh nnmütelliai- die funäameMm 
EigentdiafUn der «IffjptMeti .FWn^rftoneri (20), nämlich: 

1. Die Fiaiktion x^^fiu) (und 2/'^"') eindeutig im Farallelo- 
^raniiii J' und ebenso in der ganzen ft- Ebene; sie ist ferner stetig 
m £ und m der ti-Ebene mit Ausnahme der rmikto u iiC' =« 



1) Hierdacch erledigt sich wohl dsas Bedenken, daa Herr Burkhardt in 
■eiaen fonktioaeattieoietiMheii Torlwnmgea (Leipzig 1899. II. 8. 90) iufiect 
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iK' + m2K+n2i£'f in welohoi xmoo\ y— oo' wird. Nur im 
PanU « B OD TwliaUeii sich x und y weMnUidi flingiilSr. 

2. Die BSinkliicai (imd y - |/^(m)) ist i^if:^ penoäitek, 
d. k sie bflsitit swdi Perioden und 2t JT', die mit den Periodicilito- 
modiün dee Integrals erster Gattung flbereinstimmen; es ist 

(21) riu-^2K)^f(u), f{u-V2iK')^f{u), 

Die Abbildung etgibt weiter: x — /(ti) ist eine gerade, y — f /'(n) «in« 
ungerade Ponktion Ton Femer ist x Ton der sweiten, y Ton der 
dritten Ordnung d. b. es nimmt :p in P- jeden Wert zweimal, y jeden 
Wert dreimal an. Endliob folgt, dafi ancb jede rati<niale Funktion J2 
Ton {x, ff) eine doppelt periodisehe Funktion Ton « mit den Perioden 
2K und 2iK' nnd von einer bestimmten Ordnung m ist (t^ Nr. II). 
Man kann umgekehrt (mittels der Methoden Ton B. E. F. Abschnitt I) 
Beigen, da8 die allgemeinste doppelt periodisehe Fnnktwn F(u) von « 
mit den Perioden 2K und 2tir eine rationale Funktion Ton swei 
doppelt periodisehen Funktionen x^f(u) und tf^ifW 
selben Perioden ist, die in der Abfaingigkeit ^^x*l — x*l—l?x 
stehen. 

3. Die Funktion x — f(u) besitoEt ein tägAnnsi^ AäÜtioiuAeefmf 
d. h. die Funktion /'(«i + «s) ^ich algebraisch aus durch die 
Fonktionfin /*(«!) und f(Uf) oder rational durch /'(«J» fM ™^ 
Ableitungen f{u^t TM* ^ entsprechendes Addltionstheoiem gitt 
{Ihr y » ir(if) und fttr jede rationale Funktion JI(a;, y). 

Der analytische Ausdruck fllr das Additionstheorem rxm x^f{n) 
folgt ans dem Abelschen Theorem und ist enthalten in GL (27) (s. unten). 
AUjgemdn ergibt sich der Safn schon aus der doppelten Peciodicit&t 
(t^ K E. f. S. 9). 

Es ist nun besonders wichtig, daB die Eigenschaften der Funk* 
tionen (20) audi noch mit geringen Abänderungen gelten fttr die dni 

WwrädfiaMoim Yx, YT^, yi — die in weUenm 8km dl^ 
lisdW FuMonm heißen und beadchnet werden duieh 

(22) Yx^wau, /nr^-cnit, VI ~jt'«-dnii. 

Da Rieh rlie analytische Parstellnng wesentlich an diese drei Funktionen 
anschließt, pf»hpn wir auf ihre Ei gf^n Schäften , die sich ebenfalls un- 
mittelbar aus den Sätzen des erüteu Teiles ableiten lassen, noch 
näher ein.^) 

1) R. £. F. S. 26—27 und b. i)2— 88. 
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1. Die Funktionen (22) sind In der gannn «-Ebene eindeutig, mit 
Anmelime einaeber Pnnkle stetig nnd nur im Funkfc « » oo woeenflich 
■ingdSr. 

S. Die Jh/eOungen der IMMonen (22) drücken sich ein&ck dorch 
dieee Fanktion«i nÄber aus, es iifc 



(25) 



(26) 



(23) enuan«! -g^ — — enndn«, — Jrnmen«. 

3. Die Funktionen (22) und teils gerade, teils ungerade j es ist 

(24) in(— u) — — 8n(«), Gn(— i«)'Cn«, dn(— «) — dn«. 

4 Die 0^ «ml (X>> PmJOe der Funktionen (22) in der «-Ebene 
■ind, wenn w, « =» 0, i 1, ± 2, . . .: 

8nM = 0>, für u = 2mK 2niK\ 

cnu = OS „ u~{2m-i-l)K+2niK\ 

dntt-O^ „ «-(21»+ l)J:+(2ii + l)»\fi:', 

im«, cn«, dn« ^ oo\ „ « — 2mJr+ (2» + 1)4^'- 

5. FQr die Funktionen (22) gelten folgende F&riodicitätsformtln 
(m, n ganze Zakleu): 

f sn 0» + m2K + n2iK') « (- l)"»«!i«, 

cn(« + m2iC + M2tJr) - (- l)*+'»cn», 

dn(« 4- iii2Jr 4- «2tJr) = (- l)"dn«, 

welche zeigen, daß die Funktionen (22) bei Vjnaiehrung von u um 2K 
oder 2iK' höchst fii« ihre Zeichen ändern oder auch, daß sie seihst 
doppeltperiodisch sind und bez. die Perioden (4Ä, 2 lÄ'j, (4 2iC -|- 2 » A"), 
{2Kf 4iK') bp«?itzun. 

(V Die i^'unktionen (22) lic^it/.en ein (if;/( hraischrs i iler ratMtuiles 
A-tliiiitonstheorem in dem oben angegebenen Sinne; es ist z. B.: 

Der Beweis^) folgt leicht ans der Äquivalenz der Gleichungen (12) 
und (12 a). Man hat nur, was eine kleine Bechnnng erfordert, die 
Qleiehung (12 a) an! die Form sn bringen 

und aus (12) die Werte einzuführen 

l/^ = 8nMi, V^-sn«,, VT-8n(Mi-i-«,). 

1) Aach in Zeitschrift für Math. u. Fbys. 226. 
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ilfiKMAim Stahl: 



7. Mbü faum «ndOidlL Iwskt die I^mdammUalwerk der Funktionell 
(22) für lifllbe Perioden «»X, «JT, K+iK* und für Viertelperioden 

X • J5C* X + fl* 
« — Y> ~2~* — 2 angeben und kann Verwandlungsformeln auf- 
stellen, welche zeigen, daß jede der Funktionen (22) Bich })ei Ver- 
mehrung von u um halbe Perioden Kj iK\ K + iK' einÜBMsh durch 
die ursprünglichen Funktionen ausdrückt. 

Das ümkehrproblem erstreckt sieh nicht nur auf die Darstellung 
der elliptischen Funktionen, sondem anch die der einmischen JntegraUf 
insbesondere der Integrale zweiter und dritter Gattung. Die Eigen- 
Schäften dieser Litegrale treten nämlich am schärfsten hervor und ihre 
Bereehnnng wird am leichtesten, wenn man sie nicht als Funktionen 
von (x, y), sondern durch Yermittelung des Integrals erster Gattung 
(19) als Funliionen von u aafibßt. Wir beseichnen die in (10) er- 
haltenen hUegraiß ak FvmkiUMen vm u dnreh 

(28) 

Anch f&r sie kann man allein ana der Definition (28) und den S&taen 
des ersten Teiles die fundamentalen Eigenschaften herleiten. 

1. Die Funktionen (28) besitzen periodMe EigenscJiaßen, d. h. 
8ndert man das Argument « um 2K oder 2iJI', so andern sich die 
Funktionen (28) um konstante Größen, nämlich um die Periodicit&ts- 
modoln der Integrale (28). 

Dies folgt aus dem Verhalten der Integrale (28) als Funktionen 
Ton {x, y) an den Querschnitten a, b der Yersweigungsfläche T\ 

2. Die Funktionen (28) besitzen ein Addition^iiicorem derart, daß 
jede dieser Fuuktioücu, ^eljildct mit dem Argument -f ^^^'^^ 
drückt durch dieselbe Futildinn^ gebildet mit den Einzf largumeuteu Wj 
und i/o, in Verbindung mit einer algebraischen iuiikiion oder dem 
Logarithmus einer solchen Funktion. 

Dies folgt unmittelbar aus dem Abelschcii Tlieorem für die 
Integrale (28), das in den Gleichungen (13) und \\A) euthalteu ist. 
Führt man dort statt der Integrale die Funktionen (28) von u ein, so 
erhält man die Additionsfonnd der Funktionen ^{u) und jP(m, uJ: 

(29) 8(«.+«,)-3(«,)-3W-i«.^^^>=*«.Bn«.«>«,Bi(«,+»,), 

(30) P(is + «„«,)-P(«.,fO-P(«<„t<.) = logiJ^. 
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Auf der rechten Seite d«r letrtsD Glekdumgen loma man statt 
x^, z^f txm (30) die elliptiadien Funktionen mit den Argomenten 
Mq, u^, einfUum 

Dieee Obereicht Uber die fondamentalett EigeusduiAen der ellip- 
tiaehea Fvnktioneii findet ikn VemBgemeimrung für AMsAe IMtionm 
in der dritten Note; 

Es handelt sich nun danun, das Utnkehrproblem im ein/feinen dvoh- 
snfllhzen und vor allmn die im vorigen definierten elliptiachen Funktionen 
an«, cnM, dn« und die eUiptisdien Integrale ^{u) und P{u, ii^) durch 
amUfftisdie, für äße Werte wm u gültige ÄuaäriidBe wirklioh danuetellen. 
Diea geeehieht durch eine einsige Funktion tob. u, nSnJiiä die von 
Jaeohi eingeführte T h eta fi mkliomf die im Mittelponkt der folgenden 
Theorie steht 

VI. Die ersic Aufgabe'^) ist die HerUitung der ThetafutücHoti n)ul 
ihrer Eigenschaften. Wir gehen aus von den drei elliptischen Funk- 
tionen (22), die leicht darzustellen sind, weil vou iliiicn außer den 
Perioden auch die 0* und x:^ I'unkte immitt^lbar gegeben ami \2iS). 
Man erhält die Thetafnnkt inu* n, indt ni man dopptit unendliche Produkte 
bildet, welche bez. in diesen Punkten (25) verschwinden. Diese Pro- 
dukte lassen sich durch Einführung der Exponentialfunktion in einfach 
unendliche Produkte und weiter in einfieich unendliche Summen Ter« 
wandeln. Setzt mau zur Abkürzung 



(31; 



inu 

jr 



so ist die Produktform der vier Thetafutiktumen (wenn f» alle gansen 
Zahlen von 0 bia oo durchläuft): 



(32) 



e.(«) 




•kW 













ft,/J(l + 23»— *cos2«v+fl*— «), 

m 



1) R. E. F. S. 36-42 u. S. 99—106. 
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Hiennit eigiU neh ab Simmmfiiim dar mr TkdB fi m M io mm ( 
« aDfi guisea ZaUen toh — oo bii + od darehUnit): 



(33) 





-».(«)- 


2^(- 1)— ■in(2»- !)«•, 






2'^^"^ COS « — l)«v , 


».(») 


-*.(«)- 


1 + 2^fl»'coB2naiv, 


.»(•) 


-»(«) - 


1 + 2^(— l)"3^co82«arv. 



Die Konvergenz der Produkte (32) und der Summen (33) beniht 
darauf, daß der absolnte Wert | <7 | < 1 ist (s. Nr. III). 

Man Vrraeichnet die vier Thetnfimktionen auch bez. durch ©n («), 
öio(«), &^{u)f (m) und Timm die Zahlenkomplexe 11, 10,00,01 
ihre Charaktensfil^m. Die Größe x heißt der Thetainodul. 

Die Thetafunktionen haben folgende eharaiUeri^iacke und leicht m 
beweisende Eigenschaften. 

1. Sie sind eindeutig und fOr alle endlieben Werte ron ti jMii^« 

2. Von den Funktionen (32) oder (33) ist die erste eine wigeraif, 
die drei anderen sind gerade Funktionen Ton u oder v* 

3. Die 0^ Bmftfe der Uietafimktimen in der «-Ebene aind (weaa 
m, «-0,±1,±2,...): 

0i(«)«O, für U''2mK'\-2niK\ 
ö,(u) = 0, „ U'^(2m+l)K-i-2niK', 
«•(«)-0, „ i»-(2iii + l)r+(2iH-l)f\ff', 

©(m) =0, „ ti-»m]r + (2fi-i- i)»ir. 



(34) 



4 Es gelten Feriodicitäisformeln, die zeigen, daß sich die Theta* 
funktionen bei Vermehrung von u um eine der Größen 2f oder 2iK' nur 
um gewisse Exponentialfaktorwi andern. Wir führen ala Beiqnele aa 
die Gleiohnngen: 

— tau 

(35) e{u±2K)^&(u), e{u±2iK') 2-V"^ö(«). 

5. £a gelten Verwandkmgsfitrmdn, die leigen, daB jede Thetafboktioa 
ans jeder andern sich ableiten laßt durch Yermehning Ton « nm on* 
der halben Perioden JT, t JT, K + iE*, Wir fllhien ata Beiapid aa: 

tu» 4»m 

(36) ©i(ft)-.e^(«+Ä)— tV'«c ' e(n+i^')— ' «g(ii+Xf #r> 
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6. Die Thefcafunktionen besitzen gewisse ildSt^ÜHMisAeorem^ die wir 
spftter aDgel>eiL (Vgl. GL 46, 47, 48.) 

Die Torstehenden üntersachungen Ober die ThfltftCanktioneii finden 
ibie VentBgemekienmg in St A. F. Absehnitt Y. 

m Die mmte Aufgabe^ Mnffl ik LSm^ äe8 Umktkypniltlem$, 

d. h. die DankOmg der MptisAm Fmääonm Vx, Yl-x, yi-*"« 
dnnsli Mb Lidern man ans den Th^afonklionen (33) Quotienten bildet 
welehe dieselbe Periodicitit und dieselben NnUpnnkte besitzen, wie die 
eiliptiseben FonktioneD, obült man für diese die DneteUmig: 

(37) Vi-^~A^, j^Ä-^l^, 

WO Alf Af TOn u uiialiliängigo Küuötanten sind. 

Denn die Funktion }/x hat an den Qnerschnitien a und h bez. 
die Faktoren — 1 nnd +1; sie wird ^ 0^ im Punkt (x = 0, y ^ 0\ 
= CO* im Pnnkt (a? = oo, y = noY iJnselbeu l'uktoren und dieselben 
0* nnd oo^ Punkte hat der Thetaquotieut &^{u):&{H) Dpf Quotient 
beider Funktionen ist daher eine von x oder u unabhängige Kon- 
stante Ai- 

Setzt man zur Abkürzung 

W (^'u'")...-*'s ^(»)-^5 «(O)-« 

und macht in (37) die Snbstitntionen u^O, K, K + iK', so erbaLt 
nun f&r A^^ A^, A^ die Weite 



(39) 



A *l?t ± 1/*! 
^ " " " » ^ ~ r * ' 



Zugleich drücken sich in (39) die Quotienten der Größen ö,', Ö,, 
6*3, 0 algebraisch durch k und k' aus. Mittels der Gleichungen (39) 
kann man die GrSße q oder den Thetamodul t annähernd aus dem 
algebraischen Modul k berechnen, während die Gleichungen (37) zur 
Serechnun^ von u dienen können, wenn x gegeben ist. 

Setzt man. u = 0, so folgt aus den Produkten (32) eine Beziehung 
zwischen den Größen ö^, @j, @ und 0j, nämlich 

(40) «9i^e,-2ir^;. 

1) R. E. F. S. 86—42 u, 8. 106—108. 
AnklT 4w MMhmaMk ml PhTrtk. DI. Bdte. Tl 18 
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Verbindet man dieee Gleichung mit (89), bo ergeben lieh Relationen, 
wdche die Werte Bf : YS und 0^ : YK rein slgelnniMh dorch die 
6r60e I; dantellea, n&nüieb 

(41) «;-Vf «i-l/f >^*i ». = }/f i e = |/?V^*^ 

Dieee Oleichnngen dienen zor angenalierten Bereehnung der Perioden 
2K nnd 2t JT uns Jk nnd dem vorher bereehneten Werte von q oder v. 
Ans (41) erhilt man eine ThehrMum mü dm Argument 0: 

(42) (s^ + = 0} 

nnd ans (37) drei Thäardationen mit dm JrgumaU nimlieh: 

(43) 0- (?<) + &l &l (u) &* (u) , 

[&>d>(») + ^^(tt) - ^^(tt)- 

Die Tontehende LöBimg des ümkehrproUems findet ihre Veraß- 
gematimmg in St A. F. Abtdmitt VI 

Vin. Die Thetaftmktionen bilden nicht nur die Qmndlage filr die 
L%ung dee Umbhrprobleme; nie bdienraohen aach alle weitenm Der- 
BteUungen in der Theorie der eUiptiBchen f^Bnktionen, da man, wie edion 
froher bemerkt^ nieht nnr rationale Fonktioiien Ton (x, y), sondm anch 
die Integrale deraeLben^ die elliptiachen Inlegrale, am zweekmiBigaten 
nicht ab Funktionen Ton (x^ y), sondern als Fonktionen Ton u an&fit 

Die dritte Ai^gabe^) besieht sich daher auf die DarsieBmg 
der dOgmemstm raikmaien FumkHonm wm (x, y), entweder durch 
Quotienten ; gebildet aus Produkten Ton Thetafunkttonen, oder durch 
Summen, gebildet aua den Ableitungen der Logarithmen toh Theta- 
fnnktionen. Ferner auf die Dardtdhu^ des Inkgrals 3, Oatfumg mit der 
oberen Grenze durch Logarithmoi Ton Thetalunktionen mit dem 
Aigument ti und dea Jntegrtäe .9. Gatkmg durch die Ableitungen 
aolcher Logarithmen nach a. Damit hat man auch die DarateUung 
dea allgemeinaten elliptiachen Litegrala durch Logarithmen von Theta- 
fonktionen und die Ableitungen aolcher Logerithmen. 

Wir führen ala Beiapiele Ton Darsidlimffen raUomder IMÜonen 
dttrok Thek^quotieiikn die fimdamentalen Formeln an: 

(44) » - a:. = - - X • y »/»'(üg ^ ' 

(45) l- k'xx, - l - i«»«««!'«. - «' ■ ^-^^ilj^. 
1) R. R r. 8. 41—46 n. 8. l<n— 119. 
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in dcnoB se^, ein belieli^eB soBunmengehcSrige« Wertepear u ist 
Ans (44) nnd (45) ergeben neh Thdafonndn mü Mwä Ar^ummtm 
u, wie 

d'ö,(H + «,) (•» - lO - ^(u) ö^iO - W 

Ferner ans (44) eine !l%äardatim mU 4 Elementen u, «i, ii,: 

IÖi (« -I- «0 (u -«,) (m, + «,)»,(«, -II,) 
+ (« + u,) 0^ - «,) 0, («, + Ml) ®, («, - «1 ) 
+ (» + ^) «1 («• - «i) ©1 K + «i) «1 («1 - - 0 

und aus dieser weitere von UhnlichsT Form, indem man dü' um halbe 
Perioden vermehrt. <rlpi<'liun^n-n der Form (47) st« ücn das nilgemeine 
AdditwnsUieorem der Hu infauktinn dar; durch Speziaiisiertmg der ^^^ 
erliält man spezielkre Additi(>nsf}>enreme mit 3 oder 2 Argumeiiteti. 
So kann mau leicht Gleichnu i^ru bilden, die wie<ler zum Additions- 
theorem der elliptiecheu Funktionen- fuhren. Man Ündet z. B. 

i^B^B, («, + lO (II, - - «(«O («i) (i%) (ni) 

(48) +«0O<5^tW««Wö«W, 

lö*e>(tH 4- u,)<»,C«4x - M.) - e»(«,) ©»(«,) - ^(«x)e!(ti,), 

woiaog man dnrcli DiTitton die Okichnng (27) d. L das Additiona- 
theorem der elliptischen Funktion sn« erh&Ii 

Wir geben «iMifeHS, indem wir die logariÜimisehe Ahleitiing der 
Theiafimktion, die sog. ZeUKfmkHmf 

nebet ihrer Ableitung ^'(u) nnd die entsprechenden ans den übrigen 
Tbetafonktionen gebildeten Fonktionen Z|(ti) benntien, ab Beispiele 
Ton DarateUnngen ferftOMoZer FwiktUmm wm (x, y) äurA üeae Ikmk- 
HoHm Z|(«) die Foimeln 

(50) -i»x^Z\u)-Z'{0), 

(51) -'^J^--2i(ii + iO-2i(«-iO-2Z(i^. 
Ans ihnen erhilt man drUtau, indem man mit 

dx , 

— - — =*ai» 

2 \/(x, kj 
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nmltipluiert und integriert, die Darstellung von eUipÜschen JnUyralm 
in u, to s. B. ana (ÖO) und (öl) die des Integrals 2, und 3. Gattong 
(vgl 10): 

(52) 8 W - " ""^^^^ ~ 

Diureh (52) und (53) sind die in (28) defimerteD Funktionen £(«) 
und P(«| «o) analytisch ausgedruckt durch die Thetalonktionen 
nnd ihre logarithmischen Ableitungen Zf(u), Wie für die Tbet»- 
lonktionen bestehen aoieh filr die Zetafonktionen leicht absoleitende 
Additionstheoreme. 

Die hior g^benen Dantellungen von rationalen Funktionen Ton 
(Xf ff) und ihren Integralen finden ihn VaraUgemeinmMg in Si A. F. 
Abschnitt m 

IX Die Form der Thetafiinktionen, sowie aUe Torganannten Dar* 
Stellungen durch ThetalanktionML wurden sunSchst gewonnen fflr eine 
bestimmte Lage der Querschnitte a und h in der Yetsweigimgsfliche T. 

Die etsrle und 1M$ Aufgabe^ in der Theorie der elliptischen 
Funktionen hat die Vendlgmekierung der gewomienm Bemliaie mm 
Ziel, indon sie die AbBndemngen untersueht, die antreten, wenn die 
Querschnitte h beliebig Terlegt werden. Es aeigt sich, daß dabei 
die Thebifimkti(mm eine sog. Uneare DransfomtaUon erfahren. Diese 
besteht darin, daß, abgesehm Ton einem Exponential&ktor jede Thetar 
funktion &^i(y, r) mit dem Argument v und dem Modul t flbezgeht in 
eine Thetafnnktion '&t(v', t*), deren Argument v' und Modul c' von v 
und t in einfadier Weise abhängen. 

Man beseicbne durch w ein Int^ral 1. Gattung (das sich von u 
nur durch einen konstanten Faktor unterseheidet); feiner durch a, h 
und a% h' xwei Terschiedene Querschnittsysteme der Fläche T\ endlich 
mit A, B die Periodiciüitsmoduln (kurs Perioden) Ton w an den Quer- 
schnitten a, b und mit A\ B' die Perioden von w an a', h\ Die 
Werte A% B' setzen sich linear zusammen aus Ä, B, also: 

(54) A'^aA-^ßB, B'=^yA-^6B, 

wo die t^roMfcrmoMmidooeffim^^ «, ß, y, d ganze Zahlen sind, die 
der Gleichung ttä — ßy^l genügen. Man ftihre nun statt w awei 

1} R. E. F. 8. 90—91 tt. 8. »6—187. 
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nmn Integrale v und v' ein und swd logehSrige TliefcBmodiiliL * und t\ 
indem mea setBt: 



(55) v^^, ^''"^ 



3 . B' 



80 daß V an ö, b die Perioden 1, t und an ft' die i'erioden 1, t' 
besitzt. Aus (54) und (öö) folgen zwischen v, v' und zwischen t, 
die Gleichungen: 

£s entsteht nun die Aufgabe: 

A. Die Begkhungen swisdtm den HwtafunktUmen 

(57) und &,{v,z) 

(i, k=^0, 1, 2, 3) aufzvätMm, 

Man findet als Resultat, daß jede Tlietafuiiktion der ersten Art 
(abgesehen von einem Exponentiaitaktor, dessen Exponent quadratisch 
in V oder v' ist) gleich wird einer bestimmten Thetafunktion der 
z^veiten Art, wobei jedoch die ungerade Thetafunktion '9'i(r', r) stets 
wieder in die unjc^erade Funktion ^i(v', r') übergeht, während jede der 
drei geraden Funktionen a>-(v, t) (i = 0, 2, 3) in ©ine der drei geraden 
Funktionen ^^(i;', t') (h = 0, 2, 3) übergeht 

Bildet man aus den Thctafunktiouen ^^ nti'enten, so hebt sich der 
Exponentialfaktor wes^, und es geht, abge.sL'hen von einem konstanten 
Faktor, jeder Quotient von zwei Funktionen #<(v, t) in ( iium Quotienten 
zweier l'unktionen d'^(v\ x') über. Damit hat man, wenn das Argu- 
ment IV eingeführt wird, eine Beziehung zwischen zwei doppelt perio- 
dischen Ifunktionen 

(58) X - f(w\ A,B) und $ -> 9 («;; A', B"), 

▼<ni dam die eiste die Perioden A, die «weite die Perioden A*, B' 
hat Setrt man elw» nach (37) und (39): 

so erhält man einerseits eine bilinearc Gleichung zwischen den doppelt 
periodischen Funktionen x und g (Tramfonnationsgleichung), andrerseits 
eine alpiebraische Gleichung zwischen den zugehörigen, algebraischen 
Moduln k und A {Modtdarglekiiuny). 
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» 

Man kann zwisohem x und | eine Integralbenehmig aufttdlen, di» 
dasselbe aosdrückt Ans (8, 31 o. 55) folgt: 



(61) r_^^,2jrv.^"', /-/^_2i^_ 



wenn 21^, 2if die Perioden des ersten, 2Lt 2iL' die des iweiten 
Integrals sind. Setzt man 

(62) -j-"**' X:ä = ^' 

so erhUt man ans (61) durch EUminatimi toh « die Integnlbeoehiuig 

(63) t — -Jf/ 

Man kann daher das Problem der linearen Transformation auch so 

fiuwen: 

B. Esisl ekle hilinmre Gleichung zwischen x und % mfzustdlen, wäehe 
die Transformation (63) bewirkt, und es sind zugleich der Faktor M und 
der oUgdbraMe Modul X des meitm IsnUegroU dmh dm Modul k des 
mim Inißgrab aumudrüdm. 

Diese An^be ISfit sidi fOr die elliptische Theorie aueh direkt 
und ohne jede Yermittelong der Thetafonktionen lösen. Hierbei (wie 
auch bei der Aofetelhmg der Qleiehangeii zwischen den Fonktionen (57)) 
tritt eine wesentliche Yereinftchiug dadurch ein, daß sidi die nnendlidh 
Tielen linearen Tranaformationen mit beliebigen Transformationskoeffi- 
zienten «, ß, y 3 zorfickfthren lassen anf zwei fondamentale Trans- 
formationen 8 und T, in weldien diese Koeffizienten bez. die Werte 
1, 0, If 1 nnd Oy 1, — 1, 0 haben. 

Die Torgenannten TJntanmohnngen Uber die lineare Tranzformatioa 
der Thetafimktionen finden ihre Veräßjfemeimniiiig m &, A F. Ah- 
sdmm VIII 

Hiermit sind die wiiibtigsten Ponkte in der Theorie der elliplaaohca 
Funktionen berührt mit Ansnahme der allgemeinen Transformation, f&r 
die wir anf B. £. F. S. 49—58 nnd S. 1:^—139 mid auf andere ans- 
fthrlichere Darstellungen verweisen. 



Bemerkung: Man kami die Theorie der oiliptischen Funktionen 
Terallgemeinern, indem man zuerst Funktionen P^^^ auf der Verzweig luigb- 
fläche T betrachtet, die die Eigenschaft haben, beim Überschreiten der 
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Qnaneliiiitte a, h giegaben« konstante Faktoren M, N anwinfthrnmi, 
an«:P+-JfP7^, an I^, - J^TP", 

und weiterhin die Integrale ^^olcher Funktionen Q^^ = J'P^^dx, die die 
Eigenscliaft haben, beim Ubersrbreit<»n der Querschnitte 6 in lineare 
Funktionen ihrer selbst überzugehen, alao 

an a in : Jir^^y + iif an i in : JITQ^, -f S. 

Die Eigensohaften dieser Funktionen und Integrale Q^^ sind denen 
der ell^tiaelien Fonktionen nnd Integrale (wo M^N^ml ist) in 
vieler Hinsieht alinlieh; ikre Theorie bemht wesentiieh auf der der 
elUptisehen Funktionen nnd Integrale selber.') 



Wir geben. noeh eine sweiie Herleitimg des Addiiionsäieoreais 
(27) der Funktion Yx i-> sn « nach einer Methode, die in der 
Theorie der Ahelsefaen Fonktionen Ton Wert ist (vg^ 8i A. F. 
S. 360 IL 292). ZnTor eine Bemerkung über das VentMnde» der 
IMafirnkHonm, wenn sie als Fonktionen Ton (x, y) betrachtet werden. 
Nach (34) jl (36) Tersohwinden die Tier Fonktionen Ton «: 

^iW, + ö,(m + ÄT+ijr'), e(« + *jr') 

für f« — 0. Hieraus und aus (9) foigt^ daß die rier Funktioueu von xi 

mm XX 

»•(/"•)• *•(/<*»)• 

bez. in den Verzweigungspunkten ic «■ 0, 1, 1 : Ä*, oo der Flache T 
verschwinden. Dies gibt den Satz: 

Ist e eine beliebige Größe, so verschwinden die Tier Funktionen 

mm mm 

(64) ^,(pi*-s), B,(fdu-e), 9^(fdu^e), e{fdu-e) 

bez. in yier Punkten 1,^, ^, i der Versweigongsfladlie T, die ein- 
deutig definiert sind durch die Kongmenaen: 



(6ö) 



J*duse, JdusB, ^du^e, J*du = e, 



1) Ch. Hermite, Bor quelques »p^icationa des fonetioat eUipüqnes. Paris. 

1886 und Appell et Lacour, Principes de la thdorie des fonctions elliptiqaci. 

Paria 1897, wo die Funktionen P^^ (fonctions dotiblcment iH'riodiquc» de sccondc 
i>8])i'cej und eine weitere YeraUgwaetpernng (f. d. p. de troisi^e esp^ce) ein- 
gehend behandelt aind. 
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Wir stellen uns nun die Au%sbe, den Quotienten 



(66) EL(!HijO oder 



e 



als FuükLiüii der Koordinaten (x^ y) und (j, , t/j) ilarzuatellen. Der 
Ausihuck (66) ist, als Funldion von {x, y) betrachtet, eindeutig m rler 
Verzweigungstüiclie T. Er ist = 0* im l'uukte {x, y) = (0, 0) imd 
= CO* im Puiikt4ö (x, y) = (cx), oo); femer = 0* in einem Punkte 
(Ii, und => oo* in einem Punkte (|, i^); welche Punkte nach (64, 65) 
bestimmt sind durck die Kongruenzen: 

(67) Jdu+Jdu = 0, J^du-hJ^dusO, 

Dahier isi (66) eine rationale Funktion der sweiten Oidnnng ff) 
von (x, ff). Um dieselbe m fliren 0^ nnd oo* Punkten so bilden, 
-rerfifthim wir so: Ans der erstell Oleichnng (67) folgt nach dem 
Abelechen Theorem die Exisleni einer rationalen FWUi(»i 2. Ordnung 
y}> <Ue — 00* im Punkt (0, 0) nnd ^ 0* in (pe^, and (|^, i^J. 
Ebenso folgt ans der zweitm Gleichung (67) die Exietena oiner 
rationalen Funktion 2. Ordnung r (Xf y), die = oo' wird in (0, 0) und 
(oo, oo) und = 0* in (a^, y,) und (|, t]). Bei der Bildung der Funk- 
tionen nnd r braucht man aber die Punkto (|^, ijj und (4, rj) Belber 
nicht zu kennen, da bei jeder rationalen Funktion der letzte 0* Punkt 
durch die Qbrigen 0* Punkte und die oo* Punkte bestimmt isi £s 
ist leicht m sehen, daß, abgesehen Ton konstanten Faktoren, 



1 m * 



Der Qaotient : r hat als Funktion von {x, y) dieselben 0' und 
oo' Punkte wie die darzustellende Fonktioii B(x, y) oder (66); er ist 
aoglddi, ebenso wie (66), sjmmetriBeh in Bezug auf (x, y) und (%, yj. 
Daher hai man 

(68) + »-^ 

wo C eine von {x, y) wie von (Tj, j/J unabliängige Konstante. Durch 
die Substitution (j;, y) = (0, 0) findet man 1. Erweitert mau dcu 
Bruch auf der rechten Seite in (68) mit xy^ + y^i und berücksichtigt, daß 
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M geht (68) ttber in 

d. i. wenn man y£ — an u, » sntii aete^ die frfihere Glmdning (27). 

In dar i^ieben Weiae findai man dan Anadniek für cn(iiH-t«|) 
und dn(« + «i)' Biaaelbe MaÜiode ftthrt auf Additionsfonnaln der 
eUqitiaehen Fnnkiionen mit einar baliebigoa Aniahl Ton Addenden^ 
wobai wa nntaneheiden lat, ob die Zabl deraelban gerade oder on- 
gande isi^) 

Die JdeUUoH^bmd für eine gerade ZM (ßn) tob Aigomanten 
lautet (wemi t — 0, 1, . . 2» — 1): 

für eine ungerade Zaid (2n + 1) von Argumenten (wenn t = 0, 1, . . 2n): 

m ( « + t«. -f • • ' + «ii,) ^ ■..a;;^-*-^^ y,«, . . . y,ar;-* | 

— . . «TZ 



■ntiai^ . . . ni«!, * \i . . . y^x^ . . . y.x*"' 

wo C nnd Cj leicht zu bestimmende Konstanten sind. 

AuB den Additionsformeln (70) und (71) ergeben sich Multiplika- 
tionsformeln ^ indem man die Argumente sämtlich £?leicb setzt. Dies 
kann auf zweierlei Weise p:r'<:!chf'hen. Entweder man vollzieht rinon 
Grenyfibf'rp^ang, indem man m jeder in (70) inul | 71) auftretenden Deter- 
minante an Stelle der Glieder d^r 2., 3., . . . Hurizoutalreilie die 1., 2.,.., 
Ablpitvuig der entsprechenden Glieder der ersteu llonzoiitalrrilie setzt. 
Oder man bildet P^'onneln von dem Charakter (69), indem man in den 
Quotienten der rechten Seite in (70) und (71) Zahler und Nenner 
multipliziert mit einem Produkt von Dotermiimiiten, die au8 dem 
Nenner hervorgehen, dadurch daß man jedesmal iu einer llorizontal- 
reilie das Zeichen von y- ändert, in den anderen Hunzoutakeiben da- 
gegen beibehält.*) Beidf» Arten von Multiplikationsformeln ^vürdtm in 
der Ausführung höchst kompliziert werden. (Fortaeteung foJgt.) 

Tfilbingen, 15. Oktober 1902. 

1) In anderer Herleitung Fin l diese Formeln zuerst aufprcstelH von Abel 
(Werke. 2 A. 1. 8. 632 (1829)). Vgl. Cayley, Joum. für Math. 41, 67 (1849) 
nad F. Gfintber, Joom. flir Hafk M, S18 (1892). 

t) Caylej 1. e. gibt ttatt diaier eine andeie Umfoiiniiiig von (70) n. (71) «a. 
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Über bidifferentiale TransfomationeiL 

Von S. Eantob in WieiL 

In meiner Arbat: ^^Theoiie der vollständigen Systeme Uncarer 
DifferentialgleiGluingen mit einer unabhängigen Veränderlichen" führte 
ich den Kamen bidifferentiale Transformation fOr eine Fonktiona- 
abhängigkeit ein^ durch die r Funktionen . . tf^r MÜ *" anderen 
Funktionen . . IF^ als Differentisdansdrücke diewr so Terbnnden 
sind, daß anch TOn jedar der Funktionen . . mindestens ein 
Fonkticmenzwcig je eine vone DifPerentialfunktion der Funktionen 
^if ^^^^ solche, die von allen Intogrationszeichoi 

oder impliziten Integralen erst sn lösender Difierentialgleichangeii 
fni ist. 

Die Büerentialfnnktionen 

(1) — . . 

mögen hierbei auch partielle Differentiatatudrftcke eein^ wenn eben die 
W und 0 als Fuzdctionen von mdhreren, etwa n»^ nnablrangigen Ver^ 
Snderlichen gegeben und gesucht sind. 

Diese Transformationen sind also in der Integralrechnung das 
Analogon zu den „birationalen" Transformationen der Algebra und so 
den noch so wenig erforschten „bioniformen" Transformationen Picards 

in der Funktionentheorie. 

In dieser kuraen Notiz sei mir 'Erstattet, auf die wirkliche Existenz 
einiciror Holch^r Transformationen hinzuweisen^ die sonst nicht ganz 
au&er Zweifei wäre. 

1. Lagranges Theorie der Adjungierten emer linearen DüBarential- 
gl^ohnng nnd dann deren Veraflgemeinerong auf partielle DüFeremtial« 
gleiehongen') bieten einen Uassischen Fall dar. Die A^jongierie 

^' w - Po u+pfu' + -"i- i>;;Li - + p» "^"^ 

-A«- 0«")" + (- l)''(p-ti)<->-.0 

zur Oleichong 

1) FxobeniuB^ Joum. f. Math. 85» 
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kat di* espBiite Eoim 

P? A + »!»;- Sft" + - + (- iynp':-'\ 



(») 



Hier haben wir Auadraeke der Foim (1). Sft mm aber naek 
eiiiem Salae von Lftgrange die A4|migierie der A^oagierteii die nr* 
B]p>rll2igliehe Oleiohuig ao werden die Anadrildn (2), wenn man 
lUr die j» rechte die aebt, ünha wieder die p Hefem mflaaen, hia 
fliwa aitf einen gemeinsamen Faktor. Alao berechnen sich die p atu 
den (das ist von oben die W aua den 0) wieder ab Differential* 
ausdrücke, und hier sogar als genau dieselben DifferentialansdrOcke. 
Diese Transformation ist also nicht nur hidifferwMf sondern aogu 
im o Me mch, nach einem Anadmcke der Algebra. 

Eine ^banaformition dnrch portieUe Diffinentialfhnbtionen bietet 
die A^nngierte 

znr lineaien paartieUen Differentialg^chnng 



2'i 



'P'k • • • 'n 



Denn auch hier noch gilt der Satz (P'(aO)' ^ P'ormeln 
also, welche die ,^ durch die 1»^,,.,^ ausdrücken, definieren eine 
bidiffsrentiale Tranafoimation, weldie aogar inyolntoziaeh iai 

Li aeiner Theae hat Herr Yeiaiot anf Grand Lieaeher Prin- 
zipien nachgewiesen, daß man ftr jede homogene lineare Diffiarential- 
gleiehnng eine Anxahl FanhÜonen der Eoeffimenten nnd ihrer Difierential- 
qnoäenten angehen k5nne, ana denen aieh alle inTarianten Funktionen 
der Gleiehnng gleidiwie nna einer Baaia ala ganze rationale Diffsrential- 
firnktionen berechnen laaaen. Soloher Basen lassen sieh aber viel&ch 
▼enchiedene angehen, fod also 
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swei solche Basen, lo mOflsen die Fonktianen der einöi Boais reme 
DüTerantialfiiiiktioneii toh jenen der anderen sem nnd nrngekehrki so 
mnB also die dnrdi die Foimdn 

anigedrQckte DiffeniitialtiBnafonnation andi difibrenlsal nmkdirbar seht 
Sie iat aber im allgemeinen nicht inTolntoiiflck 

Anmerhmg, Dar entspreohende Sats in der Theorie der algebnk 
ischen InTarianten, nämlich Ton der KTiatena einer Basia (oidliciien 
STsfcemes w/h. Gordan) för rationale DarsteUnng, Inetet aneh sehon ein 
ICittol, nm liniimieSk Tranafoimationen heransteUen. Sind J^^ . . 
nnd . . ^ Jr' zwei volle Invariantensysleme eines gegebenen Formsor 
ayatomee (Baaen fOr ntficNial« DarsteUmig), so ist 

eine biiationale Tianafonnation im v-aien Gebiete, da doch diese 
Foimehi identisch in den Koeffiaientea des Formensysfcenies geltsn. 

4. Bezeichnen in den Formeln 

die Z)j\ . . 1^^'^ lineare Differentialformen der . . mit einer 
Unabhängigen, so wird die JBliniination von 9^1, . , ''Pi-i, Vi^i, 
. . ., Wr ana diesen Gleichungen eine lineare Diffarentiaigleichnxig in 
ÜP^i, . . 9r einer Ordnung N und der Fem 

(3) - + • • • + i^r) 

liefern. Diese Gleichnng wird sich aber notwendig dann Teninfiachen 
mfissen, wemi die Gleichimgen 

eine himeichend große Anzahl gemeinsamer linear unabhängiger Integral- 
systeme besitzen, also inabesondere N— 1. Li diesem Falte wird man 
die Gleichung (3) auf die Form 

bringen können. Tatsachlich ist 1. ein s| < / f llcr Fall einer bidifferen- 
tiftlen Transformation dieser Art. MerkNvii! liger ist a])er 2., weil be- 
kanntlich die hirr notwendige Elimination aus partiellen linearen 
Gleichungen viel schwieriger ist. 
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5« Sin anderar BeiflpMl ISBi noh aus Herrn Lothar Heffiera 
Arbeit in Joum. £ MatL 116') entnelimen. 

Man kann das im Integral einer homogenen linearen Differential- 
l^ehnng geaehaffene Gebiet ah einen KSiper beaeiehneni wenn man 
in diesen alle dem featgeeelBten Befreiche angebSrigen Uneaien Diffo- 
rentiaÜQnkfcionen des Integralea mit ao&inmity nnd kann ebenso von n 
km^jogierten E5rpm qpredien wie bei den a^bndsehen Fonktionen- 
kdtpeni. 

Absolut lafii sich nnn die DiffsrentialoperatLon ««D(y) nicht 
amkehren, nnd daa Symbol bedeutet absolut (wie bei den eng- 

lischen Sjmbolikem) niehis anderes als die Anfimcfanng des Integrales 
Ton Z)(3r) — g. 

Dagegen ISfit sieh in einem wie eben definierten Kdrper die 
Operation I>^^{f) wirklich auswerten. LSBt man nämlich flr / die 
Ediper^eiehung M(f)^0 gelten, so kann man, wie Heffter L o. 
sneist bewiesen hat^ stets einen Differentialaasdmck bestimmen, 
sodaB 

D^tl>(f) = f (mod.B(y)). 

Hierin bedeutet äliiilich der algebraischen Korpertheorie das Zeichen 
mo4 22 (y) die symbolische Gleichung 

W D-,.D(/)-/+T.Ä(/0. 

Uiese üieichung kann dazu benutzt werden, um eine bidifferentiale 
Transforraation zu bereclmeii. Denn zunächst i^eht aus lleffters 
Arbeit hervor, daß dje Koefti/ienten von D— j rationale Differential- 
ftmktionen der Koeffizienten von Z) sind. 

Andererseits berechnet Tlfrr Heffter zwei Gleichungen S und Q 
möglichst niedritjer Ordnung, bodaß gilt (L c. S. 158) SD — QU Dann 
gilt nach der Ableitung auf S. 162 auch 

(3) D'D^i(jf)^g+ü'8iß), 

und es ist also auf dein durch S((j) = 0 definierten Körper, wo S 
Koeffizienten hat, die sieh abermals uis r.itionale Ditferentialiuiiktionen 
bcstimirKii, aurh I) die Inverse zu Also entstehen durch eine 

ähnliche KccLiiLmg im Körper S, wie sie für (2) im Körper R durch- 
zuführen war, die Koeffizienten von I) als rationale Differentialfunk- 
tionen der Koeffizienten von /)_ i . Die so berechneten Koeffizienten 
müäsen mit den Ausgangskoeffizienien übereinstimmen. 



1) S. 167: „Über gemeinsame Vielfache linearer DifferentialftOtdrtIcke und 
lineaie Dtffereatiälgleiohiuigen deimlhen KlwWS No. m. 
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Die Koeffizienten von D_i berechnen ddi nho durch die Koef- 
fizienten Yon D Tenuittebt einer bidifferentialen TmnafonnaÜon. 

6. Das vorige Yerfabren kmin Temllgemeinert werden anf jene 
TnniiformatLonen T, welche nur innerhalb eines gewissen Geibietei, 
etwa Sl{si, . . 4"^ ■ - -) ^'^f ' • * ^"0 ^ bidilfinential sind, näm- 
lich, wenn A 0 durch (1) in A(*> -« 0 Yerwandelt wird. Man kann 
diese im Gebiete A 0 omkehreD, nnd wenn die neue TEansformatioii 
2Li fonnal mit T gleichartig ist^ so worden die Koeffizienten von T.i 
sich ans den KoefiBzienten rem T durch eine bidifferentiale Transfor- 
mation berechnen. 

7. Auch die DüfereiitiiiltiaiiBformHiiunen, welche bei den soge- 
naimteD. „Gleichungssystemen raitFundamentallösungen" (Lie, Sächsische 
Berichte 1803) die ;iliti:eraeine Lösung mit den l';atikuiarlösajiL;;*'u ver- 
knüpfen, geben Aulaü zu bidiiferentiulen Tranalürmationeu, worauf ich 
nicht eingehe. 

Wien, den 19. Angost 1902. 



Bemarkang zur Ableitung dar Kulerschexi 
BewegimgsgltlichiuigeiL 

Von F. JONO in Pkvg. 

Die Eulerschen Bewegungsglfni^hungen fiir ein starres System 
stehen bekanntlich in eiuor äußerst einfachen B^iehuug zur ,^mpuls- 
gleichuug^', sie sind als eine V\>r\i\ derselben aufenfassen. Ohne Zweifel 
wird also jene Ableitung der > rsteren systetnat isch am meisten betnedigen, 
welche dieses Verhältnis deutlich hervoi treten läßt. Dies trifft bei der 
Ableitung von Ilayward zu, welche in der „Theorie des iu-eiseis" von 
Klein und Somnieri oldM wiedergegeben ist. Das volle Durchblicken 
des Haywardschen Gedankenganges in seiner ganzen Einfachheit wird, 
"wio ich glaube, nur erreicht (hirch Betrachtung der auftretenden Vek- 
toren ohne Zorleiß^ngen nach Achsensyst^men. Denn gerade dies vor 
Schluß der Ableitung heeintrochtigt sehr ihre Durchsichtigkeit in 
geometrischer und also auch mechanischer Beziehung; und trotzdem 
erscheint es überall angewendet. Seine Vermeidung kennzeichnet das 
Folgende, welches nur den Zweck hat, mit bekannten Mitteln die 

1) Leipzig, 1897/98; die Haywardsche Arbeit selbiit ist mir uicht zugäui^üch. 
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Haywardiehe Überlegung ib üuer ToUen Eoi&ehheit 'mnMknuL 
Die YMiatauljnB flchliefii iieh diemr BetnMshtaiigiweifle xttt&rlich tehr 
beqnem an. 

HeiToxsahebeii iat, daB bei der Ableitung der Enlereohen 01ei- 
ehnngen ans der LnpalsgleicliuBg eigenUiek eine hmemaÜtdie An^be 
Torliegt, nSmlieh eine Umfomnng der indenuigsgesc|iwindi|^eii der 
Winkelbewegungsgroße^) des Systems, d. h. eines Vektors. Ein solcher, 
J, sei in einem Baume (Aehaensystem) S ge- 
geben als Funktion der Zeit. Der Banm 8 
drehe Sick nm einen festen Ponkt 0 mit der 
Winkelgefldnrindii^ceit B. Diese werde dsir- 
gesteUt dnrdi ihre Ackse in der Weise, daB 
sie, geeeben in der positiven Aohsenriohttuig, 
rechts drehend crschcLiit. Ii ist ebenfalls eine 
Funktion der Zeit. Bezüglich des bewegten 

Kaumes S hat der Vektor J nach der Amiahme 
irgend eine AnderangBgesdhwindigkeit • Bei 

relatiTer Rnbe gegen 8 besitzt er, infolge der 

Winkelgeschwindigkeit Ji dieses, gegen den 
festen lüium eine Auderungsgeschwindigkeit, 
welche offenbar gegeben ist durch das äuBere 

Produkt MJf wenn festgesetzt wird, daß jR, J, RJ ein Eechtssystem 
bilden sollen (vgl. die Figur). Die gesamte Auderangsgeschwiudigkeit 
des Vektors gegen den festen llaum ist daher: 




(1) 



dt 



r7/ 
dt 



wenn mit t der Vektor in seiner Lage gegen ein festes Acbsensystem 
beaeiebnet wird. Die j^absolnte" Ändemngsgeschwind^keit des Vektors 
ist so dargestellt als Snmme ans der ,prelatiTen'' gegen ein bewegtes 
Achsensystem nnd der dorcb die Winkelgeschwindigkeit dieses eneogten. 

Durch die Qleicbung (1) ist im wesentUehen bereits die gestellte 
Aufgabe gelost Als bewegten Banm 8 nehmen wir das um einen 



1) Nseh der Benenmniig in der dentBchea AoMgabe tum Bontb, Dynamik der 
Systeme Stauer KSrper, 2. B.« Leipiig 1898. Die im Mlier geaamrteii Wexln ge> 

Inanchte Bezeichnung ^^mpnls" für „Antrieb" und „Be^egusg^ößo" ist aus 
phy^i]< aliseben Gründen bedenklich, da der Impuls /nn&chst festgelegt wird als 
„BtoUkraft" (S. 73 a a, 0), welche die üewcgungsgröße erzeugen könnte, also mit 
dieser gleich, aber nicht identisch iat. Vielleicht bietet sich einmal anderwärts 
Oelegsnbelt» auf derartige BetiaohtaiigSB einnigeheB. 
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festen Punkt rotieraide stane Syftem (Körper). Die ImpnlugiMfthimg 
für dieset 



(2) 



wo ^ das resultierende Drehmoment der äußeren Kräfte ist^ während t 
jetzt die Winkelbewegnngsgroße bedeutet, geht mittels (1) über in: 

die Eulersche Qleidnmg^ geeohrieben in den Vektoren. Jetrt erat iet 
ee, um der gewShnlidien Kooidinatenform der Gleichung su konunen, 
notwendig, die Yektoien nach eineni mit dem KSiper lotierBMden 
Aeheentysteme durch den Stfliq^unkt 0 su serlegea: 

wo die Einheitsyektorea if, ^ ein BeGhtBayetem biUtti mSgen 
(und bekanntlich 

L^Ap — Fqi^ Er, Jlf- + Fp + B2-2>r, N Ep-^Dq + Cr, 

A, B, C Tragheits-, /), E, F DeTiationsmomenie fiir das AchsenByitem). 
Gleichung (2) geht nun Uber in: 



^ — I — 1 »r — — , dM — , dN 



woraofl folgt: 

(8) ^-w+Ui 



p 



5 

M 



r 

N 



dt M 



und bei Wahl der Haupttra^eitBacheen des Unteretfitsungspunktes in 
Zerlogungnichtongen s^,. wegen: 

L-Ap, M=^Bq, JV-Cr, 

wo A, B, C die HanpttzigheitBmomente des Edrpera für 0 sind, die 
EnlerBchen Gleichungen: 
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IHe Qldolraiig (2) und aomit (B) gflft auch ffir ein beliebiget 
(nieht rtairea) System; der Bamn 8, auf weleheo eich E und J be- 
nehen, iit da in wiflkflriioh gegebener oder auf geeignete Weise durch 
dae System beetimmter Rotation annmehmen. Dftr Vorteil der ganmn 
Betraehtongsweise wird hier Terminderl^ sofern er in der reHativen Rnhe 
des Raumes 8 gegen das System besteht^ wdche ermSgUehl wird 
durch seine Starrheit und Ausdruck findet in der ÜnTerftnderlichlEeit 
der TEig^te- und Deriationsmomente für irgendwelche Achseuflysteme 
Ton Ä*) 

Prag, Oktober 1902. 



Elementarer Beweis des Schließungsproblems beim Kegel- 

sclmiUbüscIieL 

Von Ph. Mäkknchen in Alze^. 

Zu den nachfolgenden Untersuchungen führte mich der Gedanke, 
daß es möglich sein müsse, das Ponceletsche Schließungsproblem bei 
zwei Kegelschnitten auf ein einfacheres Problem zurückzuführen. In 
der Tat ist es mir auch gelungen, einen elementaren geometrischen 
Sats zu finden, aus dessen wiederholter Anwendung der genannte 
Schließungssatz, sowie seine Erweiterung auf den Büschel sich sehr 
leicht ergibt. Mit diesem einfachen Satze, der mir der Kern des Problems 
zn sein scheint, werde ich mich zunächst beschäftigen. 

Es seien K, und drei Kegelschnitte eines Büschels in be- 
liebiger Lage', und zwar sei beispielsweise K derjenige von den drei 
Kegelschnitten, Ton dem aus man an jeden der beiden andern Tangenten 
ziehen kann. Von einem Punkte A auf K ziehe ich eine Tangente ^ 
an und eine Tangente 4 an K^. Durch die Berührungspunkte 
mit jfiTj und lege ich eine Gerade, die und noch in je einem 
weiteren Punkte trifft. In dem Schnittpunkt mit lege ich die 
Tangente t[ an JC^, in dem Schnittpunkt mit die Tangente an K^. 

Die Gleichungen der vier Tangenten seien: 

«^-0, ^,-0, ^-0, <;-o. 

Die Gleichung der Geraden durch die Berflhnmgspnnlcte sei: 
^-0. 

1) Wdteras hierüber i. B. Bouth, a. %. 0., % B., § 22 iF. 

AnUv d«r MMtamMlk md PfeysUk. IZLBdte. Tl. 14 
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Dann Iftftt sich die GJeiohtuig tob ^ in die Fonn liringeil! 

(1) kK-Kg^-^o, 

Ebenso ist die Gleioknng ron K^i 

(2) t^t,-X,g*^0. 
Hieraus ergibt sich: 

(3) U«,--«i«-0. 

Der Ilerleihing gemäß stellt diese Gleichung einen Kegelschuitt 
dar, der dem durch und bestimmten Büschel angehört. Außerdem 
geht dieser Kegelschnitt, wie die üieichung (3) deutlich zeigt, durch 
die Schnittpunkte von ^, und i.,, und K, t[ und t^, t[ und i'^ 

und L scliwidvn si Ii aber nach K.onatruktion in A, und A 
liegt auf A'. J)ui t h .1 l:ann nur Kegelschnitt des Büsrhels gehen, 
un<l dit Ht i eine ist mithin liegen die drei auderii tScimit^unkte 
gieichi'ailä aui K. Hieraus folgert man: 

Es ist stets möglich, von irgend Punkte aus, der auf K ge- 

Ugm istf diesem Kegelschnitt ein Viereck eimubeschreiben, dessen SeHeti 
ahw&:hselnd Tangenten an und sind, und zwar so, daß die vier 
Beriffirungspunkie in einer geraden Linie liegen. Ein solches Viereck 
wiU ich ein Sehnen- und Tangentenviereck im Büschel nennen. Mao 
erkennt leicht, daß ein solches Seimen- und Tangentenviereck durch 
drei Punkte eindeutig bestimmt ist, wahrend für den Fall, daß nur 
Ewei benachbarte Punkte gegeben sind, zwei Losungen auftreten. 

Ich nehme nun einen Büschel von n Kegelschnitten an, die ich mit 
K, K^, K^, . . ., K^_i bezeichnen wilL Dem Kegelschnitt JT sei das 
• Polygon PjPjPj . . P„ einbeschrieben, und zwar so, daß P,P, Tan- 
gente an JE^, ^si« Tangente an Jl^ ist o. s. endlich P^.|P. Tan- 
gente an 

Ich wähle aoßeidem noch einen Kegelsdinitt K' des angenommenen 
Bfischels. Hieianf ziehe ich TOn P| ans an K' die Tangente Px^v 
wobei P| wiedenun auf K liegt, und von P, aus ebenfalls an K' die 
xngeihOrige Tangente PfP, (zugehörig in dem Sinn, daß PjP^ wieder 
Tangente an Pj ist, gerade wie PjP,, derart daß P^F'^F^P^ ein Sehneih 
und Tangentenviereck im Büschel ist). In der gleichen Weise kon- 
struiere ich das Sehnen- und Tangentenviereck P^P^P^P^, das durch 
die drei Punkte P,, P^ nnd P, eindeutig bestimmt ist Fahre ich in 
der gleichen Weise fort, so erhalte ich das Polygon PjP^P^ ■ . • Pi 
das ebenfalls dem Kegelschnitt K einbeschrieben ist, nnd bei dem 
sich P;P,' anf J^, P,P; vaiK^., PUtP» auf Kn-^i waSst Nim 
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ist aber auch das Viereck P^P^PlPi ein Sehnen- und Tangenfcen- 
Tiareck in unserm Büschel, da PnPi, nnd P'iFx Tangenten an K' sind. 
Also sind auch P^Pi und PnP'i Tangenten an einen und denselben 
Kegeschnitt des Büschels, den ich naturgemäß mit bezeichnen muß. 
Da aber K' beliebig gewählt, also jeder Punkt Ton K als Punkt Fi 
aogenommen werden kann, so gilt der Sats: 

Wem ste^ m — 1 SeUm eines dem KegekdinUi K eiiAeediriebenen 
BilySf(m amf KegM^mm des Büsdids Jr+ IX« u/SUm, so kd dies 
anA dk nie Seife. 

Habei ist zunSchst noch daran festzuhalten, daß die erste Saite 
(d. h* die mit Pi beginnende) sich auf JBTj, die zweite auf K^, die dritte 
auf ^ n. 8. w. walzen muß. Man kann aber leicht zeigen, daß sich 
£e jReihenfolge ganz wiUkttrlich gestalten laßt Die drei Punkte Pi, 
Pf und Ps bestimmen nimlich eindeutig ein Sehnen- und Tangenten- 
Tiereck in den drei Kegelschnitten und Der yierte Punkt 
möge mit P'^ bezeichnet werden. Wenn ich nun statt der Sehnen PiPt 
und P'tPi die Sehnen Pi'Ps' und P^'P^ ziehe, so ist die erste eine 
Tangente an die zweite eine Tangente an IT,, und ich komme 
doch nach P^, Ton wo ans das Polygon sich in der gewöhnlichen 
Weise fortsetzt Wiederholt man diese Manipulation, so kann man 
jede Tangente an irgend eine Stelle bringen, und daraus geht hervor, 
daß die Reihenfolge durchaus willkürlich ist. Dagegen ist es nicht 
willkürlich, welche yon den beiden möglichen Tangenten man in jedem 
einzelnen Falle zn ziehen hat, und es wäre wohl nicht uninteressant, 
ein ein&ches Kriterium für die richtige Wahl einer jeden Tangente 
bei beliebiger Variation der Reihenfolge aufzustellen. 

Glegen unsere Beweisführung könnte man noch einen Einwand 
eilieben. P,P| berührt nfimlioh zwei Kegelschnitte des Büschels, 
und Ki Es könnte also sein, daß P^Pi sich anf Kn wälzt, aber nicht 
auf Kn, ilagigcn P'nP'i auf J^, aber nicht auf K^. Dann wären 
aber P«Pi und P« Pi' nicht m jeder hdiebigen Lage Tangenten an einen 
und denselben Kegdschnittj w^end man doch leicht nachweisen kann, 
daß P'nF'xPiP'n stets ein Seimen- und Tangentenviereck im Büschel 
sein muß. Demnach ist die eben gemachte Annahme falsoii, und es 
müssen sich entweder die nten Seiten aller Polygone auf wälzen, 
oder alle auf K^. 

Alzey, 4. JuU 1902. 
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Zwei Gruppen gleichluuitiger Vielflaclie mit nur 
vierkantigen Ecken. 

Von Wilhelm THmNEMANN in Essen (iioiir). 

1. Vorbemerhmg, — Die in der TOrUegendeii Arbeit so miter- 
enehenden Vielflaeiie gehören zu der Abteilung derjenigen Yielfladie^ 
die Ton zwei parellelen kongnienten GmndflScheiL begrenzt werden. 
Diese Grtmdfl&chen eind bier regelmißige Yieleekei fionier sind alle 
Kanten ^etchlang nnd alle Ecken vierkantig. Die bekannteaten Yiel- 
flacbe mit parallelen kongmoiten OnmdfflLdien sind die Priam«! und 
Antipriamen. Wir gehen bei nnaerer ünteraadiimg Ton dieaen beiden 
Eörperformen ana nnd werden aoa einer Reihe Ton Priamen die erate 
Gruppe, ana einer Reihe Ton Antipriamen die zweite Ghruppe neuer 
Vielflaehe ableiten. 

2. Die 0rti$ Gnijape neuer Vidfku^. — Der senkrecht zn den 
Seitenkanten einea priamatiachen Raumes geführte Querachnitfe aei ein 
regelmäßiges n-Bck. Durch jede Eeke dieaea n-Ecka weiden naeh oben 
und nnten zwei Ebenen gelegt, welche die Seitmkaotm dea priama- 
tiachen Ranmea ao abatampfen, daß jede Sdmittfliehe ein regelmäßiges 
Dreieck wird. Die dritte Seite jedes Dreieda iat die Verhindiix^ 

gerade zweier Punkte der 
auf jeder Seitenfläche dea 
prismatiachen Raumes ge^ 
zeichneten Hittelpazallelen. 
Dieae dritten Draieekaaeiten 
beathnmen zwei einander 
parallele regebnißige 
Eeke^ welche daa Yielflach 
na 1. Fif . t. oben und nnten abachließen. 

Yen jeder Seitenfläche dea 
priamatiachen Ranmea bleibt ein Rhombna übrig ala Seitenfläche dea nen 
entstandenen Yielflaoha. Jedes Yielflach wird Ton zwei regelmSfiigeii 
n-Ecken, Ton n Rhomben nnd von 2« regelmäßigen Dreiecken begrenzt; 
ea iat also ein {2n-\-n+ 2)-F1adL Die Seitenlinie dea Qnerachniitei^ 
▼on welchem wir anagingen (r^dmaBigea MrEck), aei & im, jede Kante 
des entstandenen gleichkantigen Yielflaohs sei a cm, die Höhe (ESnt- 
fbmmig der beiden Grandfl&chen) dea Yielflachs sei 2c cm. Ea iat 
Fig. 1 eine Orthogonalprojektion einea aoldien Yielflaeha aof die Ebene 
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Zw«! Ora^pea gleidünuiygar Yidlflidie mit nur vierkaatigeB Ecken. 213 

emer Gruiidüüehe; der zuerst erwäkute Querschnitt des prismatischen 
Baumes ist hier ein regelmäßiges Sechseck mit der Kante h. 

Aus Fig. 1 folgt 9 » deshalb ergibt sich ^ : — cos — , 

»• SSW 

h — • ^ ^ ^ ''^^i benachbarte Seitenflächen des ur- 

cm — 
n 

sprünulichen prismatischen Ranmos gozcichnot. mit (1«ü durch die Ah- 
siumpfung der Seitenkanten gebildeten Khomben. Aus Fig. 2 folgt: 

. . a*U cos« ^ - 1) j ^ 

4 COS* — S COa 

n n 

Die Große der beiden Diagoniilen 2e und h eines Rhombus ist durch 
folgende Beadehimgen bestimmt 

cos — C08 

n n 

Diskussion dieser beiden Gleichungen: 

1) Für M-S ist 4cos*^-l-4co8W-l-0; db. Sü-O, 

h — 2a. Es existiert demnacli kein Yielflach der Gruppe, dessen beide 
Grundflächen regelmäßige Dreiecke sind. An Stelle dieses Tielflachs 
tritt ein Teil der Ebene auf, der Ton zvc^l regelmüliigea Dreiecken, 
deren Seitenlinien h cm lang sind, doppelt fiberdeckt wird. 

2) h üi » — 4 ist 4 cos^ — 1 « 1. Da hier die beiden Diagonalen 

des Ehombus gleidi groß sind, tritt an Stelle dieses Khombas ein 
QnadxBi Das entstandene Yielflach ist das archimedische Enbooktaeder. 
Dissdbe entsteht aas einem Würfel, wenn dessen adit Ecken durch 
übenen abgestumpft werden, welche durch die lütten dreier Wfirfel- 
kanten hindurch gelegt werden. 

3) Für n > 4 ist 4 cos' -- — 1^3» also 2c > 6, d. h. die Rhomben 

sind von oben nach unten langgestreckt. 

4) Grenz&U n oo. Aus dem Yielflach wird ein Rotationscylinder. 

Man erhSlt 4coe'^-l-3, Sc-aVS, 5-a. Der spitze Winkel 

2a eines Rhombus ist durch die Gleichung bestimmt sinoi = 
d. h. » - 30«, 2c3 = 60«. 

Jedes Viplflach besitzt ft Synimetrieei^cnen, die auf den Grund- 
flachen senkrecht stehen, sowie eine horizontale Öymmetrieebeue. 
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8. Dw zweite Gruppe neuer Vielflache. — Man geht aus von einem 
Äntiprisma, dessen Seitenkaiiten a cm lang sind, und dessen beide Grund- 
flächen zwei kongruente regelmäßige w Ecke sind Die Seite eines solchen 
n-Ecks sei hcui. Jede Seitenfläche (gleichschenklifros Dreieck ) dieses Anti- 
prisiiifis läßt man übür eine Kante b hinaus wachütii, so daß dadurch n Seiten- 
iläciien sich nach oben, n andere Seitenflächen sich nach unten erstrecken. 
Somit laufen n neue Schnittkanten nach oben, ti andere neue Schnittkanten 
nach nnten; es entsteht eine Art Trapezoeder, aber von Deltoiden nm- 
Bchlossen. Die soeben entstandenen 2n Schnittkanten dieses Tnpezoeders 
werden nunmehr abgestumpft dorch 2n ebene Schnitte, gelegt durch die 
2n Eckpunkte des Antipiigmas, Ton denen jeder ein gleichseitiges Dreieck 
mit den Kant^ a cm aus dem Trspezoeder lierttiu sclmeidei Die dritten 

Seiten dienr ^ehseitigeit Dseiecke be- 
grauEen swei einander parallele kongroeiiie 
regelmäßige M-Ecltfl^ welche dag Yielfiadi 
oben and nnten absehlieBen. Da« nene 
(2n + 2n + 2)-Flaoh wird von in Bkom- 
ben, 2» g^eiehaeitigen Dreieoken imd 
swei regelmäßigen N' Ecken begrenrt. 
Derjenige Bhombnawinkely der an eins 
dieser «•Scke anitßflt» sei 26, aUe Kanten 
des Yielflaclia sind a cm, die honiontalen 
Diagonalen der Rhomben h cm. DerBadios 
des nm das «•Eck mit der Seiie h cm 
nmbeiehriebeiien Errises sei es sei ji die Pzojeküoii der halben 
Diagonale des Khomban^ die den Winkel 2d halbiert Wenn die Hohe 
dee Antiprismas & em isl^ ao ist die Hdhe des aus demielben abgdeiieten 
neuen VieMacha cm. Wir projizieren drei der vier TOihandenen 
f»-Eeke auf eine Horiiontalebene; es ist fezner a' die Projektion einer 
Bhombnskante <iy d' die PMjektion des Winkels 6 (a.Fig. 3> wo »»5). 

Es ergeben sich folgende beide Beraehnngen: ~ : sm ^, h : a^r:(r—2p). 

Hieraus folgt: 2 siu d =- r : (r — 2p). Es ist femer: p =^ r — Qy weiin 
Q der Badius des dem großen Vieleck mit der Kante h einbeschriebeneu 

Kreises ist Daiaos folgt 2 sin d*^r : (2^— r). £s ist fsmer -^ir^sin ^ , 
^ : ^ = cotg^. Deshalb 2sind» 




Dnicb weiten ümformimgeii erliilt man 



sin^ — 



2J2 „ 
4 . CM S 
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DiakiuMioii diaecsr Olaehmig: 

1) Fiii » = 3 erhält man sin d, = -z ^ — r = — oo. £8 

^ * 4 • CO« 60* — 2 0 

existiert demnach kein Yielfiaoh der Gruppe, dessen beide Ghimdfiächen 
regelmäßige Dreiecke sind. 

1 yä 1,4142 



Für n— 4 erhSK man BinÄ4=»^ ^^^^^0 _ 2 i^_2yi i,i7i6' 

Da Bin > 1, so foI|?t: Es existiert kein Yielflach der Gruppe, deesen 
beide Grundflächen (.Quadrate sind. 

3) h ür n = 6 erhalt man sind^ «» 4 . coeW*-^ * Berech- 
nung des regeln^igen FüiilDeks finde! man den Wert coe S6^= — "^^ . 

Dmns folgisin^s-pi^ - - cosSd», d b. - 54» Wenn 

die beiden Grundflächen eines Vielfla<'hs der Gruppe regelmäßige Fünf- 
ecke sind, so lyt jeder Rhombenwmkel, der an eine der ürundtiächen 
auetdßt, lUb^ groß. 

4) Für 11-6 erhält man «n^s- ^ . eosto*- g ^—-0^8301, 
ac-i43*4'46''. Wenn die beiden OnndffiUihtfi dnee YielflsoliB der 
Gruppe tegelmiBige Sedueoike sindi so ist jeder Bhombenwinkel, der 
an eine der Grandflidten anstößt, Se'S'BS" groß. 

6) Ftlr n > 6 wird cos — großer als eos -g- , mithin sin d < sin 9^» 

Wenn demnach die beiden Gnindliiichen eiiios Virdfl achs der Gruppe 
re<j;idniäßi^r u-Ecke sind (v > ti), so ist jeder iüiomb&awiukd, der an 
eine der Grundflächen anstößt, kleiner als 8ß**. 

6) Grenziaii »»00. Aus dem Vielflach wird ein Botationsc^ünder. 

Hsn Sühnt sind« — ^ cos o »"^ " ¥> ^ ^ d« — 30*. Der spitse 
Wbiksl Sd des Bliombns idOiert sidi dem Gienswerte 2d — 60^. Ans 
der Glddinng h — 2iisind eigibt sidi für den Chrmsfoll ( « a (wenn 
fs » 00). Die HSbe des VielilAdis (Abstuid der bdden Orundflichen) 

ist f&r den Grenzfidl ^a. 



Jedes Yidflndi bedtst n Symmetrieebenen, die auf den Gnmd- 
fiSAiiwn ssnkredit stdum; eine hoiizontsle Symmetrieebene ist nidit 
▼oibanden. 

Essen, 7. Dessmber 1903. 
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Uber eine Funktionalgieiclinng. 
Von D. SiNTSOW in EkstennoBlAw^ Ruflbmd. 

Hot M. GantoT hat in der Zeitschrift fBr lf«QL und FhjR. 41, 
161— IdS die Beiipiele sweier Fnnktionalgleiehiaigan mit drei Te^ 
Snderlichen ao^egehen: 

(1) q>ix, y) + e) = (p{x, z), \2) (p{x, y) • ^(y, z) - 4 

Seine Lfirongen «nd sehr einftoh; doch differenziert der YeiC dabei 
die nnhebumte Funktion und eetit also ihre Differeniierbaikeit ▼oeani. 
Ich wiU daher eine andere Ldming angehen, welche eine derartige Yo^ 
aniBefanuig Termeidet. 

1. Die Gleichung (1) Bchreiben wir in der Form: 

Die linke Seite ist von z unabliiingig; z luuü also auch in der rechten 
Seite iiorüusfallen. Wir können daher, ohne die Allgemeinheit zu 
beeinträchtigen, z irgend einen bestimmten Wert beilegen, z. B. r — a, 
was gewiß voraussetzt, (p{x, ii) sei nicht durchgeheiids unendlich. In- 
dem wir noch ipix, a) = ö(j-), gleich einer willkürlichen FimktioQ ?ou 
Xj gelangen wir zur Losung des Herrn M. Cantor: 

y) - e{z) - Bis,), 

2. Die Gleichung (2) wird durch Logarithmieren und mit Hilfe 
der Bezeichnung log9j(.r, y) = (pix, y) auf (1) zurückgeiührt, kann aber 
auch direkt auf ähnliche Weise, wie (1), gelöst werden. Wir echreibeo 

(2) in der Form 

vmd da die rechte Seite von z unai)hangig sein muß, so kann man S 
einen bestimmten Wert e — a beilegen und die Bezeichnung einführen 
q>{x, a) — 0{x). Daun wird 



3. Deaselbe Yerfahieo fUirt snr Loaiuig der etwaa 
Oleichimg 

(3) <p{x, y) ip{z, t) - ip{x, z)(p(t^, 0 + g>{x, i) <p(y, z) - 0. 
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Wir ndwn dazwit: 

^ 

Die rechte Seite muß von den iinaViKangigen Veränderlichen t frei sein. 
Wir können also t z. B. irgend einen bestimmten Wert a beilegen: 

WO wir 9p(x, a) = i^ix) gesetzt haben. Dividieren wir mit Mf(x)t(y), 
80 xeigt ach, daß die FunktioD ^^^^ der GlMchimg (1) genügt und 
ilflo m teben iit: 

Setzen wir noch. 4>{x)&ix) = xC«)^)» bekommt man 



Wir kSimen sa dieser Lörong woßh direkt gelaogeii, indem wir in 
(3) M^a, i^h eetoen^ wo die beiden Eonstmien & der Bedingung 
9(a, ^ 1 unterworfen eind. Beaeichaen wir nodi ^(s, a) — x(äOf 
d)"*-l^(4;), 80 kommt man m der oben angegebenen Loeong. 
Die willkOrliißben Fonktionen ^ and % mttaaen der Bedingung ge- 
nügen^ für irgend ein Wertepaar « — y 6 Ton x und jr die 
GHeieliaiigai 

*(a) 

ZU befriedigen, wie es in Folge der Eigenachaften ^(x, ff) + ^(y, d;) 0, 
^{z, j;) — 0 sein mnfi. 

Bkaterinoalaw, Febmar 1909. 
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lilicnAMi Baus: 



Über einen Satz von Kronecker. 

Von MicHABL Baubb in Budapeai 

hk «einer Abhaadliwig*) i^Über 4w Imdakfcibflttil Ton Oleidniogn* 
entwiekelt Krone eker dnnsh bloße Koi^nieiubeetimmiuigen ms» bm- 
reicliende Bedingung dafliri daß zwü inediiktihle 01nduiBgai (oü 
rationalen Eoeffiaieiiten) in aolehem Sinne in deMelbeD Slaese gehSres 
sollen, daB die zogehSiigen Galoiseehen Beeobenten dieielbe Gattiiiig I 
beetininien. Er beoeidinet den Sets als einen aaUentheoretiichat 
«fBandwerleati^. Es soll im folgenden die notwendige und binraidiends | 
BedingoDg abgeleitet werden. 

Die notwendige und kkimt^iende Bedingung dafür, daß die ineäA- 
fSfüm Gkidnmgen (mit rationalen Koeffiaienien) 

(2) /,W = 0 

im ebigen Sinne m denelben Kkase gASren, hesM darin, daß dk Asur 
drudse (x), /, (x) im äOgemeinen^ ßr dkadben PrimmMmodda m j 
Umetm fWore» HrfaXlen. 

1* Seien eine Wuixel der Gleichung (1), eine Wuxael der 
Glfliohung (2) und die angelidrigen Zahlkdrper JT«^, Km^* Sei fenier 
j? ein (im Bereiehe der rationalen ZsUen) Galoisseher ZaUkoiper, 
der JT», und enth&lt Beaeiclmen wir die Gmppe des Efixpsis R 
mit ^\ die Elemente der Gmppe seien 

(3) . . -1 H, . . 

nnd es sollen K^^i nnd IT«, sa den Untergruppen %^ besw. gehSns. 

8, Der Beweis des Saties kann in der folgenden Form gdeiitefc 
werden. Es ist an beweisen, daß, wenn wir die grSBte gemeinsuse 
Untergruppe der Gruppen: 

(4) Hr'&,H,, Hi-^&.M,, . . . j 
mit ^ die größte gemeinsame Untergnippe der Gmppen: 

(5) ^r*®i^» J3r'®|J^a- - 

1) Berliner Konaitberiöhte 1880 p. 148. 

2) D. h. mit otwaiep'" Ausnahmo einor Primzahlmenge, deren Dichtigkeit 
gleich Null ist. Aus dem Iniweise ist jeiioch erHichtlich, daß de facto dieM 
Auanahme nur für eine endliche Menge eintreten kann. 



I 

I 
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mit 3)^ besetehnen, daiin für das BetteihMi te Qldohung 

(6) % = 2), 

die notwendige und lüm-eicheude Bedingung ist, daß die Ausdrücke fi(x)f 
f^{x) im allgemeiiMiL fUr dieselben Frimzahlmoduln in lineare Faktoren 
lerfidlen sollen. 

3. Um den Beweis Tonsnbeteiten, echiekeii wir einige Sibe der 
Ideeltbeorie totbub. ht die Diikriminiuite des Edrpen f durch die 
rationale Pzimaabl p niekt teilbar, ao bleiben die einsehien Frimideale 
der Zabl p bei der Anwendung je einer cjUiaehen üntergrappe toh Sjf 
inTBiiant Diese ejUiache Untergruppen sind die ramtUchea Konjugierten 
einer einzigen cjUischen Unteigmppe. Wir k&inen daa in der folgen« 
den Weise »osMcken: die Zahl j> gehört a. B. sur „Elasse der cjk- 
liadien Untergnippe Umgekehrt zu jeder j^Klaase gehören nach 
Henn Frobenins tmendlicfa Tiele Primzahlen , deren Dichtigkeit von 
Null yerschieden ist*) Nun aei 91 eine beliebige Untergruppe tou 
und Kft der angehSrige E8tper. Die Orade der Frimideale von p im 
Sdiper £9 werden nach Herrn Dedekind*) auf die folgende Weise 
bestimmt Man zerlsgt die Gruppe $ nach (modd. 9)^ 91): 

(7) ©-5»12i<R + aRJR,9f4- • 

wo Ii^ die (modd. 50?, 9?) inkoni^moTiten lir[)viiseiitautfn der Rlrni^ iite // 
bedeuten. Sei sodann m die Ordnung der Gruppe äK, und die Ord- 
xiiiag der größten gemeiüBamen Unter^rnippe von 

5m 1 

dann hat man 
(8) 

wo die Faktoren 3, im K5rper Ä'» Primideale vom (irade ^ sind. 

4, Nach dem Vorhergehenden ist eine Primzahl p im Körper K^i 
(bez. dann und nnr dann als ein Produkt von Primidealen ersten 
Grades darstellbar, wenn p im Körper H zu einer „KlBsse cyklischer 
Untergruppen (bezw. ^^Elasse eyklischer Untergruppen 35'') gehört, 
die 80 beschaffen ist, daß die ganze Klasse in der Ghnppe %i (bezw. 
enthalten ist. Somit tritt xaaet Satz in Evidenz. 

1) Über Besiehimgeii etc. Berliner Sitzungab. 1896 pp. 689^701. Sah IV 
p. TOS. Der Sali ist a. a. 0. ia eine andere Form «bgeUeidet Idi will noch 
bemerken, dafi die Sätze I, II, III aus dem Satae IV nnttelsfc ^ppenflieofettscher 

Betrachtungen abgeleitet werden kOnncn. 

8) Zur Theorie der Ideale. QOttLoger Nacbrichten 1894 pp. 878— S77. 
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Michael Baciüb: 



Über Ereisteilnngsgleichimgeii. 

Von MiCHABL Bauer in Budapest 

Den in meinir Note „Über einen Satz von Kroneckef^^) ge- 
gebenen ,,Ilan(]wert8atz'' kann man, wie leicht ersichilich, folgeQde^ 
maßen Teraligemeinem. Seien: 

(1) f.(«)-0, (2) /,(»)- 0 

urednktible Qleidiungen mit ntionalen ganzzahligan Ko«fifiaeEtoii. 

Sei feiner die Oleiebung (2) für jeden PrimitaMmodal*), nach 
irelehem (1) in üneaie FUctoren zerfSIU, auch in lineaie Faktoren 
zerlegbar. Dann und nur dann bestimmt die Qaloiesche BeedTenie 
Ton (1) einen solchen Körper, der den GaloiBSoihen E&iper Yon (2) 
ab Unterkdiper entliali') 

Als eine Anwendung will ich den folgenden Sota beweisen. 

,jEin€ irrcduUthle Gleichung mit rationalen Koeffizient ist dam 
und mw dann eine Kretsteilunf/sglcichm/j, wenn sich eine positive ganze 
ZaJd N vorfmdm läßt, die folgende Eigensduift hesiUL Für die Frim- 
zaMmodulnj die in der FroyressioH 

mMÜm sind, muß die Gki^ung 'im aUgmeinm* m Uneaire Fokbrm 

Um den Beweis an fillueD, genfigen folgende Bemerkungen. 

a) Eine Gleichung ist dann und nur dann eine Kreisteüuiigi- 
gleichnng, wenn ihre Galoissehe BesolTente anch eine Sreiateflong^ 
gleichung ist. 

b) Zu einem Eieiskörper ISAt sich eine positive ganze Zahl n so 
finden, daß der EOiper der Ilten Einheitswundn den gegebenen ab 
Unterkörper enthält 

e) Im Körper der fiten Einheitswutaeln aind alle Primideale der 
Primzahlen von der Form nx'\-l Tom ersten Grade. 

Der jetst bewiesene Solz kann als eine Ergänzung betmcfatet 
werden zu dem berOhmten Kroneckerschen Satze fiber Abelache 
Gleichungen. 

1) 8. ToiBtebaide Note. 2) „im allgeniMnen**. 

S) Zum enteil Haie von Heon Weber, spfttei von Herrn Hilbert UrmmB. 
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Über zoaaiDineiigeBetBte Kttrptr. 

Ton MicsABL Bauer in Budapeet 

Definitionen und Bezeichnunfjen. — Wir werden eine Primzahl jp, 
die in einem Körper in PrLuiideale ersten Grades zerfällt, in Bezug auf 
diesen Körper eine Primzahl der ersten Kategorie nennen. Den Korper, 
der aus den gegebenen algebraischen Körpern JT,, zusammengesetzt 
ist, werden wir einen zosammengesetzten Körper nennen nud ihn mit 
k{K^, K^) bezeichnen. 

Satz. Im Körper A'(/li, A^) sind diejemijen und nur dirjmigen Prim- 
zaJiU'H von der ersteti Kategorie, die sowohl in Bezug auf A', , als auf 

von der ersten Katetjorie siml. (Kine ondliche Anzahl yüu Prim- 
zahlen kann eine Ausnahme bilden.)^) Die Dichtigkeit dieser Prim- 
zahlen ist gleicii dem reeiproken Werte des Grades vom Galoisschen 
Körj^ des k{K^, K,). 

1. — Wir brauchen den Beweis nur für solche KSiper zu leisten, 
die im Bereiche der rationalen Zahlen Galoissche Korper sind. Denn 
einerseits sind die Primzahlen der ersten Kategorie eines Korpers die- 
selben wie fOr den sagehörigen Galoisoehen Köiper'); andererseits ist 
der Galoissche Körper von 

identiseh mit dem Körper 

WO und 6r, die Galoisschen Körper von K^^ bezeichnen. 
2« — Nun sei 

Sei femer ^ die Qmppe Ton und es sollen die Körper G^, 
zn den Untergruppen ®„ ®, gehören. Die Untergruppen ®, sind 
invariante Untergruppen, deren größter gemeinsamer Teiler „J^" die Einheit 
ist. Nnn sind im Körper H diejenigen nnd nur diejenigen Primzahlen 
TOB der ersten Kategorie, die „zur Klasse gehören-, also diejenigen 
und nnr diejenigen, die sowohl in Bezug auf G^ als auf (r, von der 
ersten Kategorie sind.^) Daft es nnendlich viele solche Primsahlen 

1) Dienen Zusatz werdo ich im folgenden der Bequemlichkeit halber weglassen. 

2) S. vorat. Note: „Über einen Satz von Kroueeker.'* Wir bedürfen hier 
mir des ZerlegtmgsaalMi von Henm Dedekind, deMen Beweis teia a rH äm Oi adk ist. 

8) 8. in der ntiertea Note die früher ntierte Stelle. 
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gibt, ist auch auf aritlmn tischt in Wege sofort einleuchtend^ ihre Dich* 
tigkeit hat Herr Frobenius bestimmt 

3, — jjB tanB Amrindimg wwdan wir die fblgende Frage be* 
benddo. Bestimmen wir di^jmigen Korper, für wäcke die PrimmEhk» 

erster Kategorie arithmetische Frogressionen bilden! Wir werden be- 
weisen, daß nnr die Ereiskörper diese Eigenschaft besifann. 

Sei IT ein E5rper, fOr welchen die Prinuahlen Ton der Fom: 

die Primzahlen erster Kategorie bilden. Ist eine der Zahlen bf=l, so 
ist der Beweis schon geleistet.^) Kon sei 

(1«) hf^l 

Wir bestimmen suerst die positive ganze Zahl N in der Weise, daß sie 
der Forderung ^ 

(S) N-fja, 

genügen solL Wenn den Körper der ÜTten primitiTen EinheitB- 
wumln bezeichnet^ so sind die Frininhlen von der Fom 

(8) Nx + 1 

die Primzahlen erster Kategorie für K» Nun wflrde um (i), (1*), 
(2), (8) folgen, daß für den Körper 

fibfiiliaupt ktuae Primzalilen der ersten Kategorie existieren. Demnach 
ist die Annahme (1'^) unzulässig. 

4, Aus dem obigen Beweise ereieht man ancb den folgenden B^ta. 
M K ei» heUebiger otgAnMier Zaktkorper und N eine htHeinge 

positive ganse ZM, so gQii es für K mendlii^ vide FrimsaUeH der 
ersten Kaieffork, die der Bedingung s 1 (mod. N) genSgen. Die DiMg- 
heU ist dimh die früheren Säbie hestimmL 

Femer eei noch bemerkt; daB> wie kielit enichtlieb, am unserem 
Haupteatse auch der Bäte, den wir in der Kote „Über einen Saig von 
Kroneeher** gegeben haben, als ein speaieller Fall folgt. Jedoch sind 
beide Beweise Ton einander ToraehiedeiL 

1) 8. die msteheode Note „Ober KreiateUnngigleiehiuigm.'* 
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Sur la foneüon gamma; 

Par M. Niels Nielsen a Copenliagae. 

Dans aon csoenemt mlmoiie snr la fionelioii gamnia H. J.-Ii.-W.-y. 
Jensen*) a dMnit le pramier^ an voyen d*iue mlfkode rigonrense^ lee 
fl^ries de faeloriellea dnee Binet ponr las deoz fonetiaiiB 

a^{x) - log x - V{x), 

- log r(x) - (jp - i) log« + ap - Jog V2jr, 

oü V(x) äikiffi» la foofition de Gauss, saToir 

n*) - D. log r(x) — o +2'(. ; 1 - X 4 .) . 

C d^signant la oonstante d'Buler. 

Cependaaty la m^Uode appliqn^e par IL Jensen ne permei pss 
de d^ienttiner le champ eomplei de eoüTeige&oe des s^ries snsdites; 
«n centmire, on ne peat tronrer qne raize ot ees säies sont absoln- 
msnt convergcBiftes. Or, ü est posBild«^ dW antra point de Tnei oomme 
je le dänontrarai plns bas, de combler eette laenne daiis la th^orie 
fliäoentane de la fenetion gpmma par les moyens las plns A^entsiies, 

earoir h Faide de la sÄrie de foctorielles obtenue pour — - — et due 

r X — et 

a Stirlin^f. De pbi'^i. rotte ds^iTKiuslrntwui uouvelle des s^riea de 
Kinet Tiouä domie eiicore comme des corollaires les formules «Ines k 
Gudermann et a Kaabe, tündis que M. Jensen a dü devdopper 
säparement la serie de Gud ( r id nnn. 

En commnnif plant ces deBu nstrationa je saisirai ropcasion pour faire 
pr*'cfHjer une demoiutration nouvelle, a ce que je crois, du theoräme 
de GauHS. 

Pour ne pas iüUrrompre l'aper^u suiTaüt je donue ici la dt'liiiitin)i 
des cocfficientä de factonelle du rang n, saToir les nombres entiers 
obtenus ä laide de Tidentiie 

«(« + l)(a; + 2) . . . (« + « - 1) - C°«" + + . . . + CT"* ar, 

d'od nnmfliiatmmtmt' 

ooroUaire qni nons tera bien ntUe dans oe qni Ta sniTie. 

1) Njt Tidwikiift for Mathematik, t. 1891. 



Digitized by Google 



224 Ifnu Kiaunrt 

1. BemonsMio» dß Siäoirdme de Oam, Connd^ns ]« foncfeion 
ntionnelle 

oü 1» dängne nn entier ponti^ nom anrana tont d'aboid ponr m infini: 

(1) lim = + a 

Gek poB^ dtadioaa la fonetkni (x), oü est nn entier podtif d^ter* 
mm^, et rangeons en p gronpes lee tenues figazant «n aecond membie 
de requatlon obtenue de (a) en y rempla9aiLt n par «tjp, de fa^on qne 
lea termes nois dans le m^me gronpe con-espondcnt anz valeors de la 
lettre sommatoire s qui, divisees par p, dounent le mime reate. Cette 
clasaificatioii effectaee^ l'identit^ 

9wmm — i «»«—1 

y. = ' y— i— 

^x-^T-i-ap p ^ x-i-r , ^ 
»«0 «""^ r* 



doniiara imxn^dialemeiLt wob famnile de Gelte fonne: 

1 
p 



Oll yl est uno constante, dont la determination s'effectue en posant 
Bimplement dans (ß) se^oo, £n eiiet> pour cette valeur de x on aoia 

ce 4Ui determme yl, ei nous obtieiidroiis cette formule elegante: 

(2) ^»(^)-f2kH')+'fA-.' 

qni n'est an fbnd rieo d'antre choae qua le th^oi^e de Ganaa donn^ 
dana sa fonne la ploa dämeDtaire. 

En eifet| fitieona croitre an del& de tonte Umite rentier poeitif 
)a demi^re aomme fignrant an aeoond membre de (2) ae rMoir» a 
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ei BOOS vaatm 

<») «'(*)-j-2''(^0+'^'' 

d*oft, en integrant par rappoit xi 

r(.)-^rr(f)r(^)...rftp^»). 

oü A est une coiutuito qni peat ötare d^tomimäe & l'aide de ceifce foi^ 
male d'£aler: 

ee qni domieia finalenieiii le tii^ortene de Gaais: 

Posaut m partictdier p ^ 2 et mettant 2x ma iiea de o;, ou aon cetie 
formale particoli^re dae a Legendre: 

(4») r(«)r(a?+ 4) - r(2«)a-»«+« v^, 

qui noja ae» bleu utile plus tard. 

t« GwM wy ewce fm^orme ile certelms j^rin . — Connd^rone meinte- 
nent le fonniile 



Teleble poorm que 9l(df — «) > 0; ^eriTone le fonctioa ^ integrer aone 
oette forme /F^*-g-', une inÜgTstioii r^pdUe per perliee donium 

oü I on a pose pour abröger 

a(«+ 1) •••(a + n — 1) 1 



Gele ^taaty ^Tona Fexpreaeion de boos cette forme: 

et ßuppoBons ^(ar — a; > 0; nous verrons, ä l'aide du pruduit amsi 
obtenui qu'ii est possible de determmer im entier positif N tel qua 

(ö) I Ki^) I < 

ArcliiT d«f lUttiaaMk ud Pl^ilk. UL Balte. VI. 16 
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oü 8 d^ugne nne qnantitä positivB- donn^ d'avaaoe ei mm peküe 
qn'oii le rmit, ponrm qoe n>N. 

Remarquons enrore qne la d^finition (5a) m^me de B^(x) donnm 
imm^diatement^ g äfcani oa entier poeitif, 

/\ 7j/i \ x — u x{x-\-l)-- (x-^q—l) T> / \ 
(«) B.(,X + gj - g^;:;^ ■ ^,:^.Z+\y..J^,^'^ ■ ^W- 

Posons maintenant dans (5) x =^ a + p, p etant un entier positif, 
et diTisons par / . / . -iv 

nous obtiendrons cette aatre formale 



(7) 



2(« +•)(« + «+ 1) ■■•(«+ t+J») 



* p \«(a + 1) ...(« + p) (a + n + 1) ... (« + « + |»)/ » 



qoi est valable poiir nne vaieur tiiiie quelconque de a. 

II est bieii coniiu ([ue les forniules (5) et (7) sont dues ä Stirling. 
Dil roste, ou voit que (5) peut etre demontree ä l'aide des mojens 
les plus elementairos: ccpendant notr'^ «l'^^nonstration a Taide de l'iate- 
grale detüiie est forniellement la plus simple. 

Appliquons eusuite la fonuule (7); nous obtiendrons, en ?ertu de (5) 

(B\ * * \ ^"i ft(«+i)-. (« + s-i) ff . . 

OÜ Ton a poe6 ponr abr^ger 



(8a) 



cette expression du reste Iin,f{-£) peut etre deduite aisement a l'aide 
de (a). 

Cela pose, demontroiis que les denx s^ries figarant au second 
membre de (8 a) sout absolunient convergentes si nous faisous croitre 
au delä de toute limite les deux entiers positifs tt et p. A cet %ard 
designons par u, le terme sommatoire figuraut sous le preniier signe 2^ 
nous auroüs « « • « 
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tasdifl qne nom anronf poiir Im tormM oomepondaiikp de la MOondA 

ei Ifi theor^me 4e Raabe-Duhamel non<^ condnira immediatement au 
bnt^ de fa9on que none arnTons a demontrer qu'il eet posiible de 
döfeennmer deox entien positife 2f ei F tela que 

oü t' däugne nne qnanttW poaildTe finie donii^ d^avanoe et ansii petita 
qu'on le yenti ponrm qoe Von ait 4 la foia 

n eet Evident que hohb faisons abetraetion dee TBlenn entiteee 
non poeitivee de a, Comme r^ltat dee recberches pr^o^dentee n<mi 
obüflodronB oe lemme fondamental dana lea raehercheB qui Tont tuiTie: 

Divis&ns, ä Vaide dune ligne droite perpendieidaire d Vaxe des 
nomhres re'eU, le plan en deux partks D et G sUuSes d droite et d gcrnäuB 
de la ligne susdite, Supposons encore que nos deux vandbks x et u «Menl 
tissujetties d etre süuees dans D et G respeeHtfement; le$ deux «Mt 
figytrant aux seconds membres de (5) et (8) seront, powr n et p infini$ 
wnformimeiü convergenies. 

C*est la mSme chose p<mr la serie figurant a» premkt memtre de (8) 
et eda powr des valeurs finies qudconques de tc et x. 

H est Evident que nous faisons toujours abstractioii des valeurs 
entieres non positives de x. Or, ce lemme dc'montre, un nombre de 
formales essentielles dana la Üi^iie de la fouctioii gamma ae demon- 
trent aiik^ment, 

3, LAmmOtaUem des formutes de Bind, Qudemam d Batibe, — 
Faiaene nuuntenaiit crottre an delä de tonte limite les entien poeitift 
n ei p, ]a fomule (8) donneta immediatement oette antra foimnle: 

(10) - - .) -2^, . ^|±^^i-:;, 

biea ccmnne'), qni eet Talable ponrvn qne ^(x — er) > 0. 



1) Yoir pir eranple H. Laureat: Tndt6 d'Analyae, 1 m, p. 466; 
Paria 1888. 

16* 



Digitized by Google 



228 l^nu Knunr: 

Int^prons mfdntenant de 0 i a les deux membres de (8) tcnue I 
teme; il est pennia de faire croiire rinfini les deox eatim poatift 
» et ji^ 06 qni donnern ponr la ümofcioii 

(U) -»(•^«)— Si»8(i-iTl) + --T-J 

«■■0 

oe dtfveloppemenft «n 86i6 de &cfeoriftDei 

(12) , , 'v-m^lifLLztxfLl 

qui est valahle poimni quo x soit sito^ duns le demi-plan i), taodil 
qae le cherain d'iniegration se troave oompleiiMiieiit dans G. 
Quani ä la fonction aii(oyX), on aoTa, ea se lappelaut (10) 

(IIa) x) - u^{x) + log r(a? - «) - log r(a;), 

par cons^uent 

(11 b) flii(— 1, a?) — a>j(Ä) — logs — *^(a?), 

ei la formule (11) nons donne le d^Tdoppement bien eomm de eetta 

fonction; le d^Teloppement plus gäiinil (11) appaiiieiit a M. Hellin.*) 

Posons dans (12) «r — — 1, noos obtiendrons oe d^veloppeuMiii en 

sirie de botorielles: , 

1 (f-x _ i^«-t j. Cnil ea 

V / »iW-^ «.«(«+ 1). ..(» + •-!) * 

indiqn^ par Binet*) et qni est valable poorm qne 9t(d;) > 0. 
Posons eneore a^ + 1 etd; + l an lien de nons amotui 

Oi(av « + 1) - «'(a;) - loga; + ^ - ^ - Oi(«). 

Qr^ le d^Teloppement en Serie de factorielles de id^(1, x -\-X) peat 
dtre trouT^ diiectement de (12); appliquons eneore (5) pour a — 1 ei 
+ 1 an lien de et Bisons osage de la formnle relative a la somme 
des ooeffidents de la factorielle dn nmg n; nons anrons est antra 
diTelopp^ent^ donn^ explieitement par Binet*): 

1) Citat de Jensen loc. cit p. 49 

2) Journal de T^lcole poljtechniqne, cabiei 87, p. 339 ; 1839. 

3) loc. cit. p. 234. 
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oett» fbnaole 6ft «luii Talabk ponrm qne 9i(x) > 0. On Toil qne Ift 
ÜDimiila (13) peilt 6tre lUngBitf comme nne gen^nilimtioxi trte ^tendae 
doB «6nes de Binet 

Posaat dttu (13), (14) x^li on obtiendn denz tdriet nnmdriqnei 
ponr hk eonstante d'Ealer, dont la seoonde eefc due ä Binet ^) 

Ponr genänliser d'ime maniftie analogne lee denx antres a^ries 
de Binet, int^prons de 0 tenne h Unn», la adrie qni figore an 
leoond membie de (11), ce qui eat to^jonn pennia. Or, Tint^giation 
elFecta^ war le terme aommatoire donnera 

(« + - IN (1 - + . - I - + 5T-J ' 
d'ody ea posant 

(15) mi», X) ~'^{x + s - 1) log (l - + «], 

« — 0 

l integrale du promier memfare de (11) deviendia pi^cia^mant 

■ 

(16) J Bj(«, »)da - m(a, a?) + 1 aH(«^ «). 

Cela pose, integrons aussi de 0 a a, terme ä terme, le second 
membre de (12) ce qui est permis avec la restrictioa ordmuu^; nous 
obtieudrous 



(17) 0(0, a:) ^ 

«—1 



fomnle qni est valable pofoim qne le ehnnin d*int^ration aoit situ^ 
cempl^ment dana le demi-plan tandia qne X eat aitne dana J). 

BemaiqaoBa maintenant qne Tint^rale de 1 & « priae per rapport 
i :p dn tenne gäi^ral an aeoond membre de (11)» aera 

- (* + * - «) log (i - + + 1 - «) log (i - rn) • 

noufl aurouB aisement 

Oi{a, x)dx — ai(a, a?) -|- »(«, 1) + 

+ *)-•.(«, 1))- tW») + c)i 



1) loe. dl p. 168. 
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or, Ia fonniile (Uft) domma de mdmo 

- r x)dx «logr(x) - f log "^^i*. 

PoMms ensoite a — 1^ oea denx demierM fwrmnloB donnaroat 
«(- 1, jr) - log r{x) - - 1) loga; + a? + ©(- 1, 1), 

de &9011 qne la fonniile (4a) ponr r(2x) donnera ais^eni 

«(-1, «) + «(-!, ar+i) 

- «(- 1, 2;») + «log -f-r - A + logV^ + «(- 1, 1). 

Cela pose, faisons croitre ä l'infini la partie reelle de x\ les 
foactions e> s'evanouiroiit parce qu'elles ne Bont autre cliose que les 
termes de reste des series convergentes obtenues de (15) pour ß = — 1; 
en outre, la vraie valeur du terme qui B6 pr^eate soua forme indeter- 
mm^y sera + i> oe qui donnera 

«(-1, 1) — logySi, 

et nous aurons finalement 

(18) «(— 1, x) - a>(«) - logr(«) — (ä — i)log« + « — logySir; 

c^est-ä-dire que la B&ie infinie ligmant au second membre de (15), 
yalable dans tonte V^tendtie du plan, ne deyiendra autre chose qne b 
Serie donnee par Gudermann^) pour e}(x), tandis que (17) noM 
donnera cette foramle due ä Binet*) 



qni eii valable ponr 9i(x) > 0. 

Pour troayer la qnatri^me a6ne de Binet remarquons qae (IS) 

donnera «(1, a; + 1) - - oj(a;), 

d'oft en poBsnt dans (17) a«l flt«+l an lien de xi 



1) Joornal de Grelle, t ZZK, p. 809->US; 1846. 
S) loo. oit p. 8t9. 



I 
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CQ qni flst pr^s^mtiit k formale nudite de Biset') Tilable warn 
pouTU qae 9)00 ^ ^* 

Cembinant enfin las deax foinmlee (11 ■) efe (Id), on am 

(21) J log r(« - v)da - »(«^ af) + 1 (log rcr - tf) + log r(aO), 

qui doit etre consich-ree coninio goneralisation de la formale de Raabe 
qae Ton obtieut en posaut simplemeut a — — 1, d'oü, eu vertu de (18): 
1 

(22) y log r(x -f a) da - x(iog x - 1) + log V2i, 

Tftlable ponr n(ap)>0. 

Dane an premier m^moiie*) snr ce m^et Raabe a demonire la 
formale (22) dajis le eas oü x esi ^al ä an entier non negatif; dana 
an aeeond nu-moire') il etadie le cas plus general oü x designe un 
nombre positif ratioimel ou non. D^aiitr^^^^ demonstrations de la formale 
de Baabe ont äte donnees plaa tard par Stern^) et Bertrand.^) 

Copenhagae, le 3 d^oembre 1901. 



Die wiederholte Anwendung der Landenseken 

TransforjUAtioii« 

Von F. Kokott in Sagau« 

Die Toiiiegeode ünlsereaeliaiig beroht aaf einem von mir im 
Joonml für reine and angewandte tfatbematÜc 124 ferölfeatlichten 
Anftata Uber die Landenacbe Tranaformation der eUiptiaehen Integrale. 
Es ist daaelbat nacbgewieseni dafi iieb diese Tranaformation als die 
AbbüduDg zweier Kreise aoftinander naeb einem einfachen geometri- 
schen Geaets aa£Gwsea )&ßt Im folgenden aoU doreh wiederholte An- 
wendang dieses Oesetses den in der Theorie der elliptischen Fnjktionen 

1) loc. eÜ p. 231 

«) Journal de Grelle, t. XXV, p. 149; 1843. 

S) Jonrnal de Grelle, t. XXVIII, p 12—14; 1844. 

4) Zar Theorie dor Eulerscben Integrale; citation de G. F. Mejet: Beütimmte 
Integrale, p. 158; Leipzig 1871. 

6> Traitä de caleol dUMreatiel et int^gnl, t II; citstion d'Hemite: Oonn« 
p. lOSs Me 1888. 
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80 bedeutsamen algebraischen Entwicklungen ein gpomf trisches Gepräge 
aufgedrückt werden, welches das Studinm der }>* tretenden Transfor- 
mation infolge spiner Anschaulichkeit wesentlich erleichtert. 

Dtr Kreis A habe den Radius 6; auf dem Durchmesser ED sei 
ein btück AB c abgetragen; ein beliebiger Punkt C des Kreise« ist 
offenbar durcli die Lage der Sehne CF charakterisiert, von der das 
Stück CB „Strahl", das andere BF „Gegenstrahl" genannt werden soll. 
Der Kreis G habe als Radius das arithmetische Mittel der beiden 
Größen b und c, also GL = 4(6 4-^); das auf dem Durchmesser ab- 
getragene Stück GH sei das geometrische Mittel, also GH—Ybc. 

Um einen beliebigen Punkt G des ersten Kreises auf ^iio Peri- 
pherie des zweiten zu projizieren, verfalirü man fnlgenderruaiien: Man 
Terbinde den Gegenpunkt F ron C mit D und ziehe durch H die 




iig.t. 

Parallele nj\ dann ist J der Bildpunkt Ton C. Der Durchmesser ML 
ist zu ED parallel vorausgesetzt. Wir wollen einige besonders charak- 
tenstische Punkte hervorheben. Der Bildpunkt zu D ist offenbar der 
Ponkt L\ denn denkt man sich den beliebigen Stralil CF um B hemm- 
gedreht, bis 0 in die Lage tob Z> kommt, so fallt FD mit ED zu- 
sammen, also ist die Paiallele duroh H im sweiten KraMs mit ML 
ideuüseb; sie trifit demnaeh die Peripliene Ton Q m L und Jf. Der 
Defifiition gemiß kdnnen beide Punkte die Bilder von 2> sein; ea aoU 
weiter xaAen diese Zweideutigkeit beseitigt werden; Torlanfig woDen 
wir willkfirlieb Ponkt M Jkllen lassen» alao L das eindeutige Bild Ton 
D nennen, üm den Punkt E abzubilden, denken wir nna den beweg- 
lieben Stnibl CF naeh links gedreht, bis er mit ED goaammenfiUli 
Die Linie FD, die als Leitlinie auftritt, geht dann in die Tangente 
in D Über, steht ako auf ED senkrecht. Also mnB die ParaUete 
durch H eben&Us auf ML senkrecht stehen. Die zwischen D und E 
gelegenen Punkte des oberen Halbkreises werden demnach auf das 
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BogsnstAck LK dee zweiten E^reises projiziert. Dem Punkt C liegfc 
anf dem rmteran Halbkreise der Punkt P wie Spiegelbild za Gegen- 
stand gegenüber. Die sa P gehörige LeiUuiie D Q ist offenbar zu ED 
gleicbgeneigt wie FD, nur geht die Neigung nach der anderen Seite. 
Folglich liegt der inr Leitlinie parallele Strahl HB ebenMls zu HJ 
in Bezug auf HK symmetrisch. Es wird also der ganze untere Halb- 
kreis ED auf das Bogenstück KM projiziert, oder der ganze Kreis Ä 
bildet sich auf den oberen Halbkreis von G ab. Soll auch der untere 
Halbkreis G der Träger der Bildpunkte sein, so denken wir uns den 
Kreis Ä doppelt und zwar so, daß die zweite Windung nach Art einer 
Schraubenlinie in D mit der ersten zusammenhängt. Die Stelle, wo HJ 
zum zweiten Male die Peripherie schneidet, ist dann das Bild des un- 
mittelbar über Q befindlichen Punktes der zweiten Windung. Dadorch 
ist die Zweideutigkeit, von der oben die Rede war, bes(>iti*:^t. 

Die soeben [»pRchilderte Beziehung zweier Kreise kanii aiiiilytiseh 
als der IJhergant^ emes elliptischen Integrales erf^ter Gattimg auf ein 
anderes vermittelst [.andenschen TranHformution angesehen werdeO' 
oder sie ist die Lösung der Differentialgleichung 

Nach dem üntefaneliimgen, die ich in mehrfifiMshcn Abhandinngen, be- 
aenden in der in dieser Zeitachiift nntor dem Titel JB 

ine geonebnache 

DeaUmg des AdditionaÜheoretni^ erachienenen, yerSffeniUeht habe, kann 
man mbnlich die Fnnkte der Peripherie eines beliebigea EreiBee durch 
ein ctUiptiachee Integral 



e 

darstellen, wo u anf dem oberen Halbkreise alle Werte zwischen K 
und K-\-iK\ auf dem nnteren die swisehen K-\-iK* und K-\-%%K' 
annimmt Beseicluiet man mm die Yariabein am zweiten Kreise mit 
tij, so sind die nach dem obigen geometrischen Oesetse einander ent- 
sprechenden Punkte gerade dnreh die Relation 

mit einander verbunden. Zum Beispiel entspricht dem Ponkte JB der 
Punkt K im zweiten Kreise, der senkrecht Uber S liegt Knn hat E 

die Eootdinate K-\-iK' nach dem Modul ^^7-^, K die Koordinate 
K,-\-\iK: nach dem Modul . BekaantUch iat der 
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P. KoKorr: 



Periodizitatsmodul der LandenBcheii Tranafonnation mit K' dnreh 
die Gleichung Ä"/ — (1 -\- x')K' Terbanden, wahrend mit K durch 
die BeziehoDg j{l -\- x')K ziuitliimeiüiillgt Eine eingehendere 

Beschmbimg äm analytischen Zusammenhangs beider Kreise findet 
man in dem emgaiigs erwähnten Aufsatze des Journals für Mathem. 

Wir wollen nun zunächst die Lage der Punkte B und H näher 
betrachten. Der Pankt B ist auf dem Durchmesser ED beliebig an- 
genommen, jedoch mii der ßeschränkuug, daß er noch innerhalb der 
Kreisfläche verbleibt, d. h. daß c<6 ist. Folglich ist i(6 + c)<|(6 + 6) 
oder b: der Aadiiu des aweiten Kreises ist daher kleiner als der des erstea. 

Nun ist GH^Yhe, also sieher gr5Ber als e. Der Ptmkt M lieg^ 
also naher an der Peripherie des Sreuea als der Pmikt B. Bfld«t 
man nim den Kreis Q inedenun mittekfc einer Lsndensohen Ttans» 
formation ab, so wiederholt sich derselbe Yoigang; der neue Kreis ist 

kleiner, der neue Ponkt weiter vom Zentrum enÜenii^ als es Torher 
der Fall war. Man erkennt daher leicht, daß durch eine unendUeh oft 
ausgeführte Operation der Ponkt H schließlich in die Peripherie seines 
Grenzkreises fallen muß; es wird also c = 6 oder der Modul x des 
elliptiachen Integrales — 0; fOr diesen letafcen Kreis ist demnach der 

Periodizitatsmodnl K '^J*^=Lj^'^j, die ümkehmngsfiinktion^ die 

0 

bis dahin eine Sinusamplitude war, wird eine gewöhnliche Kreisfunktion, 
nämlich ein Sinus. Übrigens ist zu bemerken, daß eine sorgfältig aus- 
geführte Zeichnung des arithnietisclien und geometrischen Mittels der 
beiden Stücke b und c schon nach einer 7wpi- oder dreimal ausge 
führten Operation den Punkt IT in die Peripherie des letzten isureises 
überführt. 

Fassen wir jetzt einen beliebigen Punkt C der Peripherie des 
ersten Kreises ins Auge, so wird derselbe, falls er auf der oberen 
Hälfte liegt, in den Raum zwischen L und K projiziert; durch eine 
nochmalige Transformation gelangt er in noch größere Nabe des 
Anfangspunktes der Zäliluug; schließlich wird er in den Anfangsp\mkt 
gelbst projiziert. Da.ssellje i.st natürlich der Fall, wenn er ursprünglich 
auf f^ein iiiiteren Halbkreise gelegen war. Mm kann also die fortgi'- 
eetzte Landensche Transform ntion als die aümähiich© Abbildung eines 
ganzen Kreises auf einen einzigen Punkt ansehen. 

Wir hatten vorher bemerkt, daß zwischen zwei beliebigen PunkteD, 
weloho «naoder entspreehen, die Eelation besteht 

«1 i(l + x>. 
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BM man Merin u^K, also «i » ^ so eaMehi 

KaA lat ü-^-^-, folgbch «'-i^-, und j^ö^t,— , 

BeK«elm«ii wir mm \(b + e), daa dam Badiaa dea sweitan Sjoisea 

darstellt, mit )\ und \ + V^^^ » welches aus |(6 + c) und Ybc 

ebenso entatanden ist wie i(6 + c) aus b und Cy mii ff, so iafe 

Äi r. 

Ebenso ergibt sich durch nochmalige Anwendung der Transformation 

K, r.' X. r, '"•■•^ 
und dnrdi Mnltiplikation aUar Olaiehnngen: 



lai » IM 00, ao arhalteii wir 



6 -j- c 



i-:^, d.lL Ä^f^ I odar 

Hier bedaatet r den Radius des Grenzkreises, gegen den daa arith- 
metisch -geometrische Mittel der beiden Gröfian b und e konfargiari. 
Ich bemerke hierbei, daß die Entwicklung tod K bereits von Jacobi 
herrührt und a. B. bei Hoael, Bd. IV S. 257 sieh findot, jadocb fehlt 
den Darstellungen der geometrische Charakter. 

In der Araada wfirde sich diese Methode zur Berechniing Ton K 
nach einem gegebenen Modul k am einfacheten folgendennaBen ge- 
alaUan: Man beatimme 9 aoa der Gleichnng 

tt^ain^ 

and setae 
alao 

*«|±''-^=.cot«(46(»-?). 
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wonni 

Danaoh zeichne man eineii Kreis mit dem beliebigeik Badioe b, tnge 

ftnf einen feeten Dmehmeeeer e^hig* ^4Sfi — ^ ab nnd gebe snm 

Ureuzkreise über, der nach etwa dreimaliger Anwendung des arithnietisch- 
geometrischen Mittels als hinreicheud genau angesehen werden kann. 

Daa Verhältnis von ^ j"^ zum Badins des Gxenzkreises ist dann die fllr 

gewöhnlich mit — bezeichnete Grenze, für welche 




In derselben Weise ist K zu beötimmen; nur muii man x' = C08fp 

setzen, so daß also c'^bt^^ wiid. Der Gienzkras entoteht ans 

h und e' ebenso, wie der Torige aus b und c 

Der Winkel 9) bat flbrigens eine ein&cbe geometrisdie Bedeutang. 

Da nSmlich ac» i>t. so hat » den Wert i^^i n^ui ist der 

s 

Badius des zweiten Kreises ^-^^y das auf dem festen Durehmesser 

abgetragene Stück GII^Ybc-y errichtet man also in if die Senk- 
rechte HKy 80 ist gobKGH^x'; der Winkel <p ist demnach der- 
jenige Winkeli den der Badius naeh dem Punkte Ki + mit dem 

f^eeten Badins bildet Daians laBt sieh leidit der Wert von JT in 
snderer Form daisteUen. Es ist nSmIieh 

wenn wir nun der Symmetrie wegen die Winkel nach den Punkten 
Kp-\- \iKp mit q)p bezeichnen, so ist unter Berücksichtigung der Formel 

f(l + cos 9) — cos'|-: 

JTj-cos*^ JT, 
Ä;-eos«f .1^, 

• * 
■ « 

Km COi*-j- • Km^tf 
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wonnis dmch Mnltiplikatioii 

oder 

X 

Di«w Fdimet wird gvwQluilieh tnh a^elmitcih lieigclfilei; hier lialMiii 
die Winkel tp eine beflÜmmte geomeiriMlie Bedeatong. Insbesondere 
ISftt das AbbfldimgsTerfahrai ohne weiteret okenneiiy dafi lim 9, ^ 0 iit 

Sagau, den 2. März 1902. 



Eednktion der Trflgheitsmoiaente emfftcker £<)rpar &af die 
TriglieitBiiiomfiiite elnselner Massenpnnkte, die auf ikrer 

Ober^äcke liegen. 

Von E. Rbefbld in Elberfeld. 

Unter dem Titel: „Elementare Beredurang der Tragbeitsmomenie 
Ton Linien, Fliehen und Körpern" — habe ich in dem ArehiT der 
Mathematik and Physik (2) 16, 36—67 eine Abhandlang YeroffenUieht^ 

die das Priii/ip der geometrischen Verwandtschaft benutzt, um in ganz 
elementarer Weise, ohne Anwendung der Infinites i in alrechnm^ die 
Tragheitsmnnif nte für die Strecke, die Flachen des Parullelogramms, des 
Dreiecks und der Ellipse, für die Körper des dreiseitigen Prismas, des 
ParaUelepipeds, der dreiseitigen Fj^ramidei des Cy linders, Kegels and 
BUlipsoids abzuleiten. Wus die angewandte Methode besonders em- 
pfehlenswert macht, ist der Umstand, daß die gewonnenen Resultate^ 
wie sie sich in dem arithmetischen Gewände darstellen, für jede hofgi 
der Momentenachse in voller Allgemeinheit Gültigkeit haben. Es war 
mir bei der YerdffenÜichung dieser kleinen Arbeit nicht bekannt^), daß 
das Prinzip der geometrischen Verwandtschaft schon früher zur Be- 
rechnung der Trägheitsmomente benatst worden war. Der erste Ver- 
sack dieser Art wotde meines Wissens Ton Heim Zehme in dem 

1) Vgl. hiemi: FortMshritte der Pfayuk 1897 I, 358. 
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Programm der FhifinzmlgewerbeBelLiile in Hagen vom Jahre 196% ge- 
macht (ein Aossng dieser Arbeit fbdet sich in der ZeitMhxift für MatL 
u. Phya. 4). Dort wird nach dieaer Methode bestimmt daa Tri^to- 
moment einer Siveoke, eines Bechtecks nnd einea Rechtecfcers. Audi 
Schell in seiner ,yTheorie der Bewegung und der Kdifte^, exate Auf- 
lage 1870y wendet das Prinäp der geometrischen Verwandtaehaft u 
sur Berochnimg der Tm^^eitsmomente einer Strecke und der Fläche 
einea Parallelogramma. (Daa Trägheitsmoment des Dreiecks wird us 
dem des ParaUelogramma abgeleitet nicht aelbatandig entwickelt), h 
der deatachen Übersetzung der 6. Auflage von Bouth „Dynamik der 
Systeme starrer Eorpeif , Leipzig 1898, findet man ebenfidla eine 
aystematische und ansgedehnte BÖratanng der affinen Verwandtschaft 
bei der Berechnung der Tragheitamomente. Wenn somit anch der Grond- 
gedanke der von mir in der kleinen Abhandlang Terfolgten Methode 
bekannt war, so habe ich doch dieselbe meines Wissens snm eislen 
Male angewandt zor gans elementaren Bestimmung der TzS^eiti' 
momente für die Fliehen des Dreiecks und der Ellipse^ ffir die K9zpsr 
des dreiseitigen Prismas, der dreiseitigen Pyramide, daa achiefen eUip» 
tiachen Oylinders und Kegels und des EUipsoides. 

Die folgende Arbeit ist ala eine Fortsetzung der angegebenen Ab* 
handlung anzusehen; sie konnte daraus herrorwachsen, weil die arith- 
metischen Ausdrficke (ttr die Trägheitsmomente der Tenchiedenen geo- 
metrischen Gebilde iOr jede Lage der Momenienachse die gesuchtefl 
Werte enthielten. Bs wurde diea dadurch ermfiglichl^ daß die bei der 
Beatimmung der Trägheitsmomente auftretenden Strecken nicht soi 
den materiellen Systemen selbst in ihrer wirklichen Größe entnommen 
wurdm, sondern daß an Stelle dieser Streiken ihre Projektionen anf 
eine zur Momentenaehse senkrechte Ebene eingeffihrt wurden, die, 
fQr jede neue Lage der Achse andere Werte annehmend, doch die 
Besultaie in allgemeiner Form, fOr jede Lage der Momentenaehse psasead^ 
lieferten. 

Wiewohl Herr Bouth in seiner Dynamik und Herr Reye im 
10. Bande der Zeitschrift für Math. u. Phys. bewiesen haben, daß jedee 
körperliche System bezüglich seines TrSgheitsmomentes auf msimigfiMdie 
Weise durch vier matmieLle Punkte von gleicher Masse ersetzt werden 
kann, so ist SS doch, 7.nma\ diese yier Punkte nicht alle auf der Ober- 
Mche dea zu untersucheudcn Systems liegen können, in der Asttii 
vorzuziehen, als Ersatz für ein System eine Heihe von MassenpanUea 
(mehr als vier) zu wählen, die auf der Oberfläche des Systems liegen, 
mithin der Messimg leichter zuganglich sind. In dieser kleinen Arbeit 
sind besonders diejenigen Massenpunkte anf der Oberflache der Köiper 
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an^S^^^ worden^ welelie die Edrper hinriclitlidi Uurar Tia^ieito- 
momente Tertraten köimeii. Ei wurde deshalb anch manehe BedoUtoti 

♦ 

auf txa» geiiiigere Zaihl you Punktoiy die aber mm Teil anfierbalb 
oder innerhalb der Köiper liegen, nicht anfgeftthrt 

Sehen Herr Mehmke hat im 89. Bande der Zeitwshrift ftlr Math, 
n. Phys. eine Reihe toh Redaktionen für die «infiifthim Körper (Priama» 
Gylinder, Pyramide, Kegel, EUipaoid) angegeben. Auch finidet man bei 
Bsm Bonth einige Reduktionen ftr das Tetraeder, den Kegel, die 
Kngel und daa Ellipaoid. 

I>er auf den folgenden Seiten eingeeehlagene Weg sor Reduktion 
der, Tii^eitimomente kdrperiieher GebUde auf das Trigheitnnoment 
rinawlner Haaaenpniikfce ireieht Ton den Methoden, welche die HeErren 
Ronth nnd Mehmke anwenden, ToUatandig ab. Die Rendtate werden 
durch gans elementare Betnchtongen, ohne Anwendung der Infiniteeimal- 
rechnnng, gefimden. 

Um den zor Ldanng iBhzenden an aeigen, dürfte ea genügen, 
an swei KSipem je drei Redaktionen darchmführen, nnd dann bei den 
einselnen Köi|»em aommairitch nnr die Reenltate anangeben. 

Benntst winden bei den Entwieklnngen 2 Hilfinatae; 

1. Hat im Ranme eine Adbse eine beliebige Lage so der Ebene 
einea Breieeka^ ao iat die Summe der Qnadittte über den Abatanden der 
Dreiei^Beeken Ton der Aehae ^eich der Summe der Quadrate Über den 
AbatSuden der Ecken von der an der gegebenen Aehae parallelen 
Schwerpunktaaehae dea Dreiecka, Termefart um daa drei&che Quadrat 
des Abstandea der parallelen Aohseo. 

2. Hat im Räume eine Aehae eine beliebige Lage au der Ebene 
einea Yierecks, ao ist die Summe der Quadrate über den EntÜBrnung^n 
der Ecken yoa der Achse gleich der Summe der Quadrate über den 
EntfezBungm der Ecken yon der au der gegebenm Aehae parallelen 
Geraden durch den Schnit^unkt 
der Yerbindungalinien gegenflbei^ 
liegender Settenmitien des Y iereckn^ 
yermehrt um das Tier&che Quadrat 
des Abataudes der parallelen Achsen. 

Es sollen die Beweise der bei- 
den Sitae lÜr den Fall kurz an- 

gefOhrt werden, daß die Achse 3/ ■ ^T*^^ 

aa den Ebenen des Dreiecks und 91^.1. 
des Yierecks senkrecht steht. 

Zu 1 (Fig. 1). Ist P der Schnittpunkt der Drehachse mit der 
Ebene des Dreiecks ABC, AD eine Seitenhalbierende Tranarersale und 
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8 dflr Scliirarpimkt d«8 DreMck», so iat^ wenn 8P mit Ä8 den spitnn 
Winkel a bildefc: 

AP' = AS* -i- SP* - 2 ÄS ' SP ■ coB a, 
2DP* »- 28U^ + giSP» H- ^SD » SP cobc; 
+ 2DP« - -45» + SÄTD* + 851». 

Ferner ist: 

also »ach: 

il J» + JBl* + CJ» 

+ J?S* + CS» + 3SP». 

Zu 2 (Fig. 2). Sind P der Sckmfct- 
pimkt der Achse mit der Ebene des 
Vierecks A BCD, EF und G -ff die 
Verbindungslinien der Mitten der 
G^enseitenpaare AB^ CD und BV, DA, ferner S der äclmittpunkt 
von EF und GH, bo ist 

+ 2 FF' 

+ DjS*-2JPi8» + 2PJF« 

- ilS»+i5S«+Üfl^+DS»-2£fi"— 2PÄ» 
+ 2E5»+2FS» + 4flfP» 




»f. & 




1. DieBedukHon des TräghatsmontenU^ 
des lumoffenan schiefwinkligen ParaUd- 
epipedons auf das Trägheitsmoment ein- 
zeLner Punktmassen. — Seien A^^B^^C^D^, 
' ' X * A^BfC\ Dj die Eckpunkte der oberen und 

unteren Gninrlflaclie, deren Schwerpunkte 

S^ und »S« heißen mögen. Der Schwer- 
punkt des Körpers liegt in S, der durch S 
parallel den GrimdHächen gelegte Selniitt sei das Panillclogramm ABCD, 
dessen Seitenniitten dnreh EF(i II bezeichnet werden sollen. Die Mitten 
der oberen und unteren Grundkanten seien entsprechend: E^F^(t^1I^. 
E^F^G^H^ (Fig. IV). /wischen den Kantenlängen nrui den Verbindungs- 
strecken des Schwerpunktes mit den Ecken, den Kanteumitten und des 
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Schwerpnnkten dor Begnnsoogsflidien lafleen sich leicht folgende Be- 
aehiuigsii ableiten: 

-45« + CS» + D5« - uiB» + BC", 

+ FS^ + öiS" + = i (ÄE^ + SO), 

Es sei 7<^, eine beliebige Momentenachse durch den Punkt P, für 
welche das Trägheitsmoment (T. M.) des Körpers Tp sei. Die durch S 
parallel zn Jr, (^^r/ogene Schwerp^nktsaehse soll mit h», dae mgehörige 
T. M. mit Tf bezeichnet werden. 

Die Projektionen der Punkte dee Parallelepipedons auf eine zur 
Momentenachse hp senkrechte Ebene werden durch kleine Buchstaben 
angegebeui so daß ab, as, sp die Projektionen von AB^ AS, SP be- 
seichnen; es sind aber auch as und sp die Abstände der Punkte A 
und 5 bezüglich Ton den Adisen and h^. Es bedarf wohl kaum 
der £rwahnangy daß die obigen Beziehungen für die Projektion richtig 
bleiben und in die entsprechenden mit kleinen Buchataben fibeigehen. 

Bezeichnet man die Masse des homogenen Köipm mit m, so wird 
das T. M. des Körpers fOr die beliebige Achse K angegeben durch 

FOr das Moment T, besteht: 

1. Werden die Verbindungslinien der Ecken mit dem Schwerpunkt 
nur Darstellung Ton 7« benutat^ so ergibt sieht 

Beachtet man die aus den Projektionen der Dreiecke 0, P, B^^ P, 
C\A^Pf B^B^P sich ergebenden Besiehungen: 

bj^s* + dt^ + 28p*^ by + djp», 

so erhSlt man 

1) Archiv der Math. u. Phya. (2) 16, 63. 
AnihlT Sot VillkMniiJk «ad Pta^ilk. IXL Bilha. VI. 16 
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woraus folgt: Bm T. M. eines FtoaUelcpipedons ist für jede Achse 
gleich dem T. M. der acht Eekpaiikto und dei KörperachwerpoDkiM^ 
wenn jeder Eckpunkt der Schwerpunkt aber l der Korpermasse enthilL 

2. Wegen der Gleichungen 

öS* -h 6s' + CS- + (1$^ = ai' + 6c*, 2 (^fj«^ + Si«*) = Si4 
kann T, auf die Form gebracht werden: 

8u daß 

Jp « + »w . sp\ 
weil nach Hilfssstz 2 

und femer: 

ist, auch geschrieben werden kanu; 

Werden mitbin die Mittel|tuiikte von vier paraiiel. ii Kanteu mit 
je die Schwerpunkte der beiden Begrenzungsflilcben , luii Ecken 
anf (\im paralieJeii Kanten liegoii, mit je und der Schwerpunkt ilt^> 
ktirpers mit J dor Karpennasse bt^le^^t, so ist (bis T. M. dit"'ses sie^en- 
punktigen Masseuäjstems für jede Achse dem des i'aralieiepi^eiioos 
gleichwertig. 

3. Es besteht die Beziehung 
weahalb 

ist Nun sind aber B^G^1\1I^ Ecken eiiiee Tetraeders, dessen Schirar- j 
punkt iS die Yerbindungslinien 6, der Mitten der Oegenkanten bslbieii; 
es kann mithin auf das Viereck c^yjji^ mit den Punkten s nnd j» in 
der Ph>jektion der HUfbsatz 2 Anwendung finden, wonach; 

ist, und da femer | 

e«* + ys» + /s* + Äs» + 4 «p» - ei>* + ^rp« + />» + All» " 

1 

ist, so kann Tp dargestellt werden durch: j 
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Es ergibt sich mithin: Das T. M. eines Panillt lepipedoTis kann iOr 
jede Momentenachse dnrrli das T. M. der vier Schwerpunkte dor Seiten- 
flächen, der vier übor l\r»>uz Hegeuden HalbienuigBpimkte in den Kanten 
der GnmdriilchpTi ihhI des Körperschwer- 
punktes ersetzt werden, wenn die ersten 
acht Punkte je ^, der letzte ^ der 
Körpermasse in sich vereiniq:en. 

2. Die BedukUm des Träglieits- 
ntcmmU$ einer homogenen dreiseitigen 
Fjframide auf das TräyJieitsmomeni ein- 
gdmer Massenpunkte. — Die Pyramide 
habe die Ecken AB CD, die Mitten der 
Kanten seien EFGEIK, der Körper- 
schweqnmkt liege in S, die Schwerpunkte 
der Begrenznngsflächen, die den Ecken 
Af By Cy D gegenüber liegen^ mögen be- 
züglich S^y S^y S^ genannt werden, nnd 
der durch S parallel zu ABC gelegte Schnitt heiße B^ C^. (Fig. 4.) 

Zwischen den Abständen der Eckpunkte, der Flächenschwerpunkte 
und der Kantenmittelpankte Tom Schwerponkte der Pyramide besieken 
die Bezdekongen^): 

A8^ + BS'^C^-^D&^\{AB'^-BC'-{-CA' 

+ ABl^ + +C?i>«), 
Jgr5' + J'iS« + GS» + JSrS» + /5« + JTS» - 1 (^5« + BC« + 0.1* 

4- fl^S« + fliÄ»H- + BC + OA* 

+ AB^ BÜß Clf). 

Die Achsou, auf welche das T. M. bezogen werden süU, seien auch 
hier die durch den beliebigen Punkt V geiieude Achse und die zu 
parallele Schwerpunktsachse //^. Die T. M. für diese Achsen seien T^^ und 1\. 

Die Projektionen der Punkte der Pyramide auf eine 7ai Ii^ senk- 
rechte Ebene soUeu wieder durch kleine Buchstaben ange<^ebeu werden, 
SC) daß auch hier durch as, ap, sj) die Projektionen der Strecken ASy 
APySPy aber auch die Eutfornungen der Punkte A und S von den 
Achsen und angegeben werden. Daß für diese Projektionen die 
angegebenen Beziehungen bestehen bleiben, ist klar. Wird mit m die 
Masse der homogenen Pyramide bezeichnet, so ist: 



80 



i) Archiv der Math. u. Phja. ibid. S. ö8,60. 



16^ 
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1. W^jen der enteil Beraehnng nunmt T, die Fom an: 

« ^ + + + 

Nnn ist AUCT) ein Tetraeder, dessen Schwerpunkt <b' in dem Sri intt 
punkte der Verbindungslinien der Gegenkantenmitten liegt; es lullet 
mithin in der Projektion ahcd ein Viereck, auf welches der HiliÄsatz 2 
Anwendung finden kann. Mithin besteht 

uud es wird 

- -i- » sp« - 5(aj>^ + fcl»> + cp« + dl»>) + J » • 

d. h. das Trägheitsmoment einer dreiseitigen Pyramide ist fttr jede 
Aclise gleich dem T. M. der vier Eckpunkte und des ScliwerpunktÄS, 
wenn die Ecken je ^, der »Schwerpunkt ^ der Korperinaese in sicli 
birgt. ') 

2. Geht man aus Ton der Gleichung: 

Ö(«i«* + «ifi* + + «4«^ + 4(es* + + gi? + + »V + 

80 erhalt man für den Ausdruck: 

= i w {s^s^ + s,s« + 5,s« + s,s«) + ^ (es« + fs^ + i?«» + As» + + A-s^, 
worauB ftr 7^ wegen der Beuehungen: 

folgt: 

i m (sjp« + s,p5 + s^« + sy) + (ep'+/pH^P»+ Ap* + »P» + Ap«). 

Das TtSi^temoment einer Pyramide kann filr jede Adue dudi 
das T. M. der sechs Eantenmitten und der vier Sdiwerpnnkte der Be- 
graurongBflfiehen vertreten werden, wenn die Eantenmitten je die 
Schweipankte je ^ der E&rpermasae tragen. 

3. Ausgehend von 



1) RoQtht Dynamik IBOG, S 29; Mehmke: EinfiMlie Dewtellmig der T. M. 
von KOrpeni. Zeitaehi. f. Math. u. Fhys. 2». 1884. 
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findet man mit Hilfe der nacli dem ersten Hilfssatz bestehenden Gleichimg: 

fOr den Wert 

Werden nim für as^, hs^, cs^ die Stredcon o^s, in dem zu 

ABC parallelen Sehnitt A^B^C^ dnreh die Gleielnmgen 

eingeilllut, eo eigibt neb 

In der Pirojektion dei Breiecks DS^P, in welehem S die Strec^Ee 
80 teilt, daß eicli Terlialt L8:8S^ — 8:1, besteht noDi wenn der 
Bwiedien sp und Hegende ipitse Winkel a heiBt, 

«j»* s^s' + s^)* 4- 2 s^s • sp • cos a, 
(ijp» — ds* -i- sp* — 2d8 ■ 8p • cos a. 

Wird nun die eiste Gkiolimig mit £ die sweite mit ^ m mnlti- 
plixiert und dami addiert, eo kommt 

^ m . s^p« + i m . elp' - ^ »» • i;^^- + i » • d«» + m • spl 
Benntst mau die nach Hilftsats 1 bestehende Beaiehung 

80 findet man för T^, -f ■ s;>- den Ausdruck 

Da sowohl der Schwerpunkt der drei Massenpunkte Ä^, B^, bei 
gleicher Belastung, als auch der Schwerpunkt der Massenpunkte D und 
jS>4, wemi dem zweiten dreimal soviel Masse zuerteilt wird als dem 
ersten, mit dem Schwerpunkte S der Pyramide zusammenfällt, so wird 
der Schwerpunkt des f&nfpunktigen Systems A^B^C^BS^ im Schwer- 
punkte der Pyramide liegen. Man kommt somit zu dem Satze: 

Legt man durch den Schwerpunkt einer Pyramide die parallele 
Ebene zn einer B^renzungsfläche nnd belegt die Schnittpunkte dieeer 
Ebene und der drei Fyiamidenkanten mit je den Sehwerpnnkt der 
genannten Begrenzungeffitche mit ^, die gegenüberliegende Ecke der 
Pyramide mit ^ und den F^xamidenachwetininkt mit der Kdipermasee, 
io hat dieees seehepnnfctige Hasaensjstem Ar jede Adiee mit der Pyra- 
mide gleushes Trägheitsmomeni 
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Es dürfte nach diesen Proben der zum Ergebnis führende Weg ge- 
iiügi'iid gekennzeichnet sein. Eb erübrigt deshalb nur noch die Hesultate. 
die gefunden werden, summarisch aufznzahleu. Es sei erwähnt, daB 
die (birrh die Herrpii Mehmke und liouth schon bekannt gewordeueji 
Zurückfiüirungen in diese Zusammenstelliu^ nicht angenommen worden. 

8. Beduldion des Paralldepipedons. — Jedei gerade oder schiefe 
homogene Parallelepipedon kann bei der Bestimmiing des Tragheiti» 
momentes besflglich jeder Aobse eisetst werden dnreh ein System von: 

1. 7 Punkten, wenn die Schwerpunkte der GrondflScheai mit je |, 
die lütten der Seitenkanten mit je ^ und der Edrpersdiweiininlii 
mit ^ der GeeamtmiiBse dee Eöipera belaetet werden. 

3. 9 Pankten, wenn die Ecken je «i; der KörpereehweipnBkt * 
der Oeeamtmasse trigt 

8. 9 Punkten, wenn die Mitten der Seitenkanten je ^, der K^Ipe^ 
ackwerpnnkt die Mittelpunkte eines Paares paralieler Gnmdkanien 
der unteren und des anderen Paares der oberen Ghrondfliche je ^ der 
Gesamtmasse in sieh bergen. 

4. 9 Punkten, wenn im Körperschwerpunkt |, in den Schwer- 
punkten der Seitenflichen, sowie in den Mitten eines Paares paralleler 
Kanten der unteren und des anderen Paares der oberen Gmndfliehe je 

der gesamten Masse der Körper konsentriert liegt 

5. 11 Punkten, wenn die Mitten der Seitenkanten je die Schwer- 
punkte der SeiteoflSchen je die Schwerpunkte der Grundflichen und 
des Körpers je | der Gesamtmasse enthalten. 

6. 13 Punkten, wenn jede Kantenmitte ^ und der Körperschwei^ 
punkt {- der Geaamtmasse &ßt. 

4. litduJdimi d<'s drci^citirfcn Prismas. — Jedes gerade oder schiefe 
homogene dreiseitige Prisuiü kaim hinsichtlich seines Trägheitsmomentes 
für jede Achse ersetzt werden durch ein System von: 

1. 8 Punkten, wenn die Mitten der Seitenkanten je die Schwer- 
punkte der Seitenflächen je ^ und die Schwerpunkte der GrandÜäcken 

je I der Körpermasse tragen. 

2. 1) Punkten, wenn die Schwerpunkte aller BegrenzungsÜächen 
mit je l , die Mittelpunkte der Seitenkanten nnd der Körperschwerpunkt 
mit je 2, der Gesamtmasse belastet werden. 

3. 0 Punkten, wenn die Mittelpunkte der Grundkajiten je ^, die 
Schwerpunkte der Seitenflächen je - der Körpermasse enthalten. 

4. 9 Punkten, wenn in den Mitten der Seitenkanten je in tiea 
Schwerpunkten der Seitenflächen je J , in den Schwerpnnkten der Grund- 
flächen und des Körpers je | der Gesamtmasse konzentriert li^ 
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5. 10 Punkten, wenn der Körperscliwerpunkt die Mitten aller 
Kaiiteu je der Körpermasöe in sich vcreiiiigeu. 

5. Deduktion des Cylimlers. — Jeder p^erade oder schiefe homogene 
Kreis- oder elliptische Cylinder ist bei der Bestimmung des Trägheits- 
momentes &a jede beliebige Achse zu ersetzen durch ein System you: 

1. 6 Punkten, wenn die Schwerpunkte der Grundflächen, der Schwer- 
punkt der Mitfcelellipse, die im Schnitt einer Ebene durch den Körpw^ 
Schwerpunkt parallel den Grundflächen mit dem Cjlinder erzeugt wird, 
and drei Punkte auf dem Umfang der Mittelellipse, die ein der Ellipse 
embeschriebenes Dreieck Tom größten Inhalt bilden^ mit je ^ der 
Cjlindermasse bel^ werden. 

2. 8 Punkteilf wenn in den Endpunkten eines beliebigen Durch- 
tneesers der einen GrundflSche nnd in den Endponkteu des zu dieser 
Richtung konjugierten Durcliniessers der anderen Grundfläche (über 
Krens liegender konjugierter Durchmesser in den Grundflachen) je 
im Körperidiwerpunkt \ und in den Ecken eines größten Dreieeks der 
Mittelellipse je g der Cylindermasse vereinigt ist. 

3. 9 Punkten, wenn die Endpunkte irgend eiues Paares über Kreuz 
liegender koiyi^^eiter Durchmesser in den Grundflächen mit je der 
Körperschwerpimkt mit { Endpimkte irgend eines Paares 
konjugierter Durchmesser der Mittelellipse mit je || der Cylindermasse 
belastet werden. 

4. 10 Punkten, wenn der Körperschwerpnnkt mit die Ecken 
beliebiger den Grundflächen und der Mittelellipse einbesdiriebaien Drei- 
ecke größten Inhaltes mit je der Gesamtmasse versehen werden. 

5. 11 Punkten, wenn in den Ecken beliebiger den Grundflächen 
einbeschriebenen Breiecke größten Inhaltes je im Körperschwerpunkt 
j und in den End])unkten eines beliebigttQ koiijugierten Dnrehmesser^ 
poares der Mittelellipse je ^ der Gesamtmasse Tereinigt liegt 

6. 13 Ponkten, wenn der Körperschwerpunkt | und die Endpunkte 
bdiebiger konjngiertor Durchmesser in den Grundflachm und der Mittel- 
eUipae je ^ d« Gesamtmasse in sich bergen. 

6, SeäMm der dmseüiffm Pyramide. — Das Tragheiiemoment 
einer homogenen dxeiseitigea Pyninide ist fOr jede Achse su ettelaen 
durch das Tngheitsmoment eines Sysbemes Ton: 

1. 6 Paukten, wenn der GrnndflSehenschwapunkt mit die Spitze 
mit der Edrpersehweipunkt mit nnd die Ecken eines Dreiecks, 
das im Schnitt einer der Gnmdfläche paraUelea Ebene durch den 
Kdfperacliwerpunkfe mit der Pyramide entsteht, mit je ^ der KSrper- 
masse belastet werden. 
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2. 8 Punkten, wenn die Körperecken je ^, die Schwerpunkte der 
Begrenzimgsriächen je der Körperaaase trag^en. 

3. 10 Punkten, wenn in den Schwerpunktni der Bptrrenznngsflächen 
je ^, in den Mitten der Kanten je der Kürperinasöe vereinigt ist 

4. 11 Punkten, wenn in den Körperecken und in den Mitten aller 
Xanten je ^, im Körperschwerpunkt | der Gesamtmasse vereinigt liegt 

5. 13 Punkten; wenn die beiden Teilpimkte jeder Kante, die die- 
selben nach dem Verhältnis 3 : 1 teilen, mit je and der Köipo^ 
Schwerpunkt mit l der Körpermasse versehen werden. 

7« Sedüktion des Kegels. — Das Trogheitsmoment eines homogenen 
geraden oder schiefen Kegele mit kreiflf5nniger oder elliptieoher Gnmd* 
fläche ist f&r jede Adiee za eraetBen dureli da« Trilgheitanoment enm 
Syetemes Tons 

1. 6 PuakteUf wenn der Schweipirakt der Gnmdfliche mit ^ die 
Spüie mit der Ediperschwerpnnkt mit ^ und die Edmi einet he- 
liebigen größten Dreiecks, das der SchwerpunktseUipse, die im Sehnitt 
der durch den Körpeisehwerponkt parallel der OrundflSche g^egtes 
Ebene mit dem Kegel entsteht, einbeeobrieben werden kann, mit je ^ 
der £5i|Minnasse belegt werden. 

2. 7 Punkten, wenn im Schwerpunkt der Orondflache in ihr i 
Spitze im Kfirperacbwerpnnkt und in den Endpunkten beüehigff . 
konjugierter Durchmesser der Scbwerpunktsellipse je J der K5Ipe^ 
maose konzentriert liegt. 

3. 8 Punkten, wenn den Ecken eines beliebigen Dreiecks groBIa 
Inhaltes in der ClrundflSdie und der Spitze je j^, dem KSip«^ ^ 
Schwerpunkt -J^ und den Ecken eines beliebigen Dreiecks größten b- 
haltee in der Schwerpunktsellipse je ^ der gesamten Edipennasse n- 
erteilt werden. 

4. 9 Punkten, wenn die Ecken eines beliebigen Dreiecks giGßla 
Inhalts in der Ghnmdfllche und die Spitze je j^, der Eorperschwerpnnkt 

und die Endpunkte beliebiger koigugierter Durchmesser in der Schwer- 
punktsellipse je ^ der Körpennasse mihalten. 

Elberfeld, 10. Juni 1902. , 
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Zvasamßsnimg swlsehen der Abwi«^elimg 

eines EreiscylindeiB und den RotationsfläclLeii konstanter 

Krtlnunung. 

Ton G. SCHBFFBRS in Darmstadt 

Wickelt nmn einen schiefen Ereiscylinder auf die Ebene ab, to 
geht ans jedem Kreise des Cylinders eine wellenförmige Kurve hervor, 
die man in den meisten Lelirbflchem der darstellenden Geometrie ab- 
gebildet sieht. ^) Daß diese Kurve nun die Meridiankurve einer BotationB- 
fliehe konstanter Krümmung ist, ist jedoch unseres Wissens nirgends 
bemerkt worden. Der Beweis dafür ist selir einfach: 

Die xy-Ehene sei ein senkrechter Querschnitt des Cylinders. Die 
große Achse der Quersclinitt>EUipBe sei als y-Aehse, die kleine als op-Achse 
gewählt. Bodaft etwa: 

die Gleichung der Querschnitt -Ellipse ist Wir setzen 

und stellen die Ellipse mittels des Paiameters 9 so dar: 

Der Bogen s der Ellipse von <p = 0 bis zu beliebigem tp ist das ellip- 
tische Integral zweiter Gattung: 



a I yi — C* «in* ^dq> = aE{c, q>). 



Ein Kreisschnitt des auf der 3"t/- Ebene längs der Ellipse senkrecht 
stehenJrii rvlmcltTS und zwar derjenige Kreisschnitt, der rait derElli]>so 
seinen Durehmesser gemein hat, geht hervor, wenn wir durch die grüße 
Achse der Ellipse (die v- Achse) eine Ebene legen, deren Winkel rait der 
Ellipsenebene die Tangenl« c : y 1 — c* bat, srdaß über dem Punkte (qp) 
der Ellipse deqenige Punkt des Kreises liegt, dessen Höhe über der 
a;y-£bene ist: ^ 

X — ac cos 9>. 



1) Z. B. bei Chr. Wiener, hMmtk d«r datitelliiiMlitn Geouebie, 9« Bd., 
MpiiglSST, S. 47; Röhn Qnd Papperits, Lehrbncb der danteDsnden < 
l.Bd., S.Anfl., LeipoglMl, 8. SM. 
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Wird nun der Cylinder auf eine Ebene alipfcwi ekelt, so gebt die 
Querscliiiitt- Ellipse in eine Gerade ü))er, die wir etwa als ^- Achse in 
dieser Ebene wühlen. Alsdann liefert der ausgewählte Kreia des CjUn- 
ders in den rechtwinkligen Koordinaten £, Q die Kurve; 

aoigedrückt mittels des Parameten q». Dieae Gleidrangen*) aber lehren 
sofort: 

WtdceU man emm stMefm Kreiscylinder auf äk Ehern a6 md 
lud man auf dem Cjßinäer «tuen Kreta sowie du^enige QuerschnUt'EBiipu 
marhiertf die mit dem Kreia einen Ihardmesaer gemein hat, ao gdtt die 
Ellipse in eine Gerade, der Kreis aber in eme aMe Kurve ^ter, die 
dnrdt Drekmg um die Oerade eine Bokdionafiädie honakmter posiUver 
KrSmmung ereeugt Die Krttmmnng ist 1 : a^, woA die iliehe kon- 
staaier Erfimmong ist eine solche tob der beksnntoi Spindelform. 

Auf diesen Zusammenhang wird man natorgemäfi geführt, wemi 
man den Umstand, daß der Bogen der EUipse ab elliptisches bitegnl 
zweiter Cbttong darstellbar ist, mit dem Umstand Terbindet, daB die 
Metidiankorre jener spindellSrmigen Fläche mittels eines eboisolehen 
Integnls darstellhar ist 

Bis ist aber leicht, diesen Zosammenhang anch geometrisch nadh 
anweisen, d. h. xn aeigen, dafi die Korre, die der Kreis bei der Ab- 
wickdnng liefert, eine solche Knrre ist, bei der das Produkt ans 
Erfimmungsradins und Normsle, letatne gerechnet bis zn der Geraden, 
in die die Ellipse rerwandelt wird, den konstanten Wert a* hat Am 
bequemsten geschieht dies, wenn man den Satz Ton P. Serret*) benuiit: 
Bei der Ausbreitung einer abwidcelbaren Flache auf die Ebene ist das Yer* 
hiltnis des Krflmmungsradius einer Kurve k der Flache zum Krflmmungs» 
radius deijenigen ebenen Kurve k', in die die gewählte Kuire k dabei 
flbergeht^ ^eich dem Kosinus des Winkels der Schmiegungsebene Ton k 
und der Tkngentialebene der abwickelbaren Fläche.') — Ygl. anch Ency» 
klopadie der mathem. Wissenschaften HI D 4^ Anm. 108 zu Nr. 27, 

Darmstadt, Juli 1903. 



1) VgL s. B. des TerllMs«» Einftthnuig in die Theorie der FlicheD, Leipsig 
190S, S. 1» md Fig. SS, S. 1S6. 

2) Thforie nonveUe gfomdtrique et mAsaniqiQe des lignei 4 donble coarbm«, 

Pari« 1860, S 129 

3) Chr. Wiener stellt a. a. 0. S. 40 diesen Satas auf, unterläßt e« aber, ihn 
wenige Seiten später auf die in Bede stehende Kurve anznwendea, wodurch ei 
■ofofft sa iiiMtteiii Eigehnü gelangt vftie. 
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Über die Krftmmimg einer beliebigen Mannigfaltigkeit 

Von H. Kühne in Dorfcnumd. 

1. Einleiiung. — Ein Punkt P einer ebenen Mannigfoltigkeit 
sei bestimmt durch n Koordinaten Xf^ (a = i, ...h). In verlaufe eine 
r-£Eiche Mannigfaltigkeit M^j dadurch gegeben, daß die Koordinaten 
ihrer Punkte Funktionen von v unabhängigen Variablen (/^ i, . . ») sind. 

Zunächst sei wegen der Schreibwoise bemerkt, daß die Zeiger h, k 
stets die Reihe 1, ... n; die Zeiger f,(/,p, q die Reihe 1^ ... die 
Zeiger r, s die Keihe v + 1, ... n durchlaufen sollen. 

£fl Bei 

feiner seieB x^^^ «(ii — v) Größen von der Beschaffenheit: 

yx,,x,,-Q, y;>,,^.-»r.- {*r.-{iM'y 

Dann stehen die Geraden 
eenhxecht auf den Geraden 

und die Geraden der letzten Gruppe stehen auf einander senkrecht 
Die erste Gruppe bestimmt die Tangeutialmannigfaltigkeit %^ von M^^ 
die zweite Gruppe die Normalmannigfaltigkeit l>ie Gleichungen 

von 91 lauten also 

r 

und die können als Cartesische Koordinaten eines Punktes von 91 
aufgefaßt werden für ein Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt P 
isty und dessen Adisen die Geraden 

find. 

Wir setzen weiiar 
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dann wiid da« QuacM de» Iiinieoeleineiitet Ton 

Das m (o^^) mifurok« System werde mit («^y) beaeichiiet 

Nmi sei P' ein Fänlcfc in der Naehbanchaft von P, (ar«') saioi 
seine KooTdinaten mid 91' seine Nomudmannigfiütigkeit, so ist, wenn 
nodi dy^ ^ gesetet wird: 

Die beiden NormaImannig&lti{^ten 2t und 91' kSnnen dxei yerschiedene 
Lagen gegen einander haben. Entweder schneiden sie sich in einflr 
Ton einem Pnnkt yeiBchiedensn Hannigfidtigkeiti oder sie schneiden 
sieh in einem Ftnkt, oder sie haben im allgemeinen keinen SchBitt* 
pnnkt gemon, sondern schneiden sieh nur unter gewissen Bedingmigien. 
Diese Falle werden unterschieden durch 

üj 2 v < H, b) 2 V = H, c) 2v > «. 

3, Die ErUmmungsspur. — a) ^ und W sind durch je v Glei- 
chungen bestimmt, also ihr Scbnitl^ebilde durch 2v QleichangeD, es 
ist also eine vhene Mannigfaltigkeit <S von der Ordnung fi — 2p, Litt 
man P' alle Nacbbarpunkte von P durchlaufen, so erhilt man eine 
Schar Ton die in ^ eine Mannig£^tigkeit S^^^^i nmhflUi Die 
Gleichung Ton S soll abgeleitet werden. 

Ein Schnittpunkt Ton 92 und 91' (S^ erltOIt die GkichungeD: 

— + ^,Xkrtr -f ^.Xkrtr* 

r r 

Aus ihnen folgt 

r r 

und nach Multiplikation mit x'hj und Sumniation über A: 

9 r 
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Multipliziert man diese OleiehiiiigsiL mit und snmmiert über ^ eetrt 
man fenuir 

9 

SO erhSlt man die Gleieliimgen Ton @ in der andern Geetalt: 

Diese y Gleiclimigen enüuJten die Unbelmnnte. Entfernt man 

ans ihnen die % ao erliSlt man die Gleichnng von B ala 

(S) I^^'Ä^t-ö/fI-O oder \^kf,t, - 

r r 

h) 2v '= n. In diesem Falle bestimmen die Gleichungen (3) die 
vollstandifj, soflaß © in einen l'unkt ausartet. Den Ort S dieser 
Punkte erhält man wieder, wenn man die rj aus den Glei<"hnnj:jen (©) 
euti'erut. Man gelangt /u fler>jelht'n Gli-ichuntr. wie im Kalle (i). 

r) 2f > w. Die Uleich i 3) sind nur dann ilureh ein Wert^ysteni (t^) 
zu erfüllen, sobald zwischen den gewisse Bedinji^ngen beateiieu, deren 
Anzahl 2 v — 11 ist. Dadurch wird in der i- fachen Mannigfaltigkeit, 
welche die bilden, eine v ~ (2v — w) = -fache Mannigfaltigkeit 

ausgesondert. Diese bestimmt auf 3/ eine (n — i') -fache Mannig- 
faltigkeit , , , die durch 1* geht. Elimuuert mau dann wieder die i^ 
aus den Uleich uugeu (ß), 80 bekouuut man fUr S dieselben Gleichungen, 
wie im Falle «). 

Fassen wir die Ergebni"^so zusammen. 

Auf der Normahiianniglaltigkeit 91 eines Punkten P von ent- 
steht in allen Fällen durch die Na^hbanioruiiil iti muiglaitigkeiten eine 
Mannigfaltigkeit Diese soll die Krüfumungsspur des Punktes P 

beißen. Ihre Gleichung lautet: 

l^^/il^r 0 oder \2jkntr-d^,\^0, 

r r 

FfiT den Fall 2v>n tragen nicht alle Nacbbamormalmannigfaltigkeiten 
snr Bildung Ton 8 bei, sondern nur diejenigen, deren ij den Gleichungen 
genügen, die man durch Elimination der aus den Gleichungen 

fr fr 

bildet Die dasn gehörigen Ftinkte P' eiftUlen in eine Mannig* 
fikltigkeit <Sj,_^ Diese soll die KrümmungsmanmgfäUi^^ im FmäUe P 
heifien. 
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Wir fthren znr VenmachaxiHehiiiig einige besondere TlUIe an: 

M =3, V = 1. Kurve im Raum. ist die Krümmungsaclise. 



V » 2. Fläche im Rauui. 



Sq ist die Gesamtheit der beiden 



« « 4, v 

V 
V 



1. 
2. 
ä. 



Kurve iu 3014. 
Fläche 
Raum 



9 



n 
n 



1. 
2. 



Kurve in 9R(. 
Fläche - „ . 



y = 3. Baum 



Krümmungsmittelpunkte. 
iCj ist die Gesamtheit der beiden 
Krrimmungslinien. 

ist eiiie iu ut l' ü; 'iie Ebene. 
Ä, ist ein iu 9?, <?r'l(M^^*'ni r Ketr('!schni"tt. 
ist die iitsaiutheit der o Kiüm- 
mungsmittelpunkte in der Nomul- 
geraden 

Kl ist dm System der 3 Krümmung»- 
liuieu m M^. 

Sg ist ein in 92^ gelegener Raum. 
I, . ist eine in 9^ gelegene Fläclie 

zweiten Grades. 
„ , i?j ist eine in SQ| gelegene Karre dhtten 

Grades. 

ist eine durch P in 1^ g^egt« 

Fläche. 

y ■> 4. Jf^ in äO^«. ist die Gesamtheit der 4 Krümmung»- 

mittelpunkte in der Geraden 
ist das System der 4 KrOmmung^ 
linien in 

8« JEniinimM^mtilife^Nfiii^ J&wiitmiff^mHiiien» CaUrähyperßidie. 
Es sei F irgoid eine Richtnog in 91^ bestimmt durch einen Punkt, 
dessen Eoordinaften t,^y^ 0'>«»+i, ...«o sind^ mit der Bedingni^ 

- 1. 

r 

Dann liegen alle Funkte (Q, die der Gleichung 

r 

genü^ren, auf einer ebenen (m ^ — l)-fiudiein Mannig&lti^eit STy die 
in 9t normal zom Strahl F Terlänft. i bedeutet den Abstand d«i 
Punktes P Ton Bei Änderung von t Terscbiebt sich SR' panUd 
zu sich selbst. Durch 9R' legen wir parallel zu % eine Mannigfaltig* 
keit ^BV* Ton der Ordnung n — 1. Sie schneidet die gegebene Maonig- 
&ltigkeit Jf, in einer Mannig&ltigkeit Ton Punkten. Wir nehmen 
jetzt t als sehr klein an, so liegen alle Punkte in der Naehbaisehsft 
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Ton P; und ta jedem Pimkfc gehört eine beetunmie Bogenlänge ds, 
die allerdingp f&r die Tenchiedenen Punkte Terschieden iei Jeixt kelirai 
wir das YeMuxm. um. Durch alle Naehhatpnnkfte 
derselbe Wert Ton ds gehört, legen wir normal m F die Hannig- 
fidtigkeit SR''. Dadoieh ergibt sieh auch SR' nnd t Ztt den ver- 
schiedenen Nachbaipnnkten gehSien Tsnchiedene Werte tou t "Em soU 
untersucht werden, wann t em Eitremnm wird. Da ds koMtant isl^ 
so stimmt die FVage nach dem Extramnm Ton i flberein mit der Frage 
nach dem Eztremum des Attsdmcks 

1 2t 

Nach den Vorschriften der Variationsrechnung sind dann die Gleichungen 

so erfüllen. Nim ist fUr einoi Kachbarpunkt 

/ ff 
Die zngehdrigen findet man ans der Vergleichmiig mit 



= Xk + ^. ^k, i, 
U 



Multipliziert man diese Gleichungen mit x^^, mid summiert Uber h, so 
kommt 

t, ^ ^ (g* - Xk)Xkt fr). 

*/ */* 

also 

Folglieh bestehen fttr das £xtremmn die Bediogangen: 
ans denen zur Bestimmung von ^ die Gleichung folgt 
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H. Ktan: 



Durch Multiplikation mit ja^yj nimmt sie noch die Gestalt an: 



-Li 

9 



= 0. 



Diese Gleiclunig hat r Wurzeln (>i, ... p^; sie sollen auf dem Strahl f 
von P aus abfTf'tragpn werden, je m\ch ihrem \ oi zeielieu in der eiiinti 
oder anderen Richtung. Dadurch rntstclu u aul jeiiem Strahl F v Punkte. 
Diese v Punkte sollen die KrihntntiHj^.sf/iitMpunkte (lr<; Fiodtrs P für 
die liiclituna F lieißen. Entsprechend sind die Größen q die v Krüm- 
tnunfjf^adirii tlrs Pioilies P für die Richtung F. Die Koordinaten der 
Krümmuiigsiuitteipunkte in 91 sind tf'^frQ' Diese Koordinaten er- 
füllen die Gleichung 



die ohne weiteres aus der Gleichung für p hen'oigeht Das ist aber die 
Gleichung der Krümmungsspur 8, Somit haben wir den Satz: 

T)(r Ort für die Kriimmun{}smittdpunkU eines Putiktes P fik die 
versdiiedenen Richtungen F ist die Krümmungsspur. 

Läßt man P die ganze Mannigfaltigkeit 31^ durchlaufen, so erzeugt 
die Krümmuugsspur S eine (n — l)-£fbche Mannigfaltigkeit Dieie 
heißt die CentrnhijperfläcJie von M^. 

4. Eine Fwiktion der Krümmungsradien als BiegungsuMMiriaiUe. — 
Entwickelt man die Gleichung für q nach Potenzen von 1/^, so nimmt 
der Koeffizient von d. h. die iwdte elementare symmetriache 

Funktion der reziproken Badien 

1 



den Wert an 



2 



Danras folgt 



^0 -^Vry,^^n}K-^';>^'^f)- 



t<9 



Zu jedem Strahl F gehören v Größen p. Jeder Strahl F bestimmt 
auf der Einheitssphäre ^^^r ~ ^ ^^^^ gegenüberii^ende i^'iächen- 

elemente äm^ bei denen eich die durch die Voneicben unterscheiden. 
Zu jedem Element dm gehört also ein System der p und damit ein 
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Wert 4(~)* Zu gegenfiberliegendeii da ge1i5rt daaselbe 8^. Bildet 

man für sämtliche Geraden F den Mittelwert von S^, so wird er ge- 
liert durch die Qleichung 

Dieee Infegnle lind sunSehrt nur Uber eine HalbsphSre sa er- 
Btreeheii, d» eonst jedes Syatem q sweimal geslhlt wird. Da aber ftr 
die beiden Halbephäreii jedea If el 8^ und der Integ^and des Nenneis 
dfliuelben Wert liat, bo multiplizieren eick Zähler und Nenner des 
BrudieB M nur mit 2. Man darf also in beiden Integralen Über die 

ganze Sphäre integrieren. Es Bei / aTo <* ST; dann handelt ea Bidi um 

die Beetimmong der beiden integrale 



dm (r-h«) und 



Jyidm. 



Bedenkt man, daß bei festem r sowohl positiv als negativ sein 
kann, so sieht man ein, daß das erste Int^gial verschwindet. Für das 
zweite gilt; 

DaraoB findet man allgemein 



ad 



Demnach ergibt sich 

IMe reohta aultretende Summe ist bei der Bedeutung der h 



'22 



r i<9 



I l,(ri J.'rt 

^ ^ 'Vp 'V? 

r f<9 9<9* " 



f<9 P<9 



wobei die Bedeutung der B leicht ersichtlich ist 
MtMv dar Mrtt—Mlflr ud VImnu SL aA«. TL 



17 



S5S H. KOHiRt 

Nach den GiundglAiclumgeiL der Humigfidtigkeit^) ist 

nämlich gleich dem Chr istof i'eläclieii Symbol der quadratisckeii 
Differentialfonii ^^/gäyydff^. Also liangt die Doppeleamme 

allein yon den a und ihren Ableitung«! ab und ist demnach eine 
Bi^angsinvariBnte.') Es folgt schließlich 

Das gibt den Sats: 

Der MiUdweri der BweÜen demenüare» eynmäriat^ J^^mkÜm der 
rcsiprokm M einer hestimnUen ^diiung gehärenden KrümmuHgsradieHt 
genomtne» für oBe BidiiimgeHj ist eine Siegung8inearia$iie mm JE,, aUetH 
abhängig vom Punikk P. 

Für n = 3, v =» 2 wird zor Flache im Räume, dann wird sa 

und M/S| wird gleich J, dem Gaußischen Krümmimgsmaß. 

5. Krümmungsspur der MimmalmarmigfalU^ieiten. — Eine Mini- 
malmannigfidtigkeit ist dadurch gekennzeichnel^ daß das Integral 

F^ f y^dy, ... dy, » J'Vi^idy, ... dy, 

ein Minimum werde. VVemi die um ÖXj^ sich aaderu, »o ündert sich 



Femer ändert sich A um 



und |/Z um 

/p* 

Nun ist 

f9h ' f9h ' 



1) Archiv BiK4, S.309, Gl. 9a. I»ie sind gleich tf^^ ZQ aeUen. 

2) Mau vergl. darüber Math. Ann. Bd ö6, 8. 260 ff. 
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folglich muß 

/djfi . . . dy^^dx, A - 0 

sein fQr willkfirliche dx^. Statt der 6r5ßai dx^ fiihi^n wir ebenialb 
unendlich kleine Größen ipj^ ein, TermSge der Oleichungen 

Dann serfSUt der Integrand in 2 Teile. Der erste wird 



9 

Der xweito Teil wird 



/ff* 



Somit lauten die Bedingungen fOr das Verschwinden der Variation von F 

yikf) - 0. 

Entwickelt man aber die Gleichung fOr die KxfimmuugBspur 

|^',*/;-''/,|-i> 

r 
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L. Maubkr: 



nach Potenzen der t^, Bo Isnten die lineareii Glieder 

Also haben wir den Sets: 

Fär eine MiitkmihmmugfälH^teU vendiwimkn dte Unearm GliuAr 
in der Qleitiiung der Krümmmgatpwr. 

Wie man Incht sieht, ist die Krümmnngsspnr ein Gehilde Tom 
Grade also ist stets f&r eine Fläche (JQ in einer beliebigeD 9K, 
die Krfimmongsspur ein Gebilde zweiten Grades. Deesen Mittelpunkt 
ist dann stets der Punkt P. Im besonderen wird fBr eine FlSdie im 
4-dinien8ionalen Haom die ErOmmungaspnr ein KegäaßkmU und P dessem 
Mitte^nmki 

Dortmund, den 3. Febnmr 1903. 



Ober die Deformation gekrfiimiiter elMäsclier Platten. 

Von L. Maubeb in Tübingen. 

FortwlBiiii^. 

Dritter TeiL 

Gaianere Untanaehimg dm spesteUui F^ei, daB dl« lUttflUIdw «Iis 

BotatiinudUUshs ist 

15. DefimÜen der Flaäie. Wald des Koordinatensystems. — Wir 
wenden die allgemeine Theorie auf den Fall an, daB die Hittelfiiche 
eine Botationsfl&che ist Dabei beechrSnken wir nns aof den Fall, daft ^ 
die Enrre, deren Rotation die Flaehe erzeugt, ein Oval ist, denen ^ 
Symmetrieachse anf der BotationsaduM senlcreeht steht Die Botatioas- 
achse wählen wir als #>Achae und denken sie TertikBl stehend; als 
Ebene 0 wihlen wir die Symmetrieebene der Flache^ die JkqjoBkft' 
ebene". Den Abstand eines Pnnktes der Fliehe Ton der Botatioiis» 
aehae beaeichnen wir mit r. Die GrSBen r nnd # weiden als FnnküoneB 
eines Parameters p betrachtet. Die Derivierten von r nnd # nach p 
bezeichnen wir mit r', s' n.s. w., die Derivierte des Linienelenientes 
der Meridiankorre mit s\ Die GidBen r nnd s' suifl beständig pontiT. 
Der Parameter p werde derart gewShlt, daB im höchsten Pnnkt dff 
Meridianbure r' poeitir, im tieftten r' negativ ist Der reziproke 
Wert des positiv genommenen Erflmmnngshalbmessem der Meridian- 

kurve ist somit R = 
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Als zweiten Parameter benützen wir den Winke), den ein beliebter 
Meridian mit dem dnrch die j^-Achse gehenden An&agnneridian bildet 
Dieeen sweiten Parameter beliehnen wir — abweiehend TOn der bisher 
gebmnehten Bezeichnungiweiee — mit q. 

FOr die Koordinaten eines Punktes der Mittelfläcbe nnd die 
Riehtangskosinue der nach anfien gerichteten Normalen erhalten wir 
nnn die Daistellnng: 

x^ftmqy if^rtinq, 



(1) 



X— 4; 



y «= — ^ßinj, 



Mask Terifizimt leicht^ da0 die Determinante 

dx dy dx 
Jft 

dx dy de — rs' 

^ $Ä 
X T Z 

also positiv ist, wie dies der früher getro£fenen Festsetzung entspricht 
(Tergl. den Anl'ang des Art 2). 

Füi' die Fundamentalgrößen erster und zweiter Ordnung ergeben 
sich die Werte: 



(2) 



«11- 



g r —r » 



-»'»Ä, <Ji,-0, 



rz 



Es ist zweckmäßig; an Stelle der Verrückungskomponenten m, v 
die Komponenten der Verrüekung; geschätzt nach der Richtung der 
wachsenden r nnd der Bichtung der wachsenden einzuführen. Wir 



u^pooBq — annq, Qtmq-\-6eMq, 
£s ist alsdann (b. 11, 6 und 14, 2): 

"^du dx f dQ , 'I 



(3) 



^j dp dp ' dp 



«7W 



^7^« dx do 



dx da 
r 



dp' 

- "^dudx ,dQ . .'^W 

""^^ ap *" »' aji »' aji' 
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Die Gieiclitmgeii 11, (9) ergeben: 

Hier Ut reehfai an Stalle der Kirehhoffaeiheb KonsfcaiitaiL IT, # der 

Elastizitätsmodul E =^2k\^\^^ eingeführt (Art. 1, Schluß). 

Die weitere Untersuchung gestaltet sich wesentlich verschieden, 
je nachdem die Mittelfläche von der Rotatioripnchse geschnitten wird 
oder nicht. Im ersten Fall ist die Fläche riach außen überall konTez, 
ini zweiten Fall haben wir es mit einer Köhrenfläche zu tun. 

16. Mittel fläche mit überall positiver Krümmung, — Wir betrachten 
Boniehat den Fall, daß die Mittelfläche eine einfach zusammenhängende^ 
naeh außen überall konTexe Fläche ist. Um die elastische Deformatioii 
TOn der Bewegung des als starr betrachteten Körpers zu treimaiiy 
nahmen wir an — was offenbar zulässig ist — daß die Verbindunga* 
linie der beiden Pole der Fläche bei der elaatiachen Deformation keine 
Drehung ^ahre, und daß ihr Halbienmgspunkt festgehalten werde. 
Femer möge das durch den oberen Pol gehende Flächenelement keine 
Drehimg um die Vertikale erfahren. Es wird dann offenbar jeder 
Punkt der Fläche nur in seiner Meridianebene Terschoben, nnd alle 
Meridinnkurven werden in derselben Weise deformiert. 

Daraus folgt: die Großen ^j^, y^^, y^^, q und iv hängen nur vom 
Parameter p ab, die Gnißen ö, rj und tjj verschwinden (vergl. die Be- 
merkung zu 14-^ 2). Die dritte der Gleichungen (3) des vorigen 
Artikels zeigt, daß infolge dessen auch ik^j und damit auch ler- 
schwindet. 

Um zunächst die Großen y,,, y^^, zu bestimmen, benfltzen wir 
die Gleichungen (8) und (9) des Art 11. Sie ergeben: 

m ^(^") f.« -0, 

und biena kommt die Gleiohimg 

Die Gleichung (2) erfordert, da y^, in den Polen der BotatlonsflS«he 
nicht nnatetig werden darf, y^^ ^ 0 im TüfT^vu^ig mit der oben ge- 
machten Bemerkong. 
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Aus (1) folgt: 

Führen wir den aus (3) folgenden Wert Ton y^^ in diese Gleichung ein, 
80 ergibt sieh 

MnltiikliBieren wir mit pi- Der EoefBuent Ton ^ wird 

Wir erhalteu somit ^ (^^'j ~ ~" Ö> folglich 
(4) '-^ fr« + Court. 



Zur Bestimmung dar Integrationfltonstanten ist tu bemerken: unser 
System von EKefaenkoordinaten p, q TentSfit gegen die Mhere Fest- 
Mtsnng; da0 die Determinante der quadratisch» Form, die das Quadrat 
des Idmenelementee danteDt, auf der gansen llittelfliche nieht Ter» 
flchwinden soll Infolge dessen tritt zu den Stetigkeitsbedingungeo, denen 
die Grofien y^^, yn geniigen mOssen, noch eine weitere Bedingung hinzu: 

Die DiffeientialinTariante JET- - + ^ muB auch in den 

I'okii stetig bleiben. Daraus fol^t, daß die in Kode stehende inte- 
grationskonstanto gleich 0 zu setzen lai. 
Wir erhalten also 

y« |s'«[2ri;+r«i;,'Ä], 

ä + 

Für » 0 ist auch r — 0, der Quotient p bleibt stetig, iolglioh sind 

7nt ^ ^ ''"^ ^ glasen Ifittelflache stetig. 

Die Gleichungen 14, (4) ergeben, wenn wir an Stelle der Eon- 

Btanten Kj ^ die Eonstanten E — 2K~^^ und i* = j^. einfahren 

(vergL Art 1, SchluB): 
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Die beiden ersten der Gleichungen (3) des Art. 15 ergeben 
r'p' -|- = «ij , — or^j. Die Bestimmung von w wird rerroll- 
ßtändigt durch die Bemerkiinp, daß diese Größe aus Gründen der Sym- 
metrie in der Aquatorebene verschwinden muß. 

Man Terifiziert leicht, daß die gefundenaa Weite von ^ und w aof 
der gansen Mittelfläche einwertig ond stetig sind. 

Der Kürze wegen sehe ich daTon ab, die entwickelten aUgiemeinen 
Fonneln anf Beispiele ansawenden. 

17. Deformation einer Rohre. — Wir nehmen nunmehr an, die 
Mittelfläche habe die Gestalt einer kreisförmig gebogenen Röhre; sie 
bilde aber keinen vollstlimliu' geschlossenen Ring, sondern werde durch 
zwei Meniliiuiebenen bei^rtn/t. Der Winkel, um den das gegebeue 
0?al gedreht werden muü, um die Mittelliäche zu erzeugen, werde mit 
2x — 2ß bezeichnet. 

Die otfenen Enden der Röhre denken wir uns durch aufgesetzte 
Kappen geschlossen- Auf diese Kappen wirkt — wie auf die Röhre 
Bclbst — von außen der Normaldruck {P^)f von innen der Normal- 
druck (P^). Dieser Druck überträgt sich auf die R^der der liohre: 
auf jeden dieser Ränder wirkt senkrecht zur Randebene eine Kraft, 
deren Gesarat^öüe das Produkt aus der Druckdifferenz (PI) -f- (P^) 
und der Fläche des Ovals ist, dessen Rotation die Mittelflüche erzeugt. 
Wie sieb diese Kraft auf den Rand verteilt, hängt von der Gestalt der 
Schlußkappe ab, und ebenso hängen davon die auf den Rand wirkenden 
Druckkomponcnten ab, deren Richtunf^ in die Ebene des Randes fällt. 
Wenn der AbbUnd des erzeugenden Ovals von der Rotationsachi« 
gegen die Dimensionen desselben einigermaßen beträchtlich ii<t, wird 
mau annehmen dürfen, daß sich der Einfluß der Gestalt der Schluß- 
kappen nur in nächster Nähe der Enden der Röhre bemerkbar macht, 
daß aber in einiger Entfernung von den Rändern die elastischen 
SpannuBgen, die in der Rohre herrschen, davon unabhängig sind. So- 
weit diese Vernachlässigung zulässig ist, gilt auch hier wieder die Be- 
merkung, daß die Spannungen — also die Größen yjj, y^, — 
dem Parameter p, aber nicht von dem Panmeter q abhängen. Die 
mittlere Meridianebene, in Bezug anf welche die BShienfliche sjm- 
mefarisch is^ wühlen wir als An&ngsmeridian (als Ebene y — 0). Den 
Schnitipnnkfe der FUkshe mit der ar-Aehse, der der Botaüonsadtstt m- 
niohst liegt, denken wir festgehalten, und wir n^men feiner an, dnfi bei 
der etastiichen Defoimation das dnrdi diesen Punkt gehende Elenittii dv 
Meridianknrve seine Biehtnng und das durch ihn gehende FKchenelement 
seine SteUong nicht andere — Anii».hii^fl|p ^ offenbar zulässig «^^i 
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Ans Grttnd«!! der Symmeiri« ergibt eiohi dafi die YerrfidnuigS' 
Komponente ^ eine gerade Funktion des Pantmefeen g> die Komponente 
ebe nngeiade Fonktion Ton q isi Die Komponente ui mnfi von q 
onabhängig sein, da wir ja alle Krftfte, die eine Abhängigkeit dieaer. 
Komponente Tom Ftentmeter q bewirken kSnnten, veniacUasBigt haben. 

Von deu Komponenten der Drehung -77 , ^* , t; (vergl. die Bemerkung 

zu 14, (2V) muß die erste — die Komponente dfr Drehung um den 
Parallelkreis — von q unabhängig sein, die beulen anderen — die 
Komponente der Drehung um den Meridian und die KonipniipTite der 
Drehung um die iTlachennonnale — sind ungerade Funktionen tou q. 

IMe ante der Gleichnngen ll^, (4) xeig^ daß ^ Yon q nnabbiagig 

ist Folglich ist 17 das Produkt Ton q in eine Funktion von p. Die 
dritte der Gleichungen 15, (3) zeigt, daß die Größe — ebenso wie 
6 und 1} — ungerade Funktion von q ist. Da nun nach Voraussetzung 
die Größen y^^, Yny7n folglich auch die GhrÖßen (tj^, a^^, (s. 14,(4)) 
von q unabhängig sind, so ist «,9 ™ 0 und folglich auch yj, >— 0. 

Bezüglich des l'aiameters p bind bisher keine näheren Bestim- 
mungen getroffen worden. Wir setzen nun fest, der Parameter p sei 
so gewählt, daß i'uiiktcu der Mittelfläche, die zur AcjuaLorebene sym- 
metrisch liegen, entgegengesetzte Werte des Parameters p entsprechen. 
In dem Tunkte der Mendiaukurve, der der Rotationsachse zunächst 

liegt, sei ;i == 0; im höchsten Punkte der Meridiankurve sei i)= ^, 

in dem Punkte, der von der Rotationsachse am weitesten entfernt ist, 
sei p ^x. Die genannten 3 Punkte bezeichnen wir der Reihe nach 
mit den Nummern 0, 1, 2. Die Werte, die irgend eine Funktion f 
Ton p in diesen Punkten annimmt, bezeichnen wir mit /J,, /*,. 

Die Punkte 0 und 2 sind die Endpunkte der SymmefarieachBe des 
Oralfl, im Punkte 1 ist die Tangente der Symmetrieachse paralleL r und 8 
sind periodiache Funktionen von p mit der Periode 2x, voiä swar iat r 
gerade, £ ungerade Funktion. 

Die Yerrüdningskomponenten 9 und tind gerade Funktionen 
Ton p, w ist ungerade Funktion Ton p. 

Nach der oben getroffenen FeeteetBimg iat ^ »■ 0 IQr j»>-0, g—O. 

18« httegroHon der IHffermtialgleichungm des JProUms. — Die 
Integration der Differentialgleichungen der TJartjaiffitefeeorie Torlanft 
im Torliegenden fUl inni&diat ebenso wie im Fall des Ari 16. Wir 
erhalten annSehat (Gleiefanng (4) des genannten Art.) 

i;>^-_|H-i-Conat. 
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Damit im Pimkte 1 , wo atetög bleibt, muß der Ausdroek 

auf d«r rechten Seite in dieeem Punkte ▼«nehwinden. Es iit also 

(1) y«--|F''(r^-'i)- 

Am der GHeiehtmg (s. 16, (3)) 
einübt ndi 

(2) ru |»"[2pr + ;'.!ii(r«-r»)]- 

Seliieibt UUL in der Pom 

(2») ru — 

BO erkennt man, daß längs des ganzen Ovals stetig ist 
Ans (1) und (2a) folgt: 

(3) H=.^.+---|[2.;: + »,4(;-:(..-^^) + ^:r^=iri. 

Bs ist nun sanachst die Fonkücm zn bestimmen. 

In der partiellen Differentialgleichnng, der diese Funktion genügt 
(14, (11)), Tersdiwindet der Ausdruck anf der rechten Seite^ weil A^'^^O, 
yif'^O und H von q unabhängig ist; das zweite Glied links Ter- 
schwindet, weil Ci^'^O nnd i} lineare Funktion von q ist (veii^ den 
Torigen Ari) Wir erhalten daher (rergl 15, (2)) 

Hierzu tritt nnn eine weitere Bedingung. Ftir |) = * und beliebige 
Werte Ton q Terschwindet die linke Seite der Gleiohnng 14^ (8). Es ist 
daher &ir p^j and beliebige Werte von q 

Den Wer^ den die Deririerte ^ » ^ fflr p — ^ annimmt, be- 
zeichnen wir mit Qh, Die Konstante A ist fllr die Defoimation der 
Bdhre charakteristisch. 

Wir genQgen der Diffsrentialgleichung (4) und den Nebenbedin- 
gungen, indem wir 

setzen. 
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Kam ta^ MS 14, (8) Bit BaaUdit auf Ifi, (S); 

(6) i[«*'>ir-7r*']- 



Sb »i fernat 



Sedflii wir diesen Wert in (7) ein» so folgt: 

Die Größen Og^, nnd bestiipint durch die Gleichungen 
(8, Art 16, (5)) 

Die Qlftichmigen (3) des Art. 15, die die Komponenten der Yenrftckang 
beetimmen, erhalten die Form: 

(9) r'l^ +i'V -.«,., 

(10) 

(12) H-^r .^r2, 

(13) = 

Die letste Gkiehiing des genannten Systems kann weggelassai Verden, 
da sie mit (12) identisch wird. 

Die Gleichung (9) zeigt, daß ^ von q uuabliängig ist Wir setzen 

(> Po + bedeutet den Wert, den ^ fOr p — 0 annimmt^ 

ip ist eine Fnnktion Ton p, die f&r ji » 0 Terschwindet Da ^ » 0 wird 
fürj» — 0, g — 0, so ist^ — OlBr g^O. 
Ans (11) £oIgt: 

(14) + 
wo V eine Funktion ron q bedeutet 
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DüFereatiieieii wir die Gleiehung (10) nach q und eUminiflreB q 
und 0 mitielst der Gkichimgeii (13) und (14), ao ergiVi aich: 

0 ist ungerade Funktion Ton q, dasselbe gilt für t. Demnach ist 

t Coaat ain 

Bezeichnen wir die IntegratioaBkons taute mit xr^^, 80 wird 
(16) - - §[hrtrq - strj sin 

Um die Konstante x zu bestimmen, aetaen wir in der Gleiebiing (10) 
p^O und q^O, Für dieaea Wertojatem der Flanuneter iat ^ -> 0, 

ru SlrU, ^ |L2r, + B;(rJ-H0], (U)««.®) 

fülglich (8): 

> — Ä^'^r^ - - -«iW - 'S)) 

Eine einfache Rechnnng eigibt 
(16) + i + 

Alu (10) folgt mit Bfldniclit aaf (16): 

(") ♦-^ + |l*n'— «»J«»«* 

Insb^ondere ist für <* 0 
(18) - |xf{(l - cos ä). 

Multipliziert man die Gleiehong (9) mit (13) mit ^ nnd 
addierti ao folgt: 

alao da fP^O fUrp — 0: 
Nim M (6) 
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Dnroli partiell» Integntion g^t der Ansdruck auf der rechten 
Seite in 



^t) - hf\9^'^ T + ~ ^^^^ 



über, wobei in berfiokiichtigeD ist, daß r' «• 0 im Punkte 0. 
Wir erhalten somit 

« - i (ff- BCi +fz 'f. dp - iTTcAn + 'j- (fl- E^dp. 

0 0 

Bevor wir in eine DiBkoarion der entwickelten Formeln eintreten, 
iat ea notwendig, die Konstanten h und x zu berechnen. 

19. Bestimmmuj der Konstanten h und x. — Es ist zweckmäßig, 
zur Bestimmung der Eonstanto h als ersten Parameter die vom Punkt 
0 an ge^hlte Bogenlänge der Meridiankurve zu wählen. 

El war k der Wer^ den der Quotient ^ im Punkt 1 annimmt^ 

nnd ea ist (18, (3)): 

|.t |A 

Wir aetaen ^, * — ^ und erhalten 



d9 



H dz 
r 



Im Punkt 1 ist ^ =» 0, ^ — 1| g^i foigüch 

AVir drückoii zunächst die Derivierfcen von r und jer durch die 
Krümmung It und ihre Derivierten aus. Es ist 



dir _ d*»dr 
d9 " 4»* dB dPd$* 

d*R_d^dg dHdr d^d^ _^ä}r^ 

<!»• d«« d# d«* dt d«« d«» d»» d«« ' 
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a*r dr (Pz dz q 
d'rdr d'^z dz m 

Folglich 

Sodann iiife - - ff, folglioh 



dzdip d*g Q dr 



ded*^ 
da 



d'^ . ad'sd^p d*t g d«r . q/M> 



(3) 



dzd*ip nd*sd*^ nd^zd"^ d*z „ dV ^d'rdr 

Für die Werte der Funktion i) \\m\ W^nn- Derivierteii im Pviiikt l 
ergeben sich somit bei Berücksichtigung you (2) die Qleichungen: 

Sotsod mt diese Werte in (1) ein, flo eihalteii wir: 

(4) ^"-i^iijDt + i:^!^^) 

Damit ist auch die Konstante x bestimmt (s. Gleichung (16) dei 
vorigen Art.). 

Die Differentialinvariante, die in dem Ausdruck von h als Faktor 

Yon r, auftritt; 

T 1 1 {dR\^ i 1 d^S 

hangt Ton der Krflxnnumg und üuran Derivierten enter imd imiter 
Ordnung ab. Im Berfihnmgspunkt von zwei Kurven, die lidi fOni^uiUig 
berflhren, hat daher diese InTsriante für beide Enrrea densdheii Wcrt^ 
üm die Abhängigkeit der Inyariante J tob der KrflmTnnng der 
Karve genan m ttberseheiiy bereefanen wir J filr einen belieibigen PnnU 
einer EUipse. 

Die Koordinaten eines Punktes der EUipse stellen wir in der Pom 
asinj9, 6cosp dar. Es orgibt sieh 

g* — &*coa 2p ^ (g* — fr*)» ain* 2j) 

55 V • 55 7^' 
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Hier irt «' — ya* oos' j» + 6* Bin'i»! Der absolute Wert Ton J* ei^ 

meht in den Endpnnkten der Aeheen ein Meximnm, mid swar ist in 

^« 

den Endpunkten der a- Achse J = , in den £ndpankten der 
5t ^« 

^-Aehse • Wenn der Abatamd der Bohrenfläche von der 

BoUtionBacbse gegon die Dimendonen des Querschnitts der FlAehe 
ein%wmftßen groß ist, so sind für die Bestunmong der Größenordnung 
▼on h diejenigen Glieder anf der rechten Seite Ton (4) maßgebend, 
die in multipliziert sind. Man wird daher, wenn es sich danm 
handetty einen mSglidut großen Wert von h su enielen^ den Quer- 
schnitt der Bfihre so wählen, daß er im hOchsten nnd tiefsten Ponkt 
dieeelbe Art der Erllmmung besitzt, wie eine Ellipse in den Endpunkten 
der großen oder Ueinen Aehsa 

Unter der Yoianssetsung, daß J einigermaßen groß ist, erhalten 
wir ftr % und « die NSherungswerte (s. 18, (16)) h = r^J, k^h-i- 1 
-rjcf+l. 

20. Über die Stefigl-eits- und Grenzhedingungen. — Die in Art. 18 
entwickelt<?n Formeln zeigen, daß die Größen y^, y^^, q, ö und w' auf 
der ganzen Mittelfläche einwertig und stetig sind. Da :ihpr die Mittel- 
iiäche eweifacheti Zusammenhang besitzt, so treiiii;u^t die Einwertigkeit 
und Stetigkeit der Doriviert-ou ir' norh nicht, inn die Einwertigkeit 
der Funktion w sicher zu stellen. Hierzu ist vielmehr noch erforder- 

lichy daß das über che Meridiankurve erstreckte Integral ^ w'dp ver- 
schwindet. Mit Rücksicht darauf, daß w' gerade Funktion von p ist 
und daß die Derivierte r für p = x verschwindet, kann mau diese Be- 
dingung auch durch die folgende ersetzen (18, (19)) 

n n ^ 

0 0 

Im allgemeinen ist der Periodizitatsmodul 2tr, von Null ver- 
schieden, daher sind im allgemeinen Falle die Voraussetzungen, von 
denen wir in Art. 9 ausgegangen sind, nicht znlassig. Wir werden 
aber im folgenden nachweisen, daß der Querschnitt der Rühre in mannig- 
faltigster Weise so gewählt werden kann, daß der Periodizitiitsmodul 
2«'^ verschwindet ; es r^ibt also eine ausgedehnte Klasse von Fällen, in 
denen die hier eutwickelte Theorie Platz greift. Diese Fälle sind es 
gerade, die praktisch von Wichtigkeit sind. Uenn es ist offenbar zweck- 
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mäßig, einer Röhre der liier betnchteton Art, die zu barometrischen 
oder thermometri sehen Messungen dienen eoU, eine solche Gestalt sn 
geben, daß die eintreteuden Spannungen einen moglichet stetigen Ver- 
lauf zeigen — das Wort stet^ im piAktiechen, niclit im rein abstrakten 
Suin genommen. 

Die Unregelmäßigkeit im Oang, die manche Aneroidbarometer 
imgaUf sind wahrscheinlich darauf zurfickzufdhren, daß die hier vorans- 
gesetzten Stetigkeitsbedingungen nicsht erfÜUt sind. 

Bei doi folgenden £r6itenmgen setoen wir Yorans, die Bedingung 
tf, « 0 sei erfüllt. 

Der Druck, den ein auf einem Parallelkreis senkrecht stehendes 
Fföcbenelement des Körpers von der Seite der abnehmenden q her er- 

föhrt, ist ^ s ' ^ wirkt im Sinne der annehmenden q (10, (5)). 

Der Druck, den ein auf einem Meridian senkrecht stehendes Flachen- 
element von der Seite der abuehiQenden j) her erfahrt, ist Wenn 

der Abstand der Bdhre von der Rotationsachse gegen ihre Dimensioneo 
grofi isty so gelten in erster Annihenmg die Werte 

— <ii.<r-n) as, (1)0.(8»))- 

Der in der Richtung der Parallelkreise wirkende Brack steigt also au 
erheblich größeren Werten an, als der in der Bichtung der Meridiane 
wirkende. 

Auf ein Element des Bandes, das anf der Seite der positiTen q 
liegt, wirkt vom Innern des Körpers her die Kraft (18, (2 a)) 

im Sinne der zunehmenden q. Auf den gesamten Band wirkt somit 
die Kraft 

Das recht stt'linndo Integral stellt die Fläche dar, die die Meridiaai- 
kurve einscliiieiit. Der vor dem Integralzeichen stehende Faktor 2 Qi 
ist (Art. 10) — [{PD + (iY)i ^^^^ iiiiii^ wirkende, von der 

Elastizität der Röhre herrührende Kraft ergibt sich also — wie es die 
Theorie erfordert — als entgegengesetzt gleich der auf der Druck- 
differenz beruhenden Kraft (vergl. Art. 17). 
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Für die Yerrilekiuig dm BohranfliidM, das auf der Seite dar 
pontiTen q liegt is ^ «rge^en nefa die Werte (Axt 18^ 



(16) n. (18)): 

tfo " - l^-oCA»-! i^-ß)- sin /3), (»o - + cos ß). 



^ ^1 g^g^i^ die DÜFerenz r, — groß und /I klein, eo erhalten 

wir ia erster Annäherung (s. Art 19 Schluß) — (*o*='^«^'i' 

Es ist somit die Verschiebung der Röhre in tangentialer Bachtong or- 
hebiieh groEer, als die Verschiebung in radialer Richtung. 

Die beiden VenohiebnngBkomponenten haben entgegengeaetete 

Vorzeichen. 

Hat die Röhre im höchsten Punkt dieselbe Art der Krflmmang 
wie eine JBUipie in den Endpunkten der groden Achse, so ist J positiy, 
das Röhrenende weicht, wenn Q j)ositiy, also der äußere Druck größer 
als der innere ist, in tangentialer Richtimg zurück; hat die Röhre im 
höchsten Punkt dieselbe Art der Krfimmung wie eine Ellipse in den 
Endpunkten der kleinen Aehae, ao iat J negativ, daa Röhrenende 
rOckt TOT. 

21. AsMä/f/Mie DmMluHg der Mariäianhwve, — Ea bleibt nach- 
mweiaen, daß der Qoerachnitt der Röhre ao gewählt werden kann, daß 



daa Integral ^ I w'äp Terachwindet Zu dieeem Zweck iat ea not- 



wendig Aber die analytische Daratellung dea Ovals, in dem die Röhren- 
fläche von einer Meiidianebeme geachnitten wird, beatimmte Annahmen 

an machen. 

Eia läßt sich nachweisen, daß Wf notwradig Ton Nnll veraohieden 
iat^ wenn für daa Oval eine Ellipse gewBhlt wird, und soyiel ich aehe, 
kann ter, fiberhaupt nicht yerschwinden, wenn das Oval ewei Sym- 
metrieachsen beeiist; fQr den Fall, daß gegen die Dimenaionen dea 
Querschnitts sehr groß ist, läßt sich dies in aller Strenge beweisen. 
Zn Ovalen mit noT elfter Svninietrieachse, die fQr unsere Zwecke brauch- 
bar sind, gelangt man am ein£Mshsten auf folgendem Wege: Wir nehmen 
eine Ellipse an, deren eine Achse in die r- Achse fällt — ea kann dies 
die große odor dio kleine Achse der Ellipse sein — nnd setzen fest, 
daß diese Ellipse in den Endpunkten der anderen, zur Rotationaaehae 
parallelen Achse das Oval je fünfpunktig berühre. Wir ordnen nun 
jedem Ponkt der Ellipse den Punkt des Ovals zu, in dem die nach 
außen gerichtete Normale dieaelbe Richtung hat Die Koordinaten 
eines Punktes der Ellipse lassen sich in der Form — h eoBp, a mnp 

AxehiT tar XfttliHMtik naA Pbfrik. UL B«lha. VL 18 
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dnrHtelleu. Für die Koordioateu des enisprecliendeii Punktes des OtsIb 
gelten die Diö'erentialgleichtmgen 

(1) r' «> & niLp(l + vm), m' ^aeMp(l + vm) 

und die AnÜEUDgsbediugungen r = rj fürii^y, xr^Ofilrjo — 0. Hief 

bedeutet m eine überall stetige periodische Funktion Ton p mit der 
Periode 2i[ und v eine Konstante, deren absoluter Wert kleiner ist all 
das Maximum des absolaten. Wertes von 1/m. Weiterhin wird die 
Funktion m als gegeben, v als verfügbarer Parameter betrachtet 

Damit die r-Achse Symmeirieachse des Ovals ist» muß m gerade 
Fonktiou von p, abo eine einwerüge Funktion von oos|> sein. Wir 
wollen überdies annehmen, m sei migevade Fimktion von cos p. Dieie 
Amuhme ist fllr die folgenden Betrachtungen nicht wesentlich, fiüurt 
aber sa einer erheblichfiD YereinfiiMshung der Beweise. 

Damit « periodische Fanktion von p sei, ist erforderlich 

0 

in COS j> <fp — 0. Da m ooa|» gerade Funktion von cos j» ia^ so kus 
diese Bedingung anch dnrch 



(2) m coBpdp — 0 



ersetzt werden. Aus dieser Gleichung folgt, daß z ^ a für i> = ^, wie 

erforderlich. Die Differenzen zwischen den Koordinaten eines Punktes 
der Ellipse und des entsprechenden Punktes des OvaU bezeichnen wir 
mit vbucoapf vavBmp. Es ist also 



(8) 



r — r, — 6cos|»(l + VI*), amip(l —w), 

d (II COR «) . div ain p) 

4p msmp, -JL_-i2o--moosi». 



Ans der vorletzten Gleichung folgt, <Ia ^ " ~ dcoap ^^^P* 



« + . cos » — m < 

d cos jp ^ ' 



und hieraas 



M n 

» t 



^ d cos jp ,/^co8 j» S ^ 
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Nun iit 



dp 

P 



s ? 1 

Das zweite Integral Tersch windet wegen (2), folglich ist 



Es bleibt noch zum AnsHnick zu bringen, daß das Oval von der 

zugeordneten Ellipse in den Punkteu^ die den Parameterwerten p^:^'^ 

eniepreehen, fOnfponktig berührt wird. 

Bezeichnen wir daa Bogendiffsrantial der EUipae mit dt, ihre 
KrUmnong mit P. Es iat alao 

r = )/a*co8'|> + fc'sin^p, P«»»^* 

Zwischen den MBen t% P nnd den entsprechenden anf das Ortl be- 
zttglichen Qrdßen 9', R bestehen die Besiehnngen 

(6) -(! + »».)<', fi-rp 



Da m ungerade Funktion von cos p ist, so verschwinden für p = ^ 
die Funktion m selbst und ihie Derivierten ron gerader Ordnung. Wir 
eetaen non fest, für p » |^ sei anoh die erste Deiivierte m'— 0. Unter 

dieser Annahme ist fUr ji ^ 

es tritt also, wie gefordert ist, eine t'ünfpunktigo BerühninL^ ein. Aub 
der eben eingeführten Voraussetzung folgt« daß — f ür |} » ^ end- 
lich und stetig bleibt Die Gleichungen (3) zeigen, daß ti und v 
ebenso wie m ungerade Funktionen Ton eosp sind, und daß fOr |)=» | 

die Quotienten --n- und --r- stetig bleiben. 
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27G t<. ItAtma: 

Stellen wir die Eigenschaften der Funktionen MfU^v mstaattm, die 
rieh ans den bisher eingeführten Yoranssetamigen eigeben: 

1) tn, Uj V sind einwertige und stetige, ungerade Panktioiee 

von co8|); 

2) für p-l bleiben ^ etotig. 

Außerdem wollen wir annolimen: 

3) Das Maximum des abaoiuteu Wertes von r — ist kleiner 
als rj. 

Hierzu kommm die Gleiehangen (2) und (4). 

Für den Beweis, ddl durch geeignete TetfOgong Aber den 
Ptomneter v zum VerHchwinden gebracht werden hauL, reichen dim 
Annahmen ans. Für praktiuhe Anwendungen wird man flberdiei w- 
langen, daß daa Oral eine m^liehat einfiushe Gestalt erbSli üm di« 
SQ erreichen, führen wir eine zweite Gmppe Ton Yoranaaetanngen eia 
Wir nehmen an: 

1) Die Funktionen m und j4— wediseln nur an einer Stelle 

des Intervalls 0, ^ Yoraeiehen. (Em Weehael des Vo^ 

Zeichens muß niiiulestentj eintret/eu wegen (2) und (4).) 

2) Im gleiclu'u Intervall seien die Funktionen n und v be- 
et&ndig positi?, und zwar sei u » 1 für j) — 0. 

Weil » fSr oobj»»0 gleich Nnll nnd flir eosp>0 positiT ii^ 

80 ist j-f^^ fiir kleine positive Werte von cos _p positiv, für cosp^l 

negativ. Dasselbe gilt fQr die Funktion m. 

Die einfachste Fnnktion m, die den gestellten Bedingungen genügt} 
ist ff» 20 cos*|) — 24coB*ji. In diesem Falle wird 

«BÖ cos*|> — 4 cos^p , » «— 4 cos*|>. 

22. Bew eis, daß es Formen des QuerscJmiits güd, die den Voraus- 
sdeungen der Theorie enispreclien, — Wir beweisen nun: nachdem über 
die Konstanten a, h nnd die Funktion m verfugt ist, kann man die 
Großen nnd v in mannigMtiger Weise so wühlen, daß das Int^gnJ 

(20^ (1)) iCg w'dp verschwindet 



(B) 



Führen wir in die Gleichungen (1) und (2) des Art 18 die im 
vorigen Artikel unter (3) angegebenen Werte ein und ordnen nsd^ 
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Potenzen von r^. ist lineare Fonktion von ^ B&i sich — 

dft nach Yawi m o Uu Bg (A, 8 des leidwn Artikeb) dar absolute Weit 
von r — Umnor ab ist — in eine nach eilenden Potenzen Ton r| 
forteoliraieiide Reihe entwiekeln, Dieie Reihe beginnt mit einem von 

r, imahlSngigen Glied. Die Reihenentwiekhuigen Ton H nnd ^\ be- 
ginnen mit einem Glied, das 7\ enthält (vergl. IS, (3) n. (^*\ die 
Reihenentwicklung von w' beginnt mit einem Glied, daa r- enthält 
(?ei^ 18 y (^^))- whalteu somit für eine lieihe der Form 

(1) + C + , 

nnd hieiBQS eigihi lieh Dir 19« eine analoge ReihenentwieUnng 

(2) ,^_(^)H, + (iJ)r. + (C) + '-^ + !f + .... 

In dieser Reihe sind die Koeffizienten gerader Potenzen von r, nn- 
gerade Funktionen des Parameters v, die Koeffizient ♦n nngerader 
Potenzen von sind gerade Funktionen von v. Insbesondere ist (A) 
ungerade Funktion von v. 

Znm Beweis ist zn hemerken: Ersetzen wir in den Gleichungen (3) 
des vorigen Artikels gl* irhzeitig rj durch — r^, p durch — p durch 
:r — p. so treten an Stelle der Großen m, M, v die Großen —m,—u,—v 
und dementsprechend —r,—z' an Stelle von r, e''^ die Großen z, r', s' 
bleiben ungeändert. Bei den angegebenen Yertaaschongen bleiben 

aac^ die GidBen ^ nnd ^ angeinder<> dagegen tritt — an Stelle 
Yon w'. 

Die Koeffizienten ... der ut' dantellenden Reihe denhen 

wir nne nun in Reihen entwickelt, die nach steigenden Potenzen von v 
forfaichreiten. Die Koeffizienten der zweifach nnendlidien Reihe, dnieh 
die zinnmehr w' dargestellt wird, nnd einwertige Fonktionen Ton oos j9, 
und zwar ist der Koeffizient Ton r[v^ gerade oder ungerade Funktion 
▼on cos p, je nachdem die Exponentensnmme t + j eine ungerade oder 
eine gemde Zahl ist, weil bei gleichzeitigem Zeichenweohsel you i\, v 
nnd OOS p auch w' das Vorzeichen wechselt 

Das Ton 0 bis « erstreckte Integral einer ungeraden F^mktion 
TOD cos p hat den Wert Null In der Reihenentwicklung der Große w^, 
die wir durch gliedweise Integration erhslten, kommen daher nur 
solche Produkte r[v^ tot, für die die Summe der Exponenten t +J 
eine ungerade Zahl ist^ w. z. b. w. Nunmehr ist es leichi^ den eingangs 
genannten Beweis zu ftUizen. 
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L. Maukbb: 



Zu dem Zweck erfceilen wir dem Pamneter v einen beliebig so 
wShlenden poeitiTen Wetrt t, der nur der einen Bedingung genügen 
xnuB, daB 1/t Ueiner als des Mmimnm des absolnien Wertes der 
Funktion m ist Sodann wShlen wir die Konstante so groß, daB 
der absolute Wert des ersten Gliedes der Reibe (2) großer ab die 
Summe der absoluten Werte aller folgenden Glieder isi Alsdann lul 
ir, dasselbe Yoizeichen wie (Ä). Diesen Wert von balten wir hä 
nnd lassen v Ton t hvB —t abnehmen. Der Endwert Ton hat^ 
weil (A) angerade Funktion Ton v ist^ das «ntgegengesetste Voneicfaai 
wie der Anfimgswert; folglich muß als stetige Funktion tou p min- 
destens iltr einen swisehen t und — r liegenden Wert Ton v m- 
schwinden. Damit ist bewiesen: es gibt Formen des Quosehnitls, Dir 
die die VoraassetBuigen unserer Theorie erfiUlt sind. 

38. Näherur^sweiae JBesiimmung der Konskmte v. — Im Voran- 
gehenden haben wir nur von den Voraossetzungen (A) des Art. t\ 
Gebranch gemacht; wir ziehen nunmehr auch die Voranssetzangeii (B) 
heran und nehmen überdies an, die Dimensionen des Querschnitts dar 
Rohre suen gegen ihren Abstand Ton der Rotationsachse Ideini ei 
seien also die Halbachsen a, h klein gegen r^. 

Wir erhalten einen Näherungswert des Parameters v, wenn wir 
in der Gleiehung (2) des Torigen Artikels 

tr, = {Ä)r{ + {B)r, + (C) + • = 0 

nur die beiden ersten Glieder rechts beihehalten. Die Gröfien (il) 
und {B) entwickeln wir in Reihen, die nach steigenden Potenzen tod v 
fortschreiten, und behalten von jeder Reihe nur das erste Glied bei, 
also Ton der ungeraden Funktion {A) dus in v multiplizierte Glied, 
Ton der geraden Funktion {B) das absolute Glied. 

Wir haben nun zunächst NUherungswerte für die einzelnen in der 
Gleichung (20^ (1)) auftretenden Gröficu zu berechnen. Es ist 

0 0 

Nach Art. 18, (1) und (2a) ist: 

Wir fttnen hier die in Art 81, (1), (3) und (6) angegebenen 
Werte ein und unterdrflcken sofort aUe die Glieder, die ftr die Be- 
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rechnung nnflerar Nahenmgnrerte nioht in Betracht kommen. Wir 
erlkalten 

V* b 

p (r* — r}) — — ~ ig p[2r|i cos p(i vu) — 6* coa'p -j ] 

b* 

— — 2 - [r^ ein // — 1 6 sin 2/> -f vrj M Bin j> -f • • 

- - 2 ^ [rj cos p - J 5 008 2ii 4- (m cos p - . . ] , 

Hier ist im lektoi angeiohneibenflai Glied lechls toh der Identität 

, du 

« — «4- j • cos», 

d COB j» 

dutanp du . • du 

— j — ^ — neos»— . sin"» — «cos « — 3— — 
dp *^ dcoap ^ aoMf> 

Gebraneh gemacht Wir liaben fiamer 

Folglich 

2s'd]p[»'^^^~^^1 

^^[rt^P-i^^^P + «""i cot I» - -f • •] • 

Sodann ist 

r - , - [fi - 6 cos + • •] - -jr-^ -ab , 

demnach 

(») s^h(«'-»o.«*j»-K«'-»o««'p-i6'-»^.^',l" j •] 

Ferner 

(2) >V - «1«' + - - ^?^t(a« - fe«)coB«|» + 6^ -i- •••]. 

Daraus ergibt sich 
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Nun ist 

rr' & . r 1. 1 ^ X b* , 



r, — i cos i>. 



Folglidl 



(4) «^[^(«t-t«)^-3r,(a«-d^6 

Ferner ist (Art. 19) 



Folglich 

(6) «A'.y + ^CÄ-ÄJ 



du "I 



Endlich iit (18, (8) o. GL (1) dieee« Ali) 

5 ^.-.acMiijj ^....--ftjgri p 

Wir erbaltflii alao mit Bflekncht danni^ dftfi das Ton 0 bis « <r 
streckte Integral einer angenden Funktion von ooe j> Tenchwindet uad 
das Ton 0 bis « entieckte Integnl einer geraden Funktion dwa 

Doppelten dea Ton 0 bis ^ erstreckten Integrals ist (vergL aoch 

31. (2)) 



(6) M>. 2^.ripJ L_j^_ + pj^Jd, 



- i M L<* + « * cos^pj''^* 

0 



Digitized by GoogI( 



über die Deformation gekrümmter elasiischer Platten. 381 

Wir 88te«n rar Abkfirrang 

wo non L und M von r] nnd v unabhängig sind. Nach Yonussetxung 
(Arfe. 21, B) tbid die beiden Funktionen m und , an der unteren 

\ ' f d cos p 

IntegTstionsgrenze negativ, an der oberen positiv und wechseln im 
Integrationsinterrall nur einmal das Vorzeichen. Ferner ist (Ali. 21, 

(2) und (4)) 



Da die Funktion im Integrationsinterrall bestandig zunimmt^ 
80 ist das Int^pral J - mcoapdp positiv. Ist a^b, so nimmt 

0 

im Integiatioiiiüiterrall die Funktion 4 — beetibidig 

* ya* co8*|> -|- 6* sin^p 



"i 

«u, daher ist das Integral / p^^^ - fitosp ^^^o^idlB poeitiT. Darane 

0 



folgi: fBr a > 6 ist L posiilT. Dioa gilt aneh noeh für a & 

Ist a<,hf 80 kann das Yoneidien Ton L nicht Ton Tonihereui 
beetimmt werden. Es ist aber leicht an sehen, daß L filr sehr kleine 

Werte des Quotientsu j negativ wird. Bezeichnen wir nämlich mit 

den Wert von Pf &r den = 0, so ist das erste Integral auf 

der rechten Seite der Gleichung 

n * 

* I» * 

t'cM'pdeo»p ~J t' p d CM p ^ ^ t' CO»* p dcotp ^ 

negativ and wachst dem abBoIuten Wert nach über alle Grenzen, wenn 
man den Wert von h festhält nnd a gegen Xull konvergieren läßt; 
das zweite Integral rechts behält einen endlichen positiven Wert. 
Folglich hat das Integral links für hinreichend kleine Werte von a 
einen negativen Wert, und dasselbe gilt fOr Z«. 
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L. liADUBt Ober die DdtaMMtioa gelattnuiiter elaatiadier Flfttten. 

Aus 6m Idontitöt 

^ (a*~5«) co B»p + y h tt'-r« 

-:"+''-.^,(*-^) 

p-, (" - ';•) =/('' - n * - - • 

Wir erhalten somit 

ä" 

0 

Jtf bat dasselbe Vorzeichen wie a* — h*. 

Die Größen /> und M haben also sowohl in dem Fall, daß a > 6 

als aiteh in dem Fall, daß a < 6 und ^eidueitig der Qnotient ^ 1dm 
uL dasselbe Voneichen. 

1 Af 

Nun ergibt die Glacbnng i/?, — 0 in erster Aonfihemng v =- — -j , 

i's ist also V negativ. Demnach ist das Oval, in dem die M'-ridian- 
ohene die Kölire schnpidft, auf der Seite der HotationBachse abgeplattet^ 
auf der entgegengosetztiu ISeite zugespitzt. 

Mttnchen, im September 1902. 
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Znr Tlieorie der Krtinmiuiig nach den Methoden der dar- 
stellenden Geometrie. 

Ton €. Heumait in Stooidioliii. 

Die KenDtnis der Krömmungsverhältnisse einer Kurve gibt nicht 
nar ein tieferes Verständnis fiir die Form derselben, sondern ist auch 
fflr die zeichnerische Darstellung von praktischem Nutzwert. Somit 
muß anch die dargtelleude Geometrie die Krümmungstheorie in den 
Bezirk ihrer Entwicklungen hineinziehen, wie es auch längst in den 
größeren Lehi Inn In'ni geschehen ist. Die dabei verwendeten Methoden 
sind von sehr verschiedener Art; meistenteils sind sie aus anderen, 
wenn auch verwiuidten Zweigen der Ereometriischen Wissenschaft — wie 
der Difierentialf^eomefcrie, der Kmematik oder der synthetischen Geo- 
metrie — entliohen. Obschon die irf^wfiüsi'hton Einzelresultate dadurch 
vollständig aliL^deittt werden köimon, scheint mir diesps VerfiElhreu 
nicht ganz befno.ligend zu »ein, und zwar aus zwei (Tründi n 

Erstens scheinen diese Methoden dem elementaren I ntemcht nicht 
t^nii/. gut angepaßt werden zu können. Die nötigen Vorkenntnisse aus 
ifgi'iid einer der erwähnten Disziplinen zu entwickeln, ist für den frag- 
lichen Zweck zu umständlich; dieselben vorauszusetzen, paßt auch 
nicht fftr die meisten Lehrpläne. Die elementar ;ingelegten Lehrbücher 
gehen daher meistenteils an diesen Fragen ganz stillschweigend vorüber 
oder begnügen sich damit, einige besonders brauchbaren Ergebnisse 
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C. Hkümam: 



olm» AUntmig uouffllireii, wm in einer exakten WiiBensehaft «Mi 
unerfreulich anfßUlt 

Zweitens wiid nadi meiner Meinnng die Eigenart der daratellendeii 
Qeometrie dnrch die erwiihnten MeÜioden nieht gebtduend berAck- 
riehiigi Die darskelle&de (Homefarie leitet dnreh ibie Aindamenldflii 
Operationen: ^rojünarm, Sehneidm, JhwtMn, ans den einfiwhet defi- 
nierten Gebilden — seien ee Enrren oder Fliehen — andere wenigar 
einfiEM^ie Gebilde der genamiteii Gattungen ab. Will man dann andi 
die KrfinmrangseigeniQheften in Betraeht mEkm, ao eebeint die nattti^ 
Hohe FrageateUnng diese sa sein: Wdehe BaridmHgm fwMidbi die 
Enimmmgm mßekr GebHäe, die durdt irgend eme jener OperaUoHm 
aus einander äbgdeUd sind? Eine Untetsuehung der Krttmmnng in 
eeht daratellend-geometnediem Sinn mnA aomi^ scheint mir, die Be- 
antwortung dieser Frage in den Yordeigrond BteUen nnd sodann aas 
den angestellten allgemeinen Bemehnngen die Eigebniise in Einiel- 
fallen ableiten. 

Inwiefern dieser Voigang mit der Forderung elementarer Hilfr- 
mittel in EinMang gebracht werden kann, lasse ieh dahingeeteltt sein; 
die folgenden Zeilen wollen allerdings als ein Yersnch in dieaer Bich* 
tmig beurteilt werden. Von einer sehr bekannten planimetEuehen 
Fcmnel au^hend, leite ich annachat die ErOmmungabesidiungea bei 
der überaus wichtigen OrÜujgand^projddim ab (!•), und suche dann 
durch einige Beispiele die Verwendbarkeit der eilialtenen Formein so 
zeigen (1*, 2«). Gelegentlich wird dabei auch die etnfiwhe Besiehimg 
bei der Ahwiehdttnff als ein Folgesata erhalten (1. e.). In der Fort- 
setznng gehe ich zur Betrachtung allgemeinerer Ptq/ektionsetieoL Uber 
(3.); endlich aeige ich (4.)| wie auch die Frage nach den Krümmungt* 
beziehungm beim Schneiden einer Flache in besonderen Fallen — nfoor 
lieh fQr Amtliche abwickelbaran Flachen — durch denselben Ansati 
erledigt werden kann.^) 

1« Den Ausgangspunkt der folgenden Entwickelungen bildet die 
elementare Formel für den Radius des Umkreises eines Dreiecks: 



wo a, h, c die Seitenlange, A den Flächeninhalt des Dreiecks be- 
aeichnen. Aus dieser kann zunächst die Beziehung zwischen dsr 

1) Mein verehxier, ehemaliger Lehrer. Lektor P. Henrique«, ab desMo 
AsaiBtent ich jetsi wirke, liat seit einigen Jabrou mehroro der nachstehenden Ab- 
leitongen in seine Torlerangen ia der hiesigen tedmisehtti H^hfffh^ilft snf- 
genommen und sich auch für die vorliegende PaUünftion deiMlbea gettUigli 
intereanezt« wofOr ich ihm hier ergebenai Dank sage. 
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Krümmimg doer Kvire und dojanigw üirar cf^cgonalen JhnqjdtHon in 
entoprediflnden Punkten in einfMher Art abgeleitet weiden. 

Es werde irgend eine Karre Jb in die Enrro der Fkojektiona- 
ebene TT orthogonal projiziert (Fig. 1.) Drei Ponkte P, Q, R der 
Kiawe 1s projizinen noh in drei Ponkte 
^if Qu A ^ Kuire i^. Betimokten 
wir den Umkreis des Dreieeki FQR 
(Seitenlingen a, h, e, Flaeheninbalt A) 
Bowie deigemgen dee DieieekB PxQt^ 
(Seitenlingen a^, h^, c^^ Flieliednlialt 
Aj), so haben ihre Radien r, nach (1) 
dae Verhiltnie 



(2) 



r a b c ' A 




Fi«. 1. 



Lassen wir jetzt die Ponkte R 
eich nach P bis zu unendlicher Nahe 
hinbew^en, wobei auch die Projektionsponkte Q^^ It^ nach fort- 
rQcken, so gehen die erwähnten Umkreise in die Erfimmungskreise 
der Kurven k und A'^ über. Zugleich nehmen aber die Strecken QR^ 
RPf PQ alle die Richtong der Kurventangente im Punkte P an, während 
die Ebene PQR in die Schmieguugsehene flbergeht, oder — falls 
h eben ist — mit der Ebene der Eorre fortwährend snisanunen- 
fidlend bleibi Somit ergibt aidi awisehen dem Erfimmungsradins ff 
einer Eorre h ond dem ErQmmnngsiadiQs ihrer orthogonalen Pro- 
jektion in entsprechenden Punkten ans (2) die Besiehung 



(I) 



cos* Of 
C08 m ' 



worin « den Neigungswinkel der Tangente^ a denjenigen der Schmiegongs- 
ebene (bezw. Ebene) der Originalkarre im betreffenden Punkte gegen 
die Projektionsebene bezeichnet. 

Von dieser allgemeinen Formel erwähnen wir zuerst einige 
speziellen Fälle. Ist a = 90**, was fÜr dne Kurve doppelter Krümmung^ 
bedeutet, daß die Schmiegungsebene senkrecht oder die Binoriiiale 
parallel zur Projektionsebene steht, so gibt (I) = oo, d. h. die Pro- 
jektionskurve hat im entsprechenden Punkte im allgemeinen einen 
Wendepunkt. Nur wenn auch a » 90^ ist, d. h. wenn die Tangente 
senkrecht oder die Normalebene parallel zur Bildebene ist, zeigt 
die Projektionskarre in der R^el einen Räckkehrpunkt vor, indem 
Qt w^en der größeren Potenz im Zähler im allgemeinen gleich 
NuU wird. 
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Besonders her?orznheben sind aber die Formeln, die ans (I) her- 
TOrgehen, wenn entweder die Tangente oder die Hanptnormale der 
Knrre zur Projektionaebene parallel wL Wir erhalten so die beides 
folgenden UaaptfäUe: 

«) Die Tangmk der Kurve k ist mir JPrqjMmedfene ptmM, Dabei 
ist tf^m, nnd es ergib^ sidi 

WO o sngleich die Neigung der Hanptnormale gegen die Pftjiktieitt- 

ebene angibt. 

ß) Die Mempinormaie der Kurve k ist gur FtqjekHmisebetie paniBd. 
Dabei iat a^a, nnd es ergibt sich 

(1/9) 9l 9 "* ^ COB* 0. 

Diese ein&chen Belationen sind von häufigem Gebranch. Als Bei* 
spiele greifen wir hMBus: 

a) Die Scheitelkrümmongsradien einer Ellipse. 

Ein Kreis werde iu eine Ellipse mit den Halbachsen a, h orthogonal 

piüjizierL Dabei ist^ — coso> — ^. In den Scheitelpunkten der 

Hauptachse tritt der Fall fi) ein, nnd es wird nach (I/I) ^ ^'(r) 

— — ; iu den Scheitelpunkten der Nebenachse dagegen liegt der Fall a) 

ha* 

lOT, und es wird nach (la) *~y> Oder: Eine Ellipse 

mit den Halbachsen a, h werde in «nen Kreis projiäert Es ist 

(}, = 6, cos o = - . Bei den Scheitelpunkten der Hauptachse liegt 
der Fall a) Yor, und es wird nach (Xa) cos lo — ^ ; bei den- 

jenigen der Kebenachse hat man da- 
gegen den Fall ß\ nnd es wird nach Qß) 

cos*a> o ' 
[Wehren der Wichtigkeit der frag- 
lichen (jtrußeii lür praktische Zeichnung 
mag hier uock eine einfache Ableitung 
T'latz finden, deren Kern allerdings 
einem anderen Ideonkreise angehört. Im 
Punkte H der Hauptachse ÄA^^ und 
in der Nähe des Scheitelpunktes Ä er- 
richten wir eine Senkrechte, welche die 
Ellipse in E, und den über der Hauptachse als Durchmesser be- 
schriebenen Kreis in Ä", K^ schneidet. ^Fig. 2.) Der Umkreis de« 
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DraieckB AEEi geiht^ wenn H nach Ä fortrUckt, in den ErOmmungs- 
kreifl im Seheitel A Aber. Eb ist aber 



HI 



AH HI 



HA^ JLH'HÄ^ 



HE* 



tmd 



lim 2a; limfl^I-?^«; 



mtUlin bekommen wir 



— » wm -5 und p- «- — , 



Wie zuvor, (ianz aualog kaim die Ableitung bezüglicli der Sckeitei 
dw Nebenachse geführt werden.] 

b) Der Krümmungsradius der gemeinen Scliraubenlinie; die Sclieitol- 
jErfimmnugnadieii der Sinosknrre und der Cykioide. 



/ 

• 

• 

/ 


A 








■ 

' ■ 


t 

■ Mf 






^^^^^^ 1 
1 

^ « 

/ ^ 

f 1 

< 



lüg a. 



Eine gemeine Schraubenlinie mit zur Gi uiulnßtl)ene senkrechter 
Achse sei in Fig. 3 in Grund- und AuiiiÜ ahgebildet. Es sei r der 
Hadiüs des tragenden Kreiscylinders und /J der konstante Neigungs- 
winkel der Tangente gegen die Grund] Ij- bene. Die orthogonale Pro- 
jektion der Kurve auf diese Ebene ist im Krei.s, für den p, - r; die 
Hauptnormale ist m jedem Punkte zu der genannten Projektionsebene 
parallel und a w = /j; somit wird nach (I/jj der Krümmungsradius 

der Schraubenlinie in jedem Punkte p = ^^it^' 
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Die Aufrißprojektion ist eine Sinuskarve, deren Krfiramungßradius 
im Scheitel S" leicht bestimmbar ist Es ist nämlich die Haapt- 
normale der Schraubenlinie im entoprechenden Punkte auch znr Auf- 
lißebeiie puraileL und der Neigongiwixikel der Tangente oder der 
Schmiegungsobene gegen die £bene oc o *» 90® — ß. Also wird nach 
(I^) der gefachte Radius (>i «> p ein* oder, wenn der soeben ennitielte 
Wert Ton q eingeeetst wird, pi r tg* /i; die Konstmkfcion ist in Fig. 3 
eingetragen. 

Bei einer Lichtrichtung, die zu der Tangente in einem Punkte 
P'P" parallel ist, wird bekanntlich der Schlagschatten der Schrauben- 
linie auf die Grondrifiebene eine gemeine (gespitste) Cykloide, deren 
ScheitelkrümmonfpmiditiB wir noch bestimmen wollen. Zu diesem 
Zwecke f^dhren wir eine Ebene E (e|, ^) ein, die gegen die Licht- 
richtong senkrecht steht. Der projizierende Lichtstrahlency linder 
schneidet diese Ebene in einer Kurve Ä*^, die als gemeinsame ortho- 
gonale Projektion der Schraubenlinie und der Cykloide auf die Ebene 
E angesehen werden kfuuL Der Punkt R{Ii'fE") auf der Schrauben- 
linie, der dem Scheitel der Cykloide entspricht, mag sich in den 
Punkt Jl^ der genannten Ebene projizieren; es seien p, p^, die 
Krümmungsradien der betreffenden Kurven in diesen Punkten. Be> 
trachten wir erstens l\ als orthogonale Projektion der Schraubenlinie 
auf die Ebene E, so liegt in den entsprechenden Punkten JR, der 
Fall ß) vor; es ist « cj - OO«» - 2/3, mithin = p-sin« 2ß. Be- 
trachton wir zweitens A-^ als orthogonale Projektion der Cykloide auf 
(Jif.RPlbo Ebene, so liegt in den entsprechenden Punkten R^, B^ eben- 
falls der Fall ß) vor« wobei « o> »- 90^ — ß ist, mithin »p^sin*^. 
Also wird 

was zu eruiittfhi war. 

c) Als weiteres Beispiel leiten wir die Beziehung ab, die zwischen 
den Krümmungsradien p und Qq in entsprechenden Punkten zweier 
Kurven k und 1:^ besteht, von denen die letztere eine Verwandelte der 
ersteren ist, d. h. durch AhtvicJxchmy einer die Kurve k tragenden ab- 
wickelbaren Flache in eine Ebene aus dieser entstanden ist 

Es seien (Fig. 4) CD und DE zwei- auf einander folgende Ele 
mente der Kurve /.-, T und A diejenigen Berührungsebenen der Flache, 
die diese ElLuieiite bezw. enthalten, und d die Schnittlinie der ge- 
genaunten Ebenen oder die durch D gehende Erzeugende der näche. 
Bei der Abwickelung rotiert die Ebene A um die Gerade «i, bi? »i^T 
in A enthaltene Elementarstreifen der Fläche in die Ebene V gekagt 
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ist. Dabei gdangt der Puikk E in eine neue Lege E^, die wegea 
der Ekinheit dee Drehnngewinkelf mife der orÜhogcmalen Projektion 
dee Panktee £ snf die Sbene f ab stuammen&lleiid betrachtet werden 
kamt Ee iai alao die Fignr CDE^ mit der Fignr zweier aof einander 
folgenden Elemente der Enrre kongraent und aoi^eh ala die ortho- 
gonale Fkojektion der entipreohen- 

den Elemente der Enrre h aof die t/^^.— """T^ 

Ebene rtahetraehten; da das eineEle- / ^^^•^^--^\ '//^ 

meni in der Projdrtionaebene aelbet / ^-^'^z' \ff / / 
gelegen uA, liegt der Fall ä) to, nnd / ^ / 

wir bekommen eogleieh nadi ^«f) / ^^l'^^.*^ / 

(U) " JS^z^—J 



Bier iet o der Neiganggwinkel 

swiaeliiHn der BerOhnngBebene der abwickelbairen FlSehe und der 
SehmiegongMbene (besw. Ebene) der Knrre jfc im betraffenden Fünkte. 

Unter den Anwendungen dieser Formel aind beeondera die folgen- 
den sa bemerken, die rieh aof die Einaelwerte 0 = 0 nnd o«-90^ 
beliehen. Für eine ToHt^eiiteMfM^ ist die BerQhnmgBebene anrieh 
Bduniegongsebene der QrdSxm»y also iat ftr jeden Punkt dieeer Karre 
a ^ 0 mid 9« = d. h. die ]&llmmimg der GratUnie bleibt bei der 
Abwiekehmg nnTerlndert. — Die Verwandelte einer ^eocZofMeM Lmte 
mn0 ala Qerade in jedem Punkt einen Srammmugaradina ^ — oo haben, 
mithin gibt (II) o-i90*, was filr abwickelbare Fliehen die Haupt- 
eigonaehaft der Oeodätisehen beweiat, daB die Hanptnormale mit der 
FlScheamormale beetindig anaammenflaii Bei anderen Ftaehenkorreii, 
wo dio a ee nur in einaeben Ptankten der Fall sein kann, geben solche 
Punkte sn Wendepunkten der Yerwaadetten Tennlasanng. 

Wir kehren jetat sn der allgemeinen Formel (I) zurttck, welche 
wir benntaen wollen, um den Wert des KrQmmnngaradina in einem 
beliebigen Punkt einer EUipie an ermitteln. 

Ein Ezeiaeylinder mit dem Badiua ( stehe mit lotrechter Aehae 
auf der GzundiiBebene TT und werde Ton einer Ebene E geacfanitten, 
die mit TT einen Winkel m bildet. Die Sohnittkurre ist eine Ellipee, 

deren Kalbachsen a — ^ • und h sind. Wir knüpfen an den be- 

C08 O *^ 

kannten D andelin sehen Satz an, nach welchem zwei in den Kreis- 

cylinder einbeachriebone Kugeln die Schnitiebene E in d«i Brenn- 
punkten der Ellipse, und berühren. (Fig. 5.) Es sei P ein 
beliebiger Punkt der Ellipse und t die Tangente dieser Kurve, sowie 
M die Mantriünio den Cylinders in demselben Punkte. Die Tangente i 

AnhiT d«r AUUi«m»ttk iiad Plijaik. HL B*iba. VI. 19 
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ist die Sehnittlinie swisdhcn dar Slbene E und der BeriÜuimgiMibenft B 
das Cylindezs längs m; diese Eben« B berflliit racli die beiden Eogib 
in den Pnnlctan Kg nnd Kg benr. Wenn aber sirei BerUbningiebeiMn 
einer Kngel — wie bier E nnd B — gegeben lind, lo mttoeen die 
swoi Geraden, die von irgend einem Pnidrte der Schnittlinie nadi dm 

BerflhrnngipiUDkfeeiL ge- 
sogen, werden kdiinwi, 
ndl dieaer Sohnitäime 
denwdben Winkel ein- 
BchlieBen. HierlnU« 
dmnnafth die Mantd- 
linie PK^ nnd d«r Leit' 
ibaU PF, mit dv 
Taugente i denaelbai 
Winkel; ebenao die Ge- 
raden PiS; nndPPf') 
Beieichnen wir mit f 
den halben Winkel der 
XjeitBbflihlen oder doi 
Winkel der EUipatt- 
nonnale mit jedem d« 
^ 5 Leitatrahlen^eoiatdaher 

dar Winkel swiaehen I 

nnd m gleich 90* — 9, nnd fol^oh der Keigongawinkel « dar Tuigante 
mit der Projektionaebene TT gleich 9. Der ErlfanmnngBradiaa q der 
EUipee im Punkte P kann alao nach (I) dnreh die Gleichung beatimmt 

werden ^ 
(8) 




GOB» ' 



oder weil cos <a =- — 

a 

Q coa'y — — • 



Das links stehende Produkt ist mithin fQr alle Punkte derselben Ellipse 
konstant und gleich dem Krümmungsradius im Scheitel der Hanptaehie 
oder gleich der Ordinate im Brennpunkte. 

Nachdem diese Beziehung gefundoi ist^ kann die ganze Reihe be- 
kannter Konstruktionen des Krünunungsmittelpunktes durch einfjAche 
planimetrische Betrachtungen begründet «woden. Die unmitteUMUte 
Konstraktion der Formel (3) nach Fig. 6 — wo P£ die Noraude ii^ 

^* MN^±FF^, N^R±PK, MK±PFi, K der gesnehle 



PJf 



a 



1) Da K,PXt ^e Oenide ist, so folgt beOftuflg die bekanale SlgenscktH 
der Taageate, da0 sm mit den LailskaUeD PF^ , PF, denselbea Wiakel t^Mff*^^^ 
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Krttmmnngsmittelpunkt — wird durch die Beobachtung Ywnn&dii^ 
daß der Punkt auf der Hauptachse liegt es kdaxien dumnmh 
das Absetzen der Strecke PM und das 
Zi«heii der Genden üf^^ onterdriLekt 
W0rdon. 

Übrigeiui beschränken wir uns hier auf 
die Herleitong eines Satzes, der eine Moige 
der fraglichen Eoaetniktionen — und zwar 
die ftinfiichiiten — in sieb faßt und der so 
aasgesprochen werden kann: Dir von den 
Achsen begrenzten Ahschniite der Tangente und dar Normale werden, 
jener vom Kurvenpimkt, fUeaer mm ErümmmgBmUidpmikt m demsdbm 
VerhäUnisse geteilt. 

Es seien wieder P (Fig. 7) ein beliebiger Punkt der Ellipse, F^^F^ 
die beiden Brennpunkte. Die Halbiereaide des Winkels F^PF^ ist die 
Normale r?, welche die Hauptachse 
l'\ im i^unkte iV^ schneidet und 
mit jedem der Leitstrahlen den Winkel 
9) bildet. Die gegen n senkrechte 
Gerade durch P ist die Tangente t, 
weiche die Hauptachse im Punkte 
8chn* i(let. Wir /.eichnen noch den 
Umkreis de« Dreiecks F^PF^-^ dieser 
Kreis wird von den Geraden t, n 
in zwei Punkten Tf,, Nf, bezw, ge- 
schnitten, welche die Endpunkte 
eines Durch^iessers bilden. Wegen 
der Bogengleichheit F^Ni, «= N,,Ff 
muß jener Durchmesser senkrecht zur Gerail' 11 l'\F^ stehen und fäUt 
daher mit der (veriüu^erten) Nebenachse der Ellipse zusammen. — 
Durch die Geraden N^H j_ PN^ und HK L Pli wird der Kriinnuuiigs- 
mittelpunkt K wie früher auf der Norm id.» bestimmt Verlüugeru wir 
jetzt N^lij biß sie F^F^ in Q schneidet, ao lal die Figur N^Nf^F^Q wegen 




vig. 7« 



1) hi einem beliebigen Dreieck ist die Projektion einer Winkelhalbierenden 

*• — l* 

»nf «jna woa demielbeii Sckpnnkt a m g ah a n d e Seite mm ^ wo I die Lftnge 
der Gegenseite, t die Summe der nmfiuienden Seiten des halbiertea Winkels be- 
MäduMt. Ult I— Fjj; — »V«*— »»l^«P+PJP> — Sa wird demnach die 
Projektion der HaUuexeBden des Winkels FgPF, auf PF^ — — , woxans die Be« 

hauptung lolgt 
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der rechten Winkel bei und F, ein Kreisviereck, also '^N^Q^, 
= ^N^F^N,==^F^PN,^<p^^N^RK. Die Geraden N,Q imd RK 
sind demnach parallel, ebenso die Geraden N^Q und T.jT»; also folgfc 
N^K: KN, -= N^R : RQ = T^P: TT,,, waa su beweisen war. 

Die einfachen Konstraktionen des Krümmimgraiittelpunktes, welche 

die Figuren 8 — 13 
mit genügender Deut- 
lichkeit wiedergeben, 
können alle &st un- 
mittelbar auf dif^^en 
Satz zurückgeführt 
werden. *) 

3. Indem wir jetzt 
die Orthogonalprojek- 
tion verlassen, suchen 
wir durch dieselbe Me- 
thode wie in 1. einoi 
Einblick in die ErOmmungsbeBiehongen zwischen entsprechenden Eurreo 
bei allgemeineren Projektionaarten zu erhalten. 

Es stten swei Punktsysteme H und gegeben, die entweder 
beide raumlieh oder beide eben oder das erste räumlich, daa aweile 
eben sein können. Wir betrachten irgmd eine Transformation, welche 
jeden Punkt des Systems £ in einen bestimmten Punkt des Systems 
überfuhrt und Ton der speziellen Art ist, daß jede gerade Punkt- 
reihe des ersten Systems in eine ebensolche des zweiten übergeführt 
wird. Es folgt dann auch für raumliche Systeme, dnfi jedes ebeae 
Ponktfeld einem ebensolchen entspricht. 

Wenn im Systeme E die Gerade g den Punkt P enthält, so muB 
auch in ^ die entsprechende Gerade den entsprechenden Punkt P, 
enthalten. Unter dem Linienelement (P, g) verstehen wir dann eine 
kleine Strecke, die von P ausgeht nnd von g getragen wird, deren 
aber Übrigens nach Willkür angenommen werden kann. Das 



Vtg. 8—11 



1) Die Konstruktionen atammen von Mannlicim, Pelz und Geiaenbeimer 
her. Bezüglich der Beweise bemerken wir, daß in den Mittelfigiiren die mit ci?T 
Tangentü paralleleu Geraden bis zum Schnitt mit der zweiten Achse xu ver- 
Uogeim lind} in den Abbildangai leehts findet man leieht ein mit OT^P (Fig. 7) 
UmHches Ponklgebilde viedor. Die Konatniktionen weiden gewflludiek am dw 
Stein er sehen Satze gefolgert, daB eine Parabel, welche «^ fm von Tangente, Nor- 
male und Achsen gebildeten Viereck einbeschrieben ist, die Normale im Krf«- 
mnngamittelpunkt berührt . Von diescTn Satz kommt man auch sogleicb 2U don 
oben bewiesenen Satz, der aber einfacher und für den Zweck genügend üt. 
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«ntBpndmide Qebfldo in 21^ kt das LiBMoeleinfiiit (P^, ^i), denen 
LSnge T<ai derjenigen der enton Sbedce abliangig iiL Dm YeriiiUnit 
swisebeii der Linge der Bildetreeke und derjenigen der enk ange- 
nommenen Strecke nShert Bich, wenn wir diese onb^giensl TerUeinem^ 
einem bee&nmten Grenzwert X, wel<^n wir den sn dem Luden- 
element {P, g) gehörigen lAngmahdmmgskoeffizimtm nennen. 

Wenn eine Ebene E den Punkt P m ^ enthält, so muß ebenso 
nach die entsprechende Ebene Ej den entsprechenden Punkt P| in £^ 
enthalten. Ist irgend eines der Systeme eben, so kommt als E, bww. 
E|, natOilich nur die Ebene des betreffenden Systems in Betracht Unter 
dem Fliclienelement (P, E; yerstehen wir dann eine kleine ebene 
UScbe, docen begrenzende Kontur in der Ebene E enfludten ist nnd 
den Pnnkt P dneddieBt oder dnrek denaelben geht, aber flbrigena 
nach Willkflr angenommen werden kann. Das entepreidiende Gebilde 
in ist das FBUshenclement (Pi, Ej), das Ton der entsprebhenden 
Kontor in Ej begrenzt wird. Wenn wir jetzt die ente Kontur nnbe- 
grenst T«rengem, lo nihert eich dae YeriiBltnis zwischen den Inhalten 
der in die Ekmente (P^, EJ nnd (P, E) eingehenden Flachen 
einem bestimmten Grenzwert ij, welchen wir den m dem Ftachen- 
element (P, E) gehörigen Flä^hmänderumfskvefßjrieiUm nennen. 

Es sei jetzt k irgend eine Knrre im Systeme P ein beliebiger 
Punkt derselben, t die Tangente und E die Schmiegungsebene der 
Korvo in diesem Punkt, sowie k^, P^, t^, E^ die entsprechenden Ge- 
bilde im Systeme Z^. Indem wir zwo benachbarte Punkte Q, R auf 
der Knrye h aonelmien nnd den Unünds des Dreiecks PQBf sowie 
denjenigen des entspredienden Dreiecks P^Q^R^ betrachteni kSnnen 
wir ofiainbar densdhen Grensflbergang wie in 1. TolIfBhren. Wenn 
wir mit (>, die KrOmmangsradien der Knr?en k, besw. in den 
Ponklen P, bezw. bezeififansny so lenclitet ein, daft wir dnrcb das 
genannte Verfthren zu der Beziehung 

(m) 

geführt werden, wo X den zum Linienelement (P, () gehörigen Längen- 
änderungskoeffizienten, rj den zum Flächenelement (P, E) gehörigen 
Flachenändenmgskoeffizienten bezeichnet. Die Krümm nngsanderung 
ist n]Fo vnn den GeBctzoi fÜr die Längen- und Flachenänderongen in 
einfacher Art abhängig. 

Dieser allgemeine Ansatz ist, bei der oben gemachten Beschränkung 
für die Relie^rspektive, die Zentralprojektion und die Parallelprojektion 
sowie für die allgemeineren kollinearen oder a£dnen VerwandtsohsiAen 
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zrädieD limnlichen oder ebeneii Syrtemen Terwertbar. Wir fUmn üm 
liier für einige ■ponelle FfiUe weiter aafl. 

Bei dTgemflinBT (aohiefer) PanMprojekHon iat ctte LSa^ni- 
Sndenmg fOr ein Linienelemeni (P, g) nnr Ten der tragenden Geraden g, 
nicht Tmi der speziellen Lage dea Pnnktei P in derselben abliSngig. 
Wenn y und die Winkel der entepreehenden Oenden g tmd g^ mit 

der Bicbtnng der FrojekticnuaferaUen besw. be- 
leichnen, BO iet naeh Fig. 14 P, sin « PQany, 
und der Langedinderiuig^kaeffiaient föx daa Limoh 
elemeni (P, g) demnach 

(4) 

— Ebenso ist die FBchenSodernng filr alle Paukte 
derselben Ebene konafeani Zwei entapreehend» 
FBehenelemente (P^ E), (P|, Ej) haben auf eii» 
Fi» 14 gsgvi^ die Bichtang der Projektionsatrahlen senk- 

rechte Ebene dieselbe orthogonale Projektion, d. h « 
ist J.sins — il|8in«|, wenn wir mit die Winkel der Ebenen 
besw. gegen die Pkojektionsriehtong und mit J| die Lihalte der 
FlSehenelemcnte beieichnen. Der an dem FBdiendement (P, E) ge> 
hörige Fliehenanderongiikoeffizient wird denmadi 

Die Formel (1X1) gibt dann nach (4) und (ö) 

sin* y sin f , 
9 ' 8)11* 7j ' sin t 

oder 

(IV) «iS^a.t^^i. 

Von dieser Formel ist (I) in 1. ein apeaieller Fall, der ftr 

yi «1 — 90* eintritt, weil dann y — 90* — «, « — W — » wird.') 

Bei Zmtrcdprojtkiion ist sowohl die Längen- wie die Flächen- 
ändenaig nicht nur von der tragenden Geraden, bezw. Ebene, sondern 
auch von der speziellen Lage des Punktes abhängig. Es seien 0 daf 
Projektionszentrura, (P, g) und (P,, zwei entsprechende Linien- 



1) Andererseits kann — wie wir in 1. b) bei einem speziellen Beispiele ge- 
zeigt haben — das fraglicbe Pkobleia b« dw seiiiefea Ptojekfeton, düdi Ein- 
•chieben einer gegen die Projektionsrichtung senkrechten Ebene, in jedem fiv^ 
liegenden Fall mit der fOr die Orfchogonalpragekttaai aofgeitelltmi Fflsmel ^ 
erledigt weiden. 
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elemente und yj die Winkel der Geraden g, bezw. ff^, mit dem Pro- 
jektionsstrahle OPPi (Fig. 15). Durch einen benadibarten Strahl 
OQQ^f der mit dem ersten den kleinen 
Winkel a einschließt, wird ein zweites Paar 
entsprechender Ptmkte Q, Qi bestimmt Weil 

P^Q^ : OPt — sina : sin(y| + «), 
PQiOP — ama:sm(y + «), 

so folgt 

Pift 0P^ 8in(y-f«) 
PQ " O P ' ffir(y, + a) 

VVeun a gegen Null konvergiert , geht das 

links stehende Verhältnis in den '/um Linienelemente (P, geh&igeii 
LängenMideranggkoethzieaten über, der also den Wert 

(«) * - 

^ ^ OP »in/i 

bekommt. 

Um jetzt auch das Gesetz für die Flächeniiuderuüg abzuleiten, 
betrachten wir zwei entsprechende Fiächenelemente (/*, El, (Pj, Ej). 
Es sei y f Fig- 1^>) die Schnittlinie der beiden Ebenen E und En A 
die durch 0 gelegte gegen s 
senkrecht' Kliene, welche E 
und E, in den Geraden <h he/w 
ffj schneide. In der KKit ut' A 
ziehen wir die durch ^n hen- 
den, mit r/j und d par ilh N n 
Geraden, welche E, Ej in d» n 
Punkten V, hn\\ . V schneiden. 
Als Grund fit^ui in der Ebene E 
nehmen wir ein kleines Rechteck 
an, dessen Seiten zu 5 parallel 
und senkr*('lit sind Die ent- 
sprerhsTidr Figur m ist ein 
Paralleitrapez, in welchem zwei 
8eiten mit .s paruUel sind, während die anderen zwei nach dem 
Punkte V' gerichtet sind. Wegen der kh iiien Dimensionen kann 
das Trapez hinsichtlich der Inhalts l)ereciuiung als Parallelogramm he- 
trachtet werden. Der gesuchte Flächenänderungskoefäzient ij ist dann 
als Produkt zweier Langenündermigskoeffizienten X' und k" gebildet, 
von denen A' die Änderung der mit s parallelen Gmndseite, X" die- 
jenige der g^en senkrechten Uöhenduuensionen angibt. Weil die 




vis- u- 
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beiden Grundseiten m E und parallel sind, ist sogleich nach (6) 

* OP 

^ Die HShen der Figiuraii sind die Abidiilitte, weLehe dmoh Yet- 
langenmg der panllelen Seiten auf d und beetimmt werden; wwui 
der Schnittpunkt swiechan d und der dureh P gehenden Gnuidaeiie 
mit N heeeiehnei wird^ so ist demniidi X" der za dem Linienelemenle 
(N, d) gehdrige LingonSadeningekoeffisieni Also folgt nach (6) 

Et ist aber 

Bin PN V V'Ny _ F'JST, OV PN, PV 
mONiV'" OV ^ OV ' OV" ON Or* 



( 



0A7 OV' 



oder weü OiV, : OiV - OPi : OP, 



Der gesnchte Flichenandernngskoeffisignt wird demnach 



0P.\» OF 



Die Längen OV, OV haben eine einfache Bedeutung; sie sind 
nämlich die Abstände des Zentrums 0 von den Geraden v, v', weldie 
— als Sdmittlinieu der Ebenen E, E^ mit den durch 0 gelegten 
Parallelebenen — in dem gegenseitigen Entqirecfaen der beiden Ebenaa 
als „Yersoihwindmigilinien'' oder Bilder der nnendlieh finnen Geiadei 
auftreten. Anstatt dieser Langen können w» aooh die senkiechtm 
Abstände e, des Zentnuns Ton den Ebenen Ei einfttbren, weü 
OF: OF'— e:ei; also wird andi 

Werden die gefundenen Werte, von l und 71 nach (6) und (7») 
in die Formel (IQ) eingeßetzt, so heben sich die Kuben des Ver- 
hältuiasea OP^: OP gegenseitig auf, und es ergibt sich 

Bin' y e 
^ " ^ Bin' ty* 

waH wir 00 schreiben: 

.y. g, aia' ^ g ein' y 



Digitized by Google 



Zur Theorie der Krünunuag nach den Methoden d. darstellenden Geometrie. 297 



In diMer Fonnd iMnicbnet xuMsh obigon f don Winkd swiacheii 
Ftojektionisfaahl und Karventuigeiite, e doa aenkrecliteii Abttand des 
FrojeUlonnaitnmu Ton der Sduniegongsebene (besw. Eben«) der Kurve h 
Zufolge Ibxer Ableitung ist die Formel gUtig ilir die AbbÜdnng einee 
rimnlielien Efyitoma im Benme dnrcb Relie^enpeUaTe oder fttr die 
Abbildnng emes ribunliehen Syiteme auf eine Ebene dnreb Zentral- 
Projektion^ oder endHdb ftr die eben&lle durch Zentralprojektian Ter- 
mittelte Abbildnng einee ebenen Sjetema anf eine Ebene, die mit 
deajenigBn dee OriginalBjrtan» nioht snsammenfillL') 

Ein beeondere einfiushee Beispiel für die Anwendung der Fomel (V) 
bieten die Knrren anf einem Umdrehnngakegel, da der KieiMobnitt 
als Zentrslprojekfcion einer jeden solchen Knrre fttr die EegelapitM 
als Zentmm betnehtet weiden kann. Ist fi der konstante Winkel 
swischen der Mantellinie nnd der Aehse des Eegek, so hat der im 
Abstand k von der Spitie geführte Ejeiasehnitt den Radius r^Atgfi. 
Es ist dann « y^*^ 90^, ^ ^ >^ ^<dgt fOr jede EegelkiirTe 

wo y den Winkel swischen ManteUinie nnd Enrrcntangente, e den 
senkrechten Abstand der Spitse von der Sehmiegongsebene (besw. 
Ebene) bedentei Für die ebenen Schnitte des ümdrehmigBkegels 
sieben wir noeh den Dandelinsohen Sata herbei, nach welchem die 
Brennpunkte des KegelsehnitteB dnreb berQhiende Engeln bestimmt 
werden können. Wir finden dann sofort — nnd swar dnreh dieselben 
Scblfiase wie Ar den Zylinder in 2. — dafi der Winkel swischen 
Tangente und Leitstrahl auch ^eich ist. Es ist also y ^ 90^ — % 
wenn ^ wieder den halben Winkel swiseben den Leitstrahlen beieichnel^ 
nnd wir bekommen aus (8) 

ff cos ' t tg a. 

Das links stehende Produkt ist somit wie ftlr die Ellipse auch fSr 
jeden Eegelachnitt konstant; aus dieser Beziehung können die Kon- 
straktionen des KrÜTrmnnrr^mitielpunktes fEbr die Hyperbel und die 
Parabel in analoger Art abgeleitet werden, woTon wir jedoch hier ab- 
stehen. 

Wir wollen no<di die Verhälttiisse bei der geodätischen Linie des- 
selben Kegeb knn erwShnen. Es sei P ein beliebiger Punkt dieser 

1) Bei der sentritchen KoUineation zwiscnen zwei in äerselbeH £bene ver- 
einigten Öjatemen Udbt die Flomiel aodi gültig, wenn ^ g«g«n die oben deli- 
mertea Lftaiien OF, OV* verlaascht wecden, welche in diesem lUle noch ihm 
Bedeutong behalten. 
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Klirre; fn. die Länge der Mantolliiim von der Spit/o 0 bis P. Die 
Schmiegungsebene E der Kurve steht senkrecht zur Berühruugsebcne 
dos Kogels; die von 0 auf E gefällte Senkrechte muß daher ihren 
FuBpunkt auf der Tangente haben. Daun wird aber, wie tUe Ab- 
wickelung Hogleicii zeigt, der Abstand e der Spitze von der 
Schmiegungsebene =W8iny und für jeden Pnnkt konstant, nämlich 
gleich der Län^e, die in der Abwickfhmg den Abstand der Spitze 
von der als \ ( rwandelte anftretendcn Cteradeu mißt Bisher gelten die 
Entwickelungen für jede Kegelfläche. Für den Umdrehangskegel 

cL h. 9 Tariiert proportioiiAl dem Eabus der ManteHimenlmiige , di 
die Obrigen Großen konitmt eind. In dem Scheitel wird m » e und 

4, In den Formeln (IV) und (V) dee vorigen Paragraphen and 
swei fllchentlieoretasche Sifase entiMlten, die wir noch besonden herm> 
heben wollen. Dieeelben erledigen nSnüich für einige wicbtige FlSehcB' 
iSunilian die Frage, wie die Fügeneehaftein der Fläche die KrUmimmg 
der Kurven beeinflnsBsn, die auf ihr durch Sdmeidm mit anderen 
Flächen bestimmt werden kSnnen. 

üm die Sätee einfaeher aiuBprechen sn kdnneii, führen wir die 
folgenden Benrantingen ein. Unter dem Krümumiiffsmodtd in einrai 
Ftmkfe P einer Kurve hefiUßkh »ner feslm BuMmng verstehen wir die 

Größe ^ . wo ü der Krüiiimunasradius der Kurve in F ist, wahrend 

y den Winkel der Kurventangente, e denjenigen der Schmiegungsebene 
(bezw. Ebene) der Kurve mit der festen Richtung bezeichnen. — Unter 
dem Krümmmgmodui in einem Ponkt JP einer Kurve l>&nigüch eines 

fesk» Bmftfes 0 vaniehen wir die ChrSße ^ , wo q wieder der 

KrttmmnngRadins der Kurve iai, wahrend y den Winkel swiMhen der 
Kurventangente und dem Strahl OP, e den aenkrecihten Abstand dei 
Ponktea 0 von der Schmiegungsebene (besw. Ebene) der Kurve be- 
aeiohnen. 

Nach den Formeln (IV) und (V) gelten dann die folgenden Sitee: 
Der Rrümmungsmoehd in dm wnAiedenen Punktm emar Kmne 

hegiUfUdi einer feskn Skkkmff mrd dmurA PwaMprojMom im üfBmr 

MUiikmg nidd verämkrt. 

Der EHmmmi0modid m dm versMdenm l^tnklm eher Kme 

hemigU^ eines festen Punktes wird dmk ZenMjpn^jMm vem dweem 

Pnkkk am mcM verändert. 
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W«il aber dabei die projisiarenden SMilen allgemeine Zylinder-^ 
beiw. Kegdflichen eneogeiii bekommen wir die folgenden SUm: 

Bd emer hdutigm CyUnäerflädie Mm die Sr&mmmgmodidH 
sägUeh der EUkUmg der Ereeugenden m iWUm derselben ManMime 
fir alle auf der Flädie liegenden Kwrven stets densdben Wert jr. 

Bei einer hclidngen Kegdfläche haben die Krümmutigsmodtdn he- 
eüglich der Spitze des Kegels in Punkten derselben Mantdlinie für äße 
auf der Fläche liegenden Kurven stets denselben Wert m. 

Wir beir^hien auch eine abwickelbare Fläche allgemeiner Art 
die von den Taugenien einer Kurve doppelter Krümninng erzeugt wird. 
Ks sei (j diese Kurve oder die Oratlinie der Fläche, 0 üin beliebiger 
i-'uukt auf g und t diu Tangente daselbst, die eine Erzeugende der 
Flache isi Wir nehmen 0 als Spitze eines „Richtung8kegel8*^ dessen 
Mantellinien zu den einzelnen Erzeugenden der Fläche bezw. parallel 
sind. Der Kegel und dia Fläche haben die Erzengende t gemein; die 
beiden Elementarstreifen der Flache, welche an t anstoßen, können 
auch als dem Kegel zugehörig betrachtet werden, weil die entsprechenden 
Elementarstreifen des Kegels mit jenen kongruent sind und einen 
Winkel einschließen, der auch gegen den AVinkel der Erzeugenden un 
endlich klein ist. Mithin oskulieren sieh die P'lächen längs der Ge- 
raden tj d. h. eine beliebige Ebene schneidet aus den beiden Flächen 
zwei Kurven aus, die in dem auf t liegenden gemeinschaftlichen Punkt 
dieselbe Krümmung aufweisen.*) Es muß dann auch der Satz gelten: 

Ihi f'inrr aügemeinm ffhfmckelbarm l-bichr hftben äw Krümmungs- 
moduln bezUfjUch eines Punktes O der GratUnw in Vnnliai der durch 0 
gehetulen Erzeugenden für alle antf der FUkhe Uegendm Kurven stets den- 
sdbeti Wert jc 

In diesem Sinne gelten alao die Gleiohangen: 

(VI) für Cylinderflachen - ir, 

(Vn) ihr die flbrigen abwickelbaren FlSdien — " - ^ — m. 

1) Iba kOvate aach die abwickelbace FUche tnh eiimn andeien Kegel ^er- 
gleidiMi, detqjeaigen niailidi, weldier ans 0 die GraUinie projinert, d. h. den 

Punkt O als Spitze hat and die Kam g eatUttl IMeser Kegel hat freilich mit 
der Fläche die Berdhrungnebene lAngs t gemein, welche die SchmiegungsobRne 
der (rratlinic in O ist; entsprechende Klementaistreifen sind aber nicht kongruent, 
und die Flüchen oskulieren Bich auch nicht Vielmehr haben zwei Kurven^ die 
voa danelbea Ebene aas dem Kegel and au der Flache «uifeMlimtten werden, 
in dem gemeiaMunen Amkt auf t KrtnuBangsiadiea, die siob wie $ : 4 ?ei1ialteB 
(Siehe die aechrteh«nde Mitfcetlaag: Übet emige J Srümmmgmg m ie dißften ele.) 
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C. HsDiuir: 



Den Wert ji wollen wir in den verschiedenen Fallen den Krim- 
tnutifjsmodiä det- Fläche iäiiis^s. dor betreffenden ManteUinie nennen. 
Derselbe ist vüllbtändig beetimint, ^vt'nü niaii in irgend einem Punkte P 
auf der Mantellinie die Krümruiiiig einer auf der Fläche liependen^ 
durch diesen Punkt gehenden Kiuve keiuit. Es lieirt :uu nitclisteii, den 
Hauptsclmitt Iii I' zu betrachten, d. h. diejenige Kiirvu, die von einer 
durch P gelegten, zur Mantellinie senkrechten Ebene ausgeschnitten 
wird. Wir bezeichnen mit ä den Krümmungsradius dieser Kurve in P. 
Bei einer Cylinderfläche wird dann schlechthin u ^ bei den übrigen 

Flachen f^^t wenn m die Länge der ManteUinie von P bis nur 

BpitM dei Engels, besw. m dem BerlÜinuigipimkto auf der Qnliljme 
bezeichnet. Bei besonderen Ufichen kann ee einfiHsher sein, andere 
Sdinitte ro befaraohieiny 8. B. bei dem IJmdrahmigikegel den Kj«b> 
sdmiit, wobei man — wie in (8) 8. — findet, daß n für die gau» 
Flache Aonsftmj iat^ nnd zwar tgfi» wenn den Winkel cwInImii 
ManteUinie nnd Achse bezeichnet Dieaelbe Eigenschaft muß andi 
denjeuigoi abwickelbaren Flächen zukommen, deren Richtungsk^tl 
Umdrehungskegel sind; es sind diese die abwickelbaren Schrauben- 
flächen, deren Gratlinien beliebige Schraubenlinien, d. h. geodätische 
Linien auf beliebigen Cylinderflächen sind. Bei diesen Flächen bekommt 
dann m in jedem Punkte denselben Wert cot/3, wo ß der Winkel 
iwischen den Erzeugenden der Flache nnd der fianptiduiittobene d«r 
xugehdrigen Cylinderfiache ist 

Die SXlmmnngseigensehaften einer abwickelbasen Ffiche sind ab 
bekannt anansehesL, wenn der Wert des Krflmmn ngsmodnls l&r jede 
ManteUinie gegeben ist Dieses Toransgesetzt, wird die Krfinimnng 
einer FHohenkorre in irgend einem Punkte von der Richtong der 
Tangente nnd der Sohmiegnngaebene bestimmt Um die Verhiltniiie 
besser an fibersehn, können wir die Ansdrficke fBs den Krttmmnngi> 
modnl in eine sndere Form hringisn. 

Die Lage der Sdimiegongsebene E einer dnrch den Pnnkt P 
gehenden Flichenkurre Jb in diesem Punkte kann durch xwei Winkel 
bestimmt werden, und awar 1) den Winkel y iwischen der EnTvaa* 
tangente nnd der durch P gehenden Eraeogenden, 2} den Winkel v 
awisehen E und der lUshennormale in P, oder swisöhen E und der 
Ebene deejenigen Normakchnitti^ der «üt h gemeinwehaftliche Tangente 
hat Ist 0 die Spitae des Kegels, besw. der Berührungspunkt der 
Eneugenden mit der GratUnie^ und beaeichnen wir wieder mit m die 
Linge der M""**BTi'^ OP, so hat OP anf diejenige Bichtong, die in 
der Berflhrungaebene der FlSehe senkrecht nr Eurrentaiigaile itekf^ 
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die Projektion msiny, also auf snr Sehnuegongsebene senkrecbte 
Richtnng die Projektion m sin y cos was also gleich e ist Bei einer 
Cylinderfläcke ist sine die Projektion, einer auf der Mantellinie abge> 
tnfgmok JBiiilioitsstreeke auf die rar Sduniegnngsebene senkrechte 
Biehtnng, was für m = l aus dem vorigen Ausdruck fließt^ also 
mit^mikytMv. InfoIgedeBsen erhalten wir aus (VI) und (VII) 

(Via) fllr Cylmderilächen = m, 

(VJJa) für übrige abwickelbare Flächen Jj^;^ " 

Ans dieeen Fonneln nehen wir munittelbar folgende SefalÜMe: 

1) Beim Vergleich -vendiiedener Schnitte doch deneelben PtanH 
und mit derselben Tangente, unter denen der Normalsehnitt {v^O) 

mit dem Krümmungsradius auftritt^ finden wir » . Dies ist 
der Meuniersche Satz. 

2) Beim Vergleich yerschiedener Normalschnitte {v — 0) durch 
denselben Punkt, unter denen der Hauptschnitt (y a 90i0) mit dem 
Krümmungsradius r auftritt, finden wir sin' y ~ r. Diea iit der 
für die abwiokelb«ren Flüchen epesialiBierte Eulerscbe Sata. 

3) Beim Vergleich Terechiedener HauptMhnitte durch Punkte lingi 
denelben Mantellinie finden wir 

Ar die GylinderflSehe x •«* conai, 

für die übrigen abwickelbaren Flachen ^ » const. 

Wir sehen aomit, daB der gemachte Aneata auareidii^''um die 
Krflm mungsrerhSltimsee bei allen abwiekelbaien Fliehen ToUstSndig m 
eriedigeu, womit wir hier abbrechen. 

Stockholm, 2ö. Oktober 1902. 
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G. Hraiuui: 



Über einige ErümmirngseigeEschafteü bei abwickelbaren 
Flftchea und bei Kegelknrreii. 

Von C. Heuman in Stockholm. 

Wir betrachten eine allgemeine abwickelbare Fläche F; es sei g 
die Gratlinie derselben, 0 ein Punkt auf t die Tangente daselbst^ 
welche eine Erzeugende von F ist, und P ein Punkt auf t\ da* 
Abstand OP werde mit m bemchnei Durch P gehe eine beliebige 
Flächenkurve k, deren Tangente in P mit OP den Winkel y ein- 
schließt und deren Schmieg uugsebene daselbst von 0 den senkrechteo 
Abstand e hat Es wi p der Erfimmungsradius von in P. Ib 
dem Torigen Anfbatze habe ich aal' geomeiaiflchem Wege bewiesfii^ 
daB die GvSße 



(1) 



fßr alle durch P gehenden Fiächenkurven konstant ist und auch ?oo 
der TiRfre dos Punktes P auf / unabhäns^g; ich nenne m den Krim- 
murujsinodid der Flüche liiufrs d*>r ErzHUgeudcn t. l ln-ii^ens kann der 
Ansdruck (X) in L'ine ande re l'Unu gebracht werden, wodurch der Zu- 
saumienliiuig mit bekannten Flächensätzen zum Vorschein kommt. Be- 
zeichnen wir nämlich mit v den Winkel zwischen der Si bniu'^ning»- 
ebene der Kurve A* in P und der Flächennormale daseibüt, so itt 
e — t» sin cos Vf uuthiu wird (1) 

(2) 



hi dieser Form erkennt maa eine Znsammen&nrang dea Enleradun 
mid des Mennieraehen Sataea mit dem Salae Ton der homothetiadmi 
Änderung des ErOmmnngnadina in parallelen Schnittten ISnga damlbai 
Snengenden« 

Eine gq(en i aenkreehte Ehene in P aehneidet den HanptMimitt 
Üi^ in diesem Punkte ans. lat jt der ErfimmnngBradina tch in P, 
ao gibt (1) oder (2) 

wird aLäo OP oder m gleich 1 gewählt, so wird schlechthin 

— Wir bezeichnen noch mit q^, den Krümmungs-, bezw. Torsions 



Digitized by Googt 



über einige Krfl tn mnngaeigenflchaften bei abwickelbaren Flächen etc. 303 

ndiiifl TOB ^ in 0; iriUilt suni dann m -> so findrt man Uickt, daB 
(4) 

ist. Für den im Abstand gelegten HauptBchnitt ist nämlich 
das Bogonelement gleich dem Produkt von mit dem Winkel zweitf 
unendlich benachbarten Enseagenden oder dem Koutingenswinkel von 
also gleich dem Bogenelement ds^ von g in 0. Dagegen iit der Kon- 
tingenzwinkel yon k^^ in P gleich dem Winkel zweier unendlich be- 
naohbarten Berfibnmgsebeiien von F oder Schmiegongaebenen von g, 

d. h. «> ^> Dorch DiTiston erhalt man « r^. 

iilr eme K^elfluche gilt obiger Satz (1) unverändert; die Grat- 
linie schnirnpft zu einem Punkte Oy der Spitze des Kegels, zusammen. 
Bei dem L nidrchungskegel findet man durch Betrachtung des Kreis- 
schnittos, sofort nach (l) ir = tg/t, wo fi den Winkel zwischen Mantel- 
linie und Atlisc bedeutet. 

Kehren wir zur Flüche F zurück. Wird 0 als Spitze eines 
liicJitumjskcgels angenommen, fio oskulieren sich die Flüchen F und 
längst t\ es hat demuacl^ auch für der Krümmungsmodul längs t 

den Werfc Die Fonn von K, ist von der Lage dear Spitoe nnab- 

hangig; die Erfimmongnnodnhi sind daher f8r F nnd flborall ISnga 
entepredicnden BSraengenden einander gleich. — In dem beaondeiren 
Falle^ wenn g eme Schraabenlinie (allgemeiner Art) ist, wird ein 
Umdrelumgskegel; also iat der Erltanmungsmodnl für K,, nnd aodami 
aneh für F fiberall konstant nnd tg fi, wemi der Winkel zwiachen 
den Tangeoftan der Sohianhenlinie nnd 4en Mantellinien der tragenden 
Gjlinderfliche ist; denn die Mantellinien nnd die Aehae Ton achliefien 

auch diesen Winkel ein. Somit ist nach (4) — in jedem Punkte 

der Gratlinie konstant nnd = tg /i; auf solche Art kann demnach auch 
dieae bekannte Eigenschaft der Schraubenlinien hei^eleitet werden. 

Wir wollen noeh die Flache F mit einer anderen Eegelfl&che ver- 
gleicheni dem Projektionskegel K^, welcher mit 0 als Spitae die Grat- 
linie g enthält Dieser Kegel hat auch t als Mantellinie nnd längs 
derselben die Berllhrungsebene mit F g«nein; wir wollen den Wert 
dea KrflmmnngBmodnla fdr längs i ableiten. Zu diesem Zwecke 
nehmen wir anf g einen zu 0 benachbarten Punkt P an; die Werte 
Ton ^1 y nnd e bezfiglich der Flachenknrve g in dem Punkte P be- 
stimmen nach (1) den Wert von längs OP und durch Grenzühei^ 
gang lange t Ea aei A der kleine Bogenabstand PO; die Projektionen 
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der Strecke PO auf die Tangente, die Hauptnonnale und die Binormale 
Yon g in P seien h^j h^, bezw. Diese Größen können in Potoiir 
Tohea nach h entwickelt werden, die mit den Gliedern 

Imbw. an&ngen (r der Tornonendias yon in JP). Für die Pro- 
jektion des Winkeli auf die Schxniegnngaebene in P gih 

tg — ^ — ~~ i: etc; wegen der Kleinheit Ton \ ist aber y Ton 
und sin y von tg Yo lucht sehr verschieden, Bodaß die Entwickeluug 
▼on lin Y auch mit dem Gliede ^ beginnen mn6. Weil < sohleehtr 
hin M iit, bekommen wir 

und 

Dpr Krümmungsmodul von liiu^s t ist also ^ von dem Werte det 
Kriimmungsmoduls der Flächen und F länp;^ derselben Er/eugenden. 

Weil die Kurve (/ beliebig angenommen werden kann, ist damit 
auch folgender Satz bewiesen: Wf^m n'nr auf einer heliehigeti Kfßrl- 
flächß liegende Kurve g durch die iipitse O geht, so ist das VerhäUim 

^ für die JSume g in O gleich | wm dem Wert det Krikmmmgsmodtdsier 

Kegdfläehe längs derjenigen Mantdlinie, die g in 0 berührt SpentU 
kommt: Für eine Kurve auf einem Umdrehungskegel, die dmtk dk 

Kegelspitsse geJU, ist das Verhältnis ^ daselbst ^ i tg fi, wenn |i da» 

Winl-rl awisehm ManteUinie und Achse bezeichnet, 

Um diee nach durch Rechnung nachzuweisen, aehreiben wir di« 
Gleichungen einer beliebigen Kegelflache in der Form 

(6) d! — «4«, If'^^^p '"V» 

wo «1, «1, drei Funktionen einea Panuaieteni u sind, wdehe die Be- 
dingung St^ « 1 erfUlen mögen. Wir kSnnen dann ala die Bidi- 
tungakoeinna der Tangente einer Hilfikurre deuten, deien Bogenlinge 
u iab Beaeifihnen wir die Riehtungskoainna der Hanptnormalej^ beiv. 
der Binormale duaelben Karre mit /l^, besw. sowie den Kr&mmai^ 
und Toiaionnadina mit q nnd r b^w., so bekommen wir aus (6) 
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über einige KrifanmaDgseigeiuchftfteB bei abwiekelberan FttebeB etc. 305 
wonadi die FtmdameDtalgidfieii der Kegd^idie die Werte bekommen 

^=0, G = l, 

xmd der HanptkrOmmmigBradiiie 

E ^ r 

« — r-^F^»' 

alao weil 9 die Lange der Mentflllini« ist: 

« 

— Eine Emre mal der KegelflSehe wird dnioh die Annaluie v=f{u) 
feaigeetettt Wenn wir die Di£brentiaticm nach u mit Aooenten an- 
deuten, bekommen wir aus (6): 

- «I • Vi + A • 91 + ri (- 3 ^ + 9^ • ») , 

wo tlie Funktionen von « bezeichnen, die für » — 0 endlich bleiben. 
Mithin wird für die Kegelspitze oder v » 0 



-Sa;'*«»'»; 



Die Radien r^^ der Karre k bekommen also daselbst die Werte 
miUiin wird 



1^- 
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Wae sn beweiaen war. 

Stockholm, 25. Oktober 1902. 
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£• Mach. Die Prinzipien der WärmeleliTe. TTistorisrh kritisch ent- 
wickelt. '2. AutIaL.\ Leipzig 1900, J. A. Barth. XIl u. 484 8. gr. S*. 

Seiner Meciiamk Latte Mach die Wärmelehre folgen lassen, dereo 
nraite, niciht wesmtUcih TMAnderte Aitfla||e «rfreididienniM Bcthoii ndi 
wenigen Jahrm nCtig wurde. 

Anlage und DarchfOhning des Buches entsprechen ganz seinem der 
Mechanik gewidmeten Vorganger. Die historisch-kritische Darstellung gibt 
den Entwickelnngsgang der Wärmelehre, und zwar ebenfalls in der Absicht, 
den phjfsiikaliadtm Inhalt des behandelten Gebietes herauszuhebenf ohne das 
Eingehen' anf fein mathematische Stoifo m Teimeiden, namenHioh solcher, 
SU deren Ausbüduag gerade physikalisdie Probleme Anlaß gegeben bab«. 

Wie in allen Mach sehen Schriften, so hier besonders in der Wärme- 
lehre tritt die vornehme, ausgeprils^o Persönlichkeit des Verfassers wohl- 
tuend hervor, wozu vermehrter AniaÜ gegeben ist durch die umfangreichere 
Berllokiichtigung von eilniiiitmsÜieoretiflehen Kragen, die nicht ntir wie in 
der Mechanik eingeflochten sind, sondern zum T«! in hesonderai Ka|iitehi 
bebandelt. Der Verfasser will damit diese Erörterungen solchen Fhjnkieni 
ersparen, die derartige Lektüre nicht lieben. Diese Erleichterung, gewisse 
Teile auszuschalten, ist allerdings in mancher Hinsicht zu bedauern. Denn 
die leider wohl große Zahl deijenigen zu vermiodem, die einer vertieften 
Beirachtnng der Dinge abgeneigt sind, mHisen gerade die Mach sehen 0ir- 
legungen ganz besonders geeignet erscheinen. 

Der Verfasser beschränkt den physikalischen Inhalt seines Buches auf 
die Entwickelung der Prinzipien, gibt also nicht etwa einen bis auf die 
Gegenwart fortgeführten Bericht selbst nur des Wichtigeren. Gar nicht 
«n^Eenommen sind die meohawische Gastheorie nnd die Thsymochenpe. Dm 
Gliedenmg des Inhaltes eitgibt rieh im ttbrigen bei ein«r T<»niebiididi 
historischen Darstellnng in den Hanptzügen von selbst. Demgemäß ist 
zun&chst die Thermometrie besprochen, darauf die Wftrmeverbrt^itung, die 
Kalorimetrie und die Thermodynamik. Schon der erste Abschnitt hat in 
unserer physikalischen Buchliteratur reichlich Gelegenheit reinigend zu wirken, 
denn die BegrüSe der Temperatur und der Tempemtnrskala pflegen in dso 
Lehrbflehem gemeinhin nicht mit der erforderlichen Sorgfalt behandelt m 
werden. So versetzen auch bessere den noch unkundi^/f n Leser durch die 
Art der Darstellung leicht in den Glauben, daß dem (rasthermometer von 
voruherein die Eigenschaft beiwohne, die „wahre" Temperatur zu zeigen. 
Unverkennbar besteht ja hinsichtlich des Begriffes der Temperatur bei dem 
jetzigen Aulban der IVlnnelehre die 8chwierigkeit| daB er schon im An&ng« 
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dngefUut werden mii8 und lOKusagen erit luletit gwu defiaiart w«rd«i 
kuuL me diese Sdiwierigkeit m fiberwinden iil durch fimweis auf die 
nmichst besbeluiideii Zwdfel, ohne dabei aber den Baugrund für das Folgende 
ganz itn<:iclMr ztL auMsheii, dexa bietet die Maohsche DanteUung die beate 

Anleitung. 

Wie sich der VerÜBLSser in seiner Mechanik veranlaßt sah, gelegentlich 
der Beeprediimg der fbnneUea Botwieklung der Mechanik die GrüidsOge 
der Variationareehmiag m behaadeln, lo ^fat ihm hier die Lehre von der 

Wtmieleitung Gelegenhäti auf das Wesen der partiellen Differentialgleichungen 

einzugehen, im Znsammenhange mit der Fourierßchen Theorie, nncbflfiu 
er in eiripm Kapital vorher („das Continuum"") in gewissem Sinru- t-iii« 
Einleitung dazu gegeben. Die DarstelluugäweiHe entfernt »ich dabei wie im 
ganxen Buche betcidiÜicli vom Schnfanäßigen und wird manchen Physiker 
and Techniker hedaneni lassen, daB der VerflMser solche Exkurse ins Gebiet 
der reinen Mathematik natürlich nicht oft machen kann. 

Tn den folgenden Kapiteln ist die Entwickelung der Yor^^tf^llungen 
gegeben, die den IJegriflr der spezifischen ^^ ilrmo und der Wiirmem«;ng(' ent- 
halten. Die .iVoläge des Werkes ergibt von selbäi, daß hier manche Einzel- 
heitra behandelt sind, £e man jetzt gewOhnt ist in Bjstematisdien Dar- 
stellungen der Thermodynamik su finden, so den ÜberstrOmungsversuch ron 
Qay-Lussac, die Bestimmung des Yerh&ltaüsses der spezifischen Wärmen 
der Gase nach Clement und Desormes, die Laplace-Poisson srlie 
Gleichung u. a. m. Da dieselben Abschnitte auch die Kntwickelung der 
Kenntnisse von der Verdampt'uugs- und öchmelzwäruie enthalten, so erscheinen 
sie etwas knapp gegenüber anderen Teilen. Mit besondrer Liebe sind die 
Verdienste ron Black hervorgehoben, der wenigstens deutschen Lesern wenig 
bekannt ist und der, dauernd als vielbeschäftigter Arzt tfttig, hinsichtlich 
verspäteter Anerkennung seiner pbysikalisehen Leistungen manche Ähnlich- 
keit mit seinem engeren Fachgenussen Robert Mayer aufweist. 

Die vorgehende Betrachtung der Erkenntnisse, die tatsächlich schon 
vor der Ausbildung der Thenuodynamik yorhanden wareui iKfit diese schon 
in der äußeren Gruppierung Qbcorsichtlicher erscheinen und regt Bedenken 
an, ob nicht (iberhaupt deren systematische Behandlung von andern Schrift- 
stellern zu früh l)evorzugt ist, und nicht besser der Anschluß an die historische 
Entwickelung wenigstens noch fOr lange Zeit allgemeiner hätte beibehalten 
werden sollen. Das soll hier rein praktisch gemeint sein, insofern als Ziel 
der Darstellung die Mitteilung des physikaÜBchen Lihaltes der Thermo- 
dynamik verstanden wird. Denn die allgemeinere Verbreitung der thermo- 
dynamischen Lehren, die über die elementarsten hinausgehen, ist SL-llist hinter 
b«\scbeidenen Wünschen zurückgeblieben. An diesem unerfreulicheu Zustande 
wird allerdings mehr noch als die Gruppierung des Stoffes die meist beliebte 
BarsteUungsweise die Sehuld tragen. Die formale mathnnatisehe Bdiandlung 
hat nnr für den Leser einen Sinn, der den physikalisehen Inhalt übersieht 
In diesen durch mathematische Operationen wirklich einzuführen wird erst 
möglich sein , „wpnn einst die Wis^enscbaf'f vollendet sein wird", nm mit 
ilelrnholtz /.u reden. Man braucbt andererseits nicht in das andere Extrem 
zu verfallen, wie Moutier in seiner Thermodynamique, der den Gebrauch 
der formalMi Mathematik radikal ausschliefit; denn diese ist doch wieder 
«in SU wertvolles Hilftraittel, imd der gmndsitsliche Versieht anf sie hat 

10* 
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nnr sohweifUlige Kflnstoleieii und Besdirliikungen znr Folge. Die ejnfkAe, 

klare, in jeder Hinsicht vorbildliche Darstellung Machs von der physikalischen 
Thermodynamik wird hoffentlich nach ihrem Wf-rto würdigt xind berAck- 
sicliti^'t werden. Sie nimmt naturgemäß eiutm breiteu Kauiu des Werkes 
ein, uuii doch wird der Leser bedauern, 8ie uicbt noch um einen Abächmtt 
fthnlich wie „die weitere Verwendung der Prin/.ipiLa'* in der „Meduuiik!* 
des Verfaasen vannehrt zu sehen. Die Anwendung der Prinzipien auf & 
Dampfe wenigstens wird ungern vermißt werden. Auch würde mancher 
Leser vielleicht ein ausführlicheres Eingeben auf den in weiteren Kreisen 
bis jetzt mehr dem Worte als dem Sinne nach bekannten Begriff der „Entropie"* 
gewünscht haben. Wohltuend berührt die Art, wie der Yeriasser auf diesem 
fttr ein» historische Dsrstelliuig inimeir noch gefährlichen GeUetCi auf den 
Heid und Cliquenwesen längere Zeit eine so unschöne Rolle gespielt haben, 
den Leistungen der Einzelnen gerecht wird. Daß auch ein kräftiges Wort 
nicht vemiieflen wird, wenn es sich um die anschauliche Kennzeichnung 
eines gewissen Wissenschaftsbetriebes handelti kann u. a. aus der Ajamerkung 
S. 368 ersehen werden. 

Ans der FttUe anregender Betrachtungen allgemeineren mid besoaden 
erkenntnistheoretischen und psychologischen Inhaltes, die teils eingestreut 
in den besprochenen Absclmitton , teils in den letzten, ihnen besonder« 
gewidmeten Kapiteln enthalten sind, mögen noch einif,'ö Andeutungen gegeben 
werden. Dem Leaer der „Mechanik*^ ist der vom Verfasser mit Vorliebe 
yerwendete Begriff der „Ökonomie in der Wissenflohaft" geläufig. Er wird 
deshalb nidit TsrwundMt sein» hier ein besonderes Eapitsl darüber ra fiodeo. 
Der befreienden Kraft dieses Begriffes, der beispielsweise den Wert m&d die 
Holle der Prinzipien in der Median Ik mit einem Schlage kennzeichnet, wird 
sich so leicht niemand entziehen und ebenso wie diesen so auch „die Ver- 
gleichung als wissenschaftUches Prinzip'' hinterher wie etwas Selbstverstiud- 
lidies empfinden. Die vielgebranchten und notwmdigerweise sidi von selbst 
einsfcellendtti ffildor nnd Analogien sind AnsdrAdm dieses Ver|^eidnaies- 
prinzipes. Unter Bild und Analogie wird aber Ton dem Yerfiuser, und das 
ist bezeichnend fiir seine naturwissenschaftlichen Anschauungen überhaupt^ 
viel mehr verstanden, als wir sonst gewöhnt sind. Schon in der „Mechanik** 
wurde ausgesprochen, zur Verwunderung mancher, dab doch keineswegs 
gwade die mechanischen Vorstelhingen am ti^rtoa m gehen bnnohten, daft 
dodi also in der ZarOckfOhning aller Naturerscheinangen auf die mechaiüsdie 
Erklärungsweise nidlt das Endziel der Forschung erblickt werden kOone. 
Viel nachdi-flcklieher noch wird in der Wärmelehre darauf bingewipsen, 
übrigens unter Anlührung anderer nanihalier Forscher, daß aus dem 
Parallelismus im Verhalten der verschiedenen Energieformen nicht einfach 
auf ihre Identität sn sehlieBen ist Die mechanisdien Yontellungen sind 
deshalb dem Verfasser auch nur Bilder, das inseitige Festhalten an dieser 
Vorstellung erscheint ihm als eine Art Befimgenheit Er geht noch weiter, 
auch die Formel ist ihm nur „eine Analogie zwischen ^iner K♦'^hnnnc^ 
Operation und einem physikalischen Prozeß, deren Bestehen oder Nicht- 
bestehen in jedem besonderen Falle eben auch zu prüfen ist'', und e» äoUa 
vermieden worden, „daB an die Stelle der mechanischen Mythologie einfiuh 
eine algebraische gesetzt werde". Für dieses offene Aussprechen werden ihm 
besonders die dankbar sein, die mechanische Bilder jeder Art als berachtigtea 
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und unentbehrliches Forschnngsmittel bewußt benutzen, ohm; hinterher sich 
veranlagt zu sehen, in unwahrer Darstellung die gewonnenen Erkenntnisse 
«la Folg«n fwinaler nuhihrautisdier Opentiomen ansmgeb«!!. 

INÄse wenigen Andeutungen mfitten hier genügen. Mögen sie zu ein- 
gebendtm Studium des Werkes anregen, das jedem aufmerksamen Leser 
FSrderong physikaliscbpr Frkenntni«; bringt weit ftber den engeren Stoff 
hinaus. Umfassendes ^^ issen, kntiscbo Schärfe, klare Durstellung und edle 
Offenheit geben auuh diesem Werke Machs du Gepräge eines Kunstwerkes, 
denen Bedentnng in geistiger wie gemflüicber Hinaicht nicht hoeh genug 
gewflrdigt wetdeii knan. 

Berlin. A. Botth. 

A4. Ifernlekes L^bnoih der Mechanik In «lemeiituer DanteUimg 
mit Anwendimcen und Übungen aue den Gebieten der Fhynik 

und Technik. Erster Teil. Mechanik fester Körper. Von Alexander 
Wem icke. Vierte völlig urogcarbeiteto Auflage. Biuunsohweig 1901, 
Vicweg u. Sohn. XV u. 809 S. 10 Mk. 
Dieses Werk, zuletzt 1877 in dritter Auflage erschienen, wird jetzt von 
dem Sohne des Ver&aeera in neuer Gestalt herausgegeben. Ursprünglich fOr 
die prenBischen Gewerheechnlen bestimmt, soll es nunmehr außer den Tech- 
nikern auch den Kandidaten des höheren Schulamt« dienen, welche sich für 
das Prüfungsfach der angewandten Mathematik vorbereiten. Es soll eine 
technische Mechanik in dem üblichen Umfange der Lehrbücher, aber in 
elementarer Behandlung bieten. Nach der Vorrede werden nur soviel Kennt» 
niese Tonnsgesetit, wie der Beifeprflfhng der eltspradilieh«! Gymnasien ent- 
spricht, Differential- und Integralrecbnung worden ausgeschlossen. Indessen 
^vird die Bewegungsfreiheit bald dadurcb vermehrt, <laß durch Gronzbetracb- 
tuiigeu eine Tabelle hergeleitet wird, um von einfachen Funktionen (x", sin^c, e*) 
zu den Ableitungen überzugehen und umgekehrt von letzteren zu den Stamm- 
fnaktifmett Aofknsteigen. Eine Zurflckftthrung von Integrationen anf ekmen- 
tare Sanunatimen wird dadnreh flhexflilssig. Ist hiermit ein gut TeU der 
Infinitesimalrechnung fOr die redhnerische Behandlung der Aufgaben gewonnen, 
so wird für «Ii» allgemeinen theoreti schon Herloitungen, die den Ifauptteil 
des Werkes bilden, ein uneingesibrünkter Oebraueh von Grenzübergüngen 
gemacht. Der Unterschied von der üblichen Darstellung besteht also nur 
darin, daB die Syrahole mid die 5keti(»niBdie Benidmnngsweifle der Diffe- 
rentiaJreehnung bei Seite bleiben; sie werden durch eine neue konsequent 
ausgebildete SjHBbolik ersetzt, die nur den Nachteil hat, nicht die übliche 
zu sein. So sind s,, «y, s. die Koordinaten, v^, v, , v, die Komponenten 
der Gesch windigkeit f j^y j^, die der Beschleunigung eines Punktes, 0(pt 
sind entsprechende Gi^Ben töar die Botation eines Körpers. Der Differential- 
quolaeDt einer Fonktion too t wird als ihre Erzengang^eschwindigkmt 
eingefttfartk Die Gleichung der lebendigen Kraft lautet f^ einen Punkt: 
E — Eq = F^{Kt J- w)^ d.h. die .\ndHrung der Eneigie wird durch die 
entsprechende Fläche der Tangentialkraft -Weglinif dargestellt. Nach dem 
Verfasser soll diese Auffassung von „elementarer" Behandlung sich in der 
angewandten Mathematik mehr und mehr einbürgern. Sie hat mit der bisher 
gültigen Bedeutung des Wortes niditi m toa Ifoa vsilaagte hidier, 
da8 eaae meehaiiiscJie Angabe ^nkt Ton den Elementen auf dordi an- 
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schaaliche^ in ihrer Tragweite übersehbare Operationen gelöst wfirde ohne 
ABleibe bei dm allgememen Prinzipien, die wohl riditaige Besnltate, abar 
]c«ne Einsicht in daa Znstondekoiiimeii dner Bewegung geben. 

Die Grenzübergänge werden vielfach an sorgfaltigen Figuren veranschau- 
licht, dip nur dadurch ein etwas unruhiges Aussehen gewinnen, flaÖ fast 
immer die betrachteten Kurvenbogen links und rechts von InflexionspiuiKteo 
eingeschlossen werden. Die mechanischen Begriffe, die meist in Komponenten 
xeipflUckt durch drei Gleidnmgen gegeben werdcm, «thalten durch die An^ 
Wendung d«r Velrtoren eine einheitlidie Darstellung. Für die Zug- und 
Druckspannungen hp\ "Dachkonstruklionon und Brütkenti-ägem, auf die kürz- 
lich Scbülke als aut «in reiches Aufgabournagay-in hingewiesen bat, worden 
die Methoden der Graphostatik b«nutzt, ebenso für einige Schwerpunkts- 
beslunmungen. 80 wird auch der Wert von Coriolis' fingierter Kruft gec- 
metriscli un Figuren entnii^Ui Angeirandt wird sie z. B. uuf die Badial- 
tuibine und auf die SsÜiche Abwriehnng fülender Körper. 

Das Buch bpanspmcbt zwar im ganzen als systematisch zu gelten, doch 
bezieht sich dies mehr auf die allgemeineu theoretischen Entwicklungen, 
Ii. über die allgemeinste Bewegung des starren Körpers, über die Re- 
duktion der Ktttfte am sturren Kftrper, Aber die Eigenschuften ätsr Trägheit«' 
mome|te. Die Anwendungen, die oft die wiehtigstm Einseiprobleme be- 
hundtdn, sind tnehr methodisch geordnet. 

In der Einleitung werden schwierige Fragen über die Grundlagen der 
Mechanik, über die Körper der Außenwelt, die Relativität der Bewegung, 
den Begriff der Ximft gestreift, ferner wird die Addition der Vektoren be- 
handelt Alsdann beechlftigt sidi der erst» Abschnitt des Werkes mit dsr 
Phoronomie oder Kinematik, der zweite mit dem materiellen Punkt, der 
dritte mit der Dynamik, d. h. Statik des starren KörpAr<;, wobei die Reihnnp 
als tangentiale Reaktion sehr ausführlich behandeli wir l, endlich der viert© 
mit der Kinetik, d. h. Bewegung unter dem Eiuliuß von Kräften. 

Die gleichförmige Kreisbewegung wird im eisten Abschnitt nach dsa 
beiden möglichen Anscbauimgen behandelt, das eine Mal als gebrochen« 
Linie mit Kraftirapulsen an den £ck])unkt:}u das andere Mal als Aneinander- 
reihung von Parabelbogen mit stetiger Kraf 1 \\ irknng. Es wird gezeigt, daß 
beide Artein, die erste und die zweite Annäherung für das Zeitelement, beim 
Übergang xur Grenze auf dieselbe Bewegung führen. 

Die Figuren xur schiefen Ebene sind so gezeichnet» dafi man an «ine 
rollende Bewegung des beweglichen Körpers denken mu0. Er müfite die 
Gestalt eines Schlittens oder gleitenden Körpers haben, zumal im weitem 
Verlauf des Werkes die rollende Bewegung, sogar mit Rücksicht auf Beibuogi 
als abweichend von der gleitenden genau erörtert wird. 

Als Anwendung sur Phonumnie finden wir den Wur£^ das Pendel, die 
Planetenbewegnng, das Foucanltsche Pendel Letsterea wird unter Zeriegoag 
der T'^rdrotaiion in zwei Komponenten behandelt mittelst des GrundsatitS, 
daß Sch^vingungen, die in Bichtimg des ^IeI•i(iians eingeleitet werden, an- 
genähert als eben gelten können. Wenn dieser Grundsat?; richtig i«?t, so 
werden die Scbw^ingungen auch nach einer Stunde noch als eben gelten 
kdnnen, ako ist die in ihm enthaltene yoraussetiung unnfita. 

Jm sweiten Abschnitt wird die dynamische Grundgleichung „Kraft 
Masse mal Beschleunigung** wenig beftiedigend dadurch eingeflUirt, daA 
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ae das Analogen sei zu dem Satze: „Gewicht Masse mal Besf^hlpunigtmg", 
daß man sie seit Newtons Tac""n allen «"inschlagenden ünt* rsui Inmgen zu. 
Grunde gelegt habe und dabei ubne Aufnahme mit der Erfahrung in überein* 
stiminung gebliebeB mI 

jßewegp mtn eineD Kthper ia einem Fidmi im Kreise, so wirke auf 
ihn die Spannung des Fadens als Zentripetalkraft; die Reaktion, als Zag 
nn der H;iud nach außen bemerkbar, sei die Zentrifugalkraft, ün glücklicher- 
weise lif iüc 80 auch die tiugiert4^ Kraft der relativen Bewegung, deren An- 
griffspunkt aber der bewegliche Punkt soi/^ Dagegen ist zu bemerkeu, daß 
die fingierte Kraft der rebäam Bewegung wegen ihrw ^Hditiglmt Anspradi 
auf einen besondem Namen hat, und daß SSentrifngalkraft saohgemBB ist, 
selbst der Laie erkennt sie, irrt jedoch darin, daß er sie fttr eine wirkliche 
Kraft hfilt. Für die Reaktion ist ein besondr^^r Nanip iiherflflssig, der vor- 
geiicliiageiie aber unberechtigt. Bildet der obige Fallen eine Schleife, die 
um einen als Zentrum dienenden Stab henungleitei, so erfährt der Stab eine 
Bentripetale BeakÜoa. Bewegen rieh Brde nnd Mond nm ihzea Sehwerpnnkt, 
ao ist die Aktion, auf den Mond ausgeübt, zentripetal, die Reaktion gleichftllt. 

Im dritten Abschnitt ist irrtttmlich ein Körper, der mit seiner konvexen 
Grundfläche auf einem Tisch hin und her rollen kann, bezüglich der Gleich- 
gewichtslagen als ein Beispiel der Befestigung in einem Punkte aofgefOhrt 
worden. 

Der vierte Abechnitt bringt mm Sdiluß eine elementare Theorie dee 
KreiselB, die ihrem wesentlichen Inhalte nach auch einen Teil der Festschrift 

zu Dedekinds siebzlgst^'m Geburtstag bildet. Der Flilchensatz und der Satz 
von der Energie liefern zwei (Ileichuiigen zwischen den bekanTiton Größen 
Py 9i '*) ^ier 9^, 9^, 97,, von denen die letzte, die Winkelgeschwindigkeit 
mn die Ereiselachse, konstant ist Lit ^ der Winkel zwiBchen der Vertablen 
und der Kreiaelaehse, ao ergiM rieb fBr 9, «> d0/dt ein Wert ab Funktion 
▼OD welcher zeigt, daB ^ in engen Grenzen schwankt, und zwar in 
harTnoni'=;chr»n Schwingungen. Zugleich prfHHt sich qpi', die Winkelgeschwindig- 
keit der durch die Achse gelegten Vertikal-Ebene, als nahezu proportional zur 
Abweichung des Winkels ^ von seinem Anfangswert, so daß man die bekannte 
Ptiiearion der Kreieeladiae irerbonden mit einer sog. üntetion eridül Eb iet 
nidit IQ leugnen, daB diese „elementare** Behandlung im weeentliehen alle 
Erscheinungen beicfareibt, welche auch bei einer genanerm Behandlung zur 
DarstfÜTinp kommoTi Sic Ist eben nin^ ans den genauen Formeln folgende 
„angenähorte", nicht aber im bisherigen Sinne „elementare" Darstellung. 
Daß sie irgendwie das leistete, was man in der analytischen Mechanik ver- 
miBt, daB aie das Fteadoion des Eimsels auftUrte, der bei schie&r Lage 
nicht nmfUlt, wlre durefaaus in Abrede xu stellen. Li der heigegebeaen 
Figur f&r die Bahn des Kreiselsdiwerpunkts milßten die einzelnen Ranken 
die Gestalt von Zykloiden habpn, sich daher berühren, nicht aber Winkel 
von etwa 90® bilden, D * nu ht juil er untersuchte Reibung hat nicht die Folge, 
daß der Kreisel uinfalit, sondern zunächst die, daß seine Achse sich aufrichtet. 

Zu der Figur für die Poinsotaehe Herpoloide sei bemerkt, daß sie nadi 
neneren Untersnehungen nicht die von Foinaot ihr beigelegten Infleiiona- 
punkte bemtst, aondem nach auBen konvex ist 

Berlin. * M. Kopps. 
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Abhandlimgen aar QoBohiohte der mathemettisoliai WiMenaolulten 
mit MinMihlnft üuvt AnwaudDiigaiL (Begrll]id«t von Morlti Cailtor). 

14. Heft mit 113 Figuren im Text Inhalt: Axel Anthon Bjömbo, 
Studien über Menelaos' Spliiirik. Heinrich Suter, NaditrSge und Be- 
richtigungen /u „Die Mathematiker und Astronomen der Araber und 
ihre Werke/^ Karl Bopp, Antoine Arnauld als Mathematiker. 338 8. 
B. G. Teuboer. Leipzig 1902. 

Die drei in diesem Hefte der Abhandlnngeii zur Gescbiobte der Ihr 
thematik Terriiiigieii Arbeiten steben mekt in dem gwingstMi inneren Zo- 
sammenhange, sie werden, mflohte ouui sagen, nnr durch den Einliand xa< 

sammengchalton. 

Hr. Björnbo hat überaus verdienstvolle und mühsame Untersuchungen 
über Menelaos angestellt, für welche ihm auch derjenige dankbar sein wird, 
der nidit in alle gezogenen Folgerungen einMutimsMOk ¥«finag. So vid 
erscheint gesieherC, daA der griedusche Text der seahlreidien von Menelaos 
unter Trajans Regioroi^ Ter&flten Schriften noch unbekannt ist, dafi aDei^ 
was wir über ihn wissen, aus arabischen und hebräischen (!l)crsctzungpn 
herstamiut, .'>owie noph mittelbarer aus einer von Oerhard von Cremona 
verfaßten mittelalterlichen Übersetzung aus dem Arabischen. Der Cremoneser 
war es anoh, der die Veikelnenuig Hilens einfttbrte, unter welcher der 
Name Menelaos sieh lange nAtg. Zu der latebisehen Ühersetrang 
Gerhards gesellte sich dann im 18. Jahrh. dn latdniadier Konunentar, dema 
Verfas.ser Hr. Björnbo in Campanns von Novara erkannt hat, dem eine 
reichere kommentierende Tätigkeit zuzu.schreiben scheint, als man bisher 
annahm^ Die Sphähk war sicherlich nicht das einzige Werk des Menelaos, 
wenn audi das einzige, weldies wir genauer kennen. Ihm dflrfte der Begriff 
des aus Bögen grOfiter Kreise gebildeten sphärischen Drdecka, des tyiadwfsr 
im Oegensatae zu dem x^lyiovov (Dreieck überhaupt), entstanunen. Mene- 
laos wird mit höchster Wahrscheinlirhkeit erkannt haben, daß sphärische 
Dreiecke mit lauter gleichen Stücken nicht kongruent zu sein brauchen, 
gondem sjmmetrisch gleich sein köimen. £r hat das 1. Buch seiner 
Sphftiih, so weit es mOglidi war, dem 1. Budie der enklidiaehen Elemente 
nadigebildet und vielfach auf die allerdings nicht Mgonometrisch sondani 
stereometrisch gehaltene Sphärik des Theodosius zurückgegriflPen. Letztere 
selbst gründet .sich auf eine schon voreiiklidische Sphärik, Theodosius 
dürfte vor Hipparch gelebt haben oder dessen Zeitgenosse gewesen sein, 
Während wir diesen Ergebnissen des Hrn. Björnbo durchaus zustimmen, 
scheint uns seine wieht^isto Behanptung wnt mehr hypothetischer 
Natur zn sein. Hr. Björnbo stellt nämlieh auf, der sogenannte Satz des 
Menelaos sei schon Hipparch bekannt gewesen. Wenn wir die Beweis- 
führung recht verstanden haben, so besteht sie darin, daß uns berichtet ist, 
Hipparch habe iUt xmv y^a^^mv, d. h. mittels auf der Kugel gezeichneter 
Figuren, eine üntersnehnng erledigt, bei deren Führung der Satz des Mene* 
laos sieh ntttsUdi erweisen kann. Daraus sciiliefien su wollen, die Kon* 
stmktion des Hipparch habe in Ziehung der Transversalen des Menelaos 
bestAnden, scheint uns doch all/.ukühn. Wir können den Beweis des (legen- 
teils nicht führen, aber irgend eine Tatsache ist keinenfalls auf unbelegt« 
Behauptungen zu gründen. Wir durften mit diesem Zweifel nicht zurück- 
halten, da Hr. Björnbo allzusehr auf seiner Yenuutong weiterbaut 
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Über die zweite Abhandlung können wir uns sehr kurz fassen. 
Hr. Suter hat, wie die Übersehrifl es aussagt, in ihr Nachträge und Bo- 
richügungen m Beiner rühnilich bekannten Monographie Uber die Mather 
matiker nod Astronomen der Araber gesammelt W«r jaus frülMM Mnft 
SU benutMB in dar Lage ist, vird die Kaohtiig« jwgltAehm mUflsm. 

Hr. Bopp führt ans in irea«Dili(^ neuere Zeiten, in Zeiten von so 
häufiger Durchforschung, daß man es kaum fiir möglich hiltte halteu sollen, 
in ihnen einen als Mathematiker so gut we unbekannten Schriftsteller an 
das Licht zu ziehen, and doch ist dieses Hm. Bopp gelungen. Wir können 
dedialb ttam Abhaädlong, die ihm nr Bilaiigung der DoktorwQrde an der 
üiiiTeraittt Heidelberg geditnt hat, und die wir in alleii Fhasen ihrer Snt- 
stehting verfolgen durften, den Fachgenossen dringend empfehlen. Antoine 
Arnanld stand, win m;in lüngst wußte, in freundschaftlichen Beziehungen 
zu Blaise Pnsral Kr war es, der den letzteren veranlalJte die berühmten 
Provinzialbneie gegen die Jesuiten za schreiben, der ihm das theologische 
Uateml datu IMinrte. Was maa abw nicht mehr wußte, das war die 
Tatsaehe, da0 die beiden sndi anf nialhematisQhein Gebiete Qesinnungs» 
genossen gewesen sind, and daß Her Arnaulds Feder m Papier brachte, 
was den Orundanschauungen nach beiden bis zu einem gewissen Crndo ge- 
meinsam gewesen sein mag. Von Pasc als dahin zielenden Arbeiten hat 
sich nur das Brachstück Be lesprit yiomcirique erhalten. Anderes hat 
Pascal Tennuilioh anm großen Teil selbst Teniehtet, als er sah, wie weit 
Arnanlds ihm haadsehrifClidi hehannt gegebene Aosatbdtnngai seine 
eigenen überAftgelfen. Tm Drucke endiien Arnaulds Logik allerdings erst 
im Todesjahre Pascals l(t62, seine Geometrie gar erst 1667. Tn der 
Logik ist verhältnismäßig kura gesehildert, wie Form und Anordnung einer 
£lemeutargeomtitrie sein müssen, in der Geometrie selbst ist jener l^xau 
«a Tollendeter AnsfAhrong gebradit. Maa sollte es für luglaubHoh halten, 
wenn es nicht wahr wire: die Geometrien von M al4siea, yonVarignon haben 
sich erhalten, die von Arnanld, nach deren Master beide Schriftsteller 
arbeiteten, war vergessen, bis Hr. Bopp sie ne« entdeckte und in Arnanld 
den £uklid des 17. Jahrhunderts erkennen ließ. Auch auf dem Gebiete der 
sogen. Zaaberquadrate hat Arnauld gearbeitet und Fortschritte erzielt, 
weldie das Itedit hatten der Veigessenheit entzogen m werden. Wir dürfen 
dämm Hrn. Bopp auch Ar diesMi letrten Abschnitt seiner Abhaadlnng nnseren 
Dank nicht yorenthaltoL 

Heidelbeig. M. Oamtob. 

Sdionte, P. H. Malirdliiieiialoiiale Gaometrle. Brster Teil. Die 

linearen Rüume. Mit 65 Figuren und 335 Aufgaben. Sammlung 
Schubert XXXV. Leipsig 1902. G. J. Göschen. 8*^. VUI n. 296 8. 

Preis geb. 10 Mk. 

Wie weit verbreitet heutzntaL'p in mathematischen Kreisen das Operieren 
mit dem Begriffe mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten oder Bäume ist, be- 
weist (auch dem Nichtmathematiker) das TOrUegende Buch, das besweckt, 
die StadierMuden der Matheroatilc in die Enklidisohe mehrdimensionale Geo- 
metrie systematisch einzufilhren. 

Diesen Zweck würde das Buch meines Ernr-h^rns viel vollkommf-npr 
erfüllen, wenn der Verfasser in einem einleitenden Kapitel dem Leser aii 



Digitized by Google 



314 Eesennonen. 

Baispieleii gradgfe hitt», wie rata m dem BagrilF inalvdimaisionalfr 
Mannigialtigkaien gelangt ist oder daitt gelangen kann, und wie der 

Mathematiker, (\\(*so Ifonkrpfpn Fälle umfassend, TÖllig abstrakt definiert, 
was er unter einein ; dinif usioniilcn linearen Räume verstanden wissen will. 
Diefies freilich nicht leicht zu schreibende Kapitel wäre auch fdr Nicht- 
mathematiker von groflem Interesse gewesen; denn ganz gebildete Ittmwr 
stellen den Matiiemataker, sobald er TOn einem vierdimensionalen Räume 
spricht, mit einem Spiritisten ungcfUhr auf gleiche Stufe. Ich furchte, daß 
dieses Vonirfpil dnrch die ersten Nnnimpm diese? T^nfhes eher verstärkt 
als zerstört, werden wird. Denn wenn der Verfasser aut S. 1 , nachdem er 
Linie, Fläche und liaum durch Bewegung von Punkt bezw. Linie und 
FlBdie hat entstekoi lassen, nun fortfUrt: „Es lenehtet ein, wie aaa aaf 
die^ Weise weiter gehen kann, jedesmal ein neues Glied der Beike <Pmikl| 
Linie, Fläche, Baum u. s. w.> aus dem vorhergehenden ableitend", so muß 
ich gestehen, daß mir dips nicht einleuchtet und es auch dem Anfänger 
nicht einleuchten wird-, denn er kann sich unseren dreidimensionalen An- 
schauungsraum nicht als Teil eines mehrdimensionalen, mithin auch Iceiae 
Bewegung dieses Baumes „TOrstetten*^ weil die betreffenden Erfalmmgi- 
tatsachen fehlen. Auch die Bemerkimg an Nr. 6 (6. 7): „Anstatt darüber n 
grfiheln, ob es eine Welt gibt, in der man außerhalb eines gegebenen 
Raumes einen Punkt annehmen kann, sind wir hier schon ganz zufrieden 
mit der Tatsache, daß sich eine solche Welt überhaupt denken läßt", wird 
einem gewissenhaften Leser, der bisher nur dreidimensionale Geometrie ge> 
trieben bat, Uber die EHppe nidit hinwegbelfen; denn er wird tadi sages, 
er kfinne sich eine solche Welt eben nicht denlnn. Ich meine, es gibt ans 
dieser SchNvierigkeit kaum einen anderen Ausweg als den Leser vor^'rsl auf 
einen höheren logisch-geometrischen Standpunkt zu leiten, bevor man mit 
Bäumen beliebiger Dimensionenzahl operiert. 

In diesem einleitenden K^ntel bfttte sich auoh die Gel^enheit gefunden, 
dem Stodierenden eine wenigstens «ngefftbre VorsteUmg von dem Nntsea 
der mehrdimensionaleil Geometrie zu geben; jekit, HBrobke idi, wird manohir 
nach dem Lesen der ersten Seiten i^ns Buch aus der Hnn»! lefr-n, inrlem er 
sich sagt., er verstehe es doch nicht und sehe nicht ein, welchen Zweck 
diese Himgespinnste haben sollten. Und dies tut mir leid, da das Üuch 
eine Menge intsressanter Dinge enttllt, die selbrt Mktiiemat&wm, wenn sie 
^Gsh nickt gerade sspesiell mit mebrdünensionaler Gteometrie besdhiftigM, 
unbekannt sein dürften. 

Von den 9 Paragraphen des Buches behandeln die ersten drei T.r- 
zougung der (stets linearen) Räume, ihren Parallelismus und ihre (Jrtho- 
gonalität, der vieiie Abstand und Winkel zweier liäume. In ihnen erscheint 
mir besonders erwlbnoiswert die Definition der Tencdiiedenen Grade von 
Parallelismus und Orthogonalittt, ferner die Definition des Winkels iweiar 
Biomo i2<f, und R^^ mit einem gemeinschaftlichen Punkt 0. Gibt es in 
diesen zwei RSumen je eine von 0 ausgehende (Gerade OÄ^ und OAj, 5o- 
daß die Ebene OA^A^ sowohl zu JR^, als li^ halbn orraal d h. d&ß 

sie sowohl zu 'einer Geraden von 1^ als von senkrecht steht, dann 
nennt Hr. Scbonte Ä^OA^ den Wmkd äer heidm lUhime und be- 
weist (Nr. 48), dafi es, wenn <2i ^ c2, ist, verschiedene solche Winkel 
gibl^ deren Ebenen paarweise aufeinander senkreekt stehen. Statt dsa nesM 
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Namens „Puiikt;wert" einM Baumes für Mbe vni eins Yermelirfce DimeiiBioiieii- 
zahl h&tte dor Verfasser die anch Ton anderen Auioren aagenomimeiie 

Oraßmannsche Bezeichnung „Stufe" beibehalten sollen. 

Am meisten allgemeineres Interesse dürfte der § 5 erwecken, der die 
darstellende Geometrie des mehrdimenmoiiftlen , insbesondere des vier^ 

mir wenige 

beiten vorliegen (dem Beferanten sind nur^) Bemericimgen W. Fiedlers und 
ein Aufsatz von Veronese darüber bekannt) und diese hauptsächlich die 
Abbildung des auf den behandeln, während hier der auf den 12,, 
die Ebene ^ abgebildet wird. Der Verfasser denkt sich 2u diesem Zwecke 
imJB. ein reohtwinldigee Koordinatensystem mit den Aeheen 0X|, OX^^..^OX^ 
gewttilt nnd von den \n(n — l) Ebenen, welche sie bestinmien, eine Kette 
von n — 1 Ebenen, wie OXjX,, OX3X3, . . ., OX^_^X^ benmsgegriffen. 
Die durcb einen beliebigen Punkt P senkrecht zu diesen Ebenen gelegten 
schneiden sie bpzüglich in den Punkten }\^, , . ., P,_i „, den 
orthogonalen Projektionen Ue^ Punktes P auf die n — 1 Ebenen. Durch 
Drehung am die gwtwAiMftiiaftKAiiMi Aehsen Issssn moh die «i — 1 PrqjeUionB- 
ebenen in eine elunge Ebene, die Zeiehenebeae, nnsbreiten, sodaB der Funkt 
P des durch n — 1 Punkte der Zeichenebene ebenso daiKSStellt wird 
wie im gewöhnlichen Räume ein Punkt durch Aufriß und GnmdriB Dipse 
n — 1 Punkte liegen derart, daß die Verbindungslinie je zweier mif( uiander- 
folgenden •'*«,<+i Achse 0X^ senkrecht steht Für den li^ kann 

man die Austmitui^ insbesondne so TtHnwhmeB, dafi die Hslbschwn OJ^ 
und 0X4 die Ei;^iiiznngen von OX^ und 0^ bOdm. In binreiehend 
vielen Beiq»ielen wird gezeigt, wie auf diese Weise Gerade, Ebenen und 
Räume dargestellt und sie betreffende Aufgaben zeichnerisch gelöst werden 
können. Auch auf die Axonometrie uud auf Analoga des Pohlkeschen 
Satzes für mehrdimensionale Haume geht der Verfasser kurz ein. 

In § 6 wird ziemlich ausführlich die analytische Geometrie des JR, be- 
budelt unter Benutsung von Punkt- und Jt^.j-Koordinaten; auf die Ko- 
otdinaten der anderen linearen Räume im Jß. und die damit zusammen- 
hängenden Komplexe wird nicht eingegangen. In der Geometrie der Lage, 
mit der sieh 7 beschäftigt, scheint mir die Verwendung der sogenannten 
y,Orthogouaiität«verwaudtsehaft^^ (die identisch ist mit der Aufeinanderfolge 
einer FiiSpnmktentransfonnation imd einer Inversion mit demselben Zentrum) 
onsystemalisdh. Die Kollineationsvsrwandtschaft iweier koigektiven Jt„ wird 
besprochen, ohne aber die möglichen Fälle systematisch zu untersuchen, was 
ja den Anfänger aiich ermüden würdo. Das Nullsystem im 7?„, mit t^■Tn 
sich der Verfasser schon in einigen Abhandlungen beschäftigt hat, : führt 
eine eingehendere Behandlung. § 8 („Geometrie der Anzahl*') beschäftigt 
flieh ndt einigen aniaUgeometrisf^en Fragen, § 9 mit der Polygonometrie^ 
iosbesondste mit dem vierdimeasionalen ^t^haat. 

Vom pSdagogischen Standpimkte aus will mir scheinen, als ob der 
Vf^rfftsser, in dem Bestreben möglichst viele interessant« Dinge in da^ Bmh 
hiucm zu bringen, die Systematik gestört und dem Leser das Süidiun; hu r- 
dorch noch mehr erschwert hätte. Damit z. B. das in Nr. 128 über das 



1) Qino Loriat Sur quelques piobUmes fl4tmentaitee de la g^möfcrie 
deeeriptive 4 trois et quake duuensions. D^iei Ardhiv (V) 8| W7— S66. Bed. 
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Prinzip der Erhaltung der Anzahl Gesagte dem Anfüngor verständli b '^^lirde, 
mfifite viel weiter ausgeholt werden. Vor allem gilt dies von manchen der 
335 Aufgaben. Wfllchen Zweok bat s. B. di« Aufgab« 1) mit dm ffinwvif 
anf die Nieht-Legendresciho Geometrie, da diese docdi eine Kieht-Afdii' 
modische G^metrie ist, und in dem Torliegenden Buche das ArnhimaaMdiA 
Axiom überall stillschweigend als gültig voran scesptv^t wird. 

Die Schreibweise weist üftors undeuts* l « Wen dangen und nicht völlig 
klare Sätze auf. Literatur -Verweise finden sich nur spärlich vor. 

ZiuammenfABsend mfldite idi sagen: Das fiuoh wird für jeden Maflie- 
matOrar Interessantes bietm, dem Anlkoger jedodi mehr BcAiwieri^eiteB 
bereiten, als es dem Stoffe naob nOtig wBre. 

Wien, im Desember 1902. £. MfiLLBS. 



Perry. HSliere Analyeis für Techniker. Autorisierte deutsche Be- 
arbeitung von Fricke und Süchting. Lei|aig 1902, B. 6. Tenbaer. 

Vm u, 423 8. 12 m. 

Die zur EinftLhiiing in das (Jebict der Differential- und luiegralrechnung 
vorhandenen Lehrbücher sind für den Ingenieur, dessen Tätigkeit schon 
naob AbsoWinrang der erstm Semester iddi mehr auf die konstanktiTe, 
praktisehe Seite ds auf die mBsensehaflJiehe erstreckt, infolge ihres groiw 
Umfangs und des meist sehr fühlbaren Hangels an praktisdi gewiblten 
Beispiplon znm großen Teil ungeeignet. 

Das vorliegende Buch sucht die frwäbnte Lücke nach Möglichkeit 
aufzufüllen und ist mit dem Werke von Autenheimcr, dn» mhaltiich 
annftbemd dasselbe bietet, wohl am besten für denjenigen geeignet, der in 
korser Zeit alles Vergessene wieder auffrischen und bei dem Stadium 
schwierigerer Probleme der Elektrizitatslehre , Wärmemechanik, Festigkeits- 
theorie usw. dif raathematiscbe fioHe nicht miKppn möchte. Sehr viele 
Techniker, sonst vorzügliche Konsti-ukteuie, sind, mangels eines geeigneten 
Lehrbuches, sehr oft mit dem Eesultat einer theoretischen Untersuchung 
ToUkommen snfinedenf ohne fSbet den Ausgangspunkt und den Entwickelnngs- 
gaug im Klaren SU sein. 

Einer Fülle von wcrtvoll'^n Beispielen tritt man sfhon beim Pnn^^i- 
blättern der ersten Seiten entgegen. W^er mit den Gesetzen der höheren 
Mathematik schon mehr vertraut ist, wird erstaunt sein über die einfache, 
fiaeielnde Art, mit der der Autor selbst Terwiekeltere Fllle sur LOenng 
bringt. Gleich im Anftng wird des Kurbelmeehamsmus, des Gardamsjrtenu, 
des Lemniskoidenlenkers Erwähnung getan. Der Ingenieur wird weiter 
Interesse betätigen für die Entwickelungen über freien Fall, schiefr-i Wurf, 
Biegungstheorie, Beilkurven, d^n Wirkungsgrad der Heizfläche eini s Danipf- 
kesüelä, Festigkeit von Cjliudurn, Zapfeureibuug, Theorie dur ir edem. Gut 
ausgewählt sind auch die bydrostafisohen und hydrodynamischen Beispiele, 
sowie im letzten Teil des Werkes die Aufgaben über Schwingungen, Knick' 
fostigkeit, die im Anschluß an die Theorie der Differentialgleichungen erster 
und zweiter Ordnung behandelt sind. Doch auch der Elektrotechniker 
kommt zu seinem Recht, beim Durcharbeiten der Abschnitte über die 
Helmholtzsche Gleichung, die Ladung lud Entladung eines Kondensators, 
Uber das Verhaltai eines Kondensators und einer Spule mit induktiTsm Wider 



Digiiiztxi by Google 



Rexensionen. 



S17 



ibud im Widiwlrtroinkrtlg, Uber gflnitigate Schaltung von ElemeBten^ über 
mfiglichst raatable Brniwwimng yoii Kabetai, Verteihmg 4m StromM und Aber 

Bahnanlagen. 

Aus dieser kurzen Aufzählnnpf schon wird man erseiieii, welch reich- 
baltiger Stoff hier auf 400 Seiteu in gedrängter und doch leicht faßlicher 
Dantellimg nuammengetragen ist Freilich mii0 erwHhnt werden, dafi der 
jimge Studioreiide, der die Gesetze der Mechanik, ElektniitStBlehre etc. noch 
wenig kennen gelernt hat, an diesem Buch keine so groBe Freude haben 
wird, wie der gerciffprc T'^rbniVor, dpm <V\p in den zahlreichen Beij?pielen 
als bekannt vorausgesetzeu Be^riti'e in der Tat zumeist alte Bekannte sein 
werden. Jedenüalhi wird aber auch derjenige, der durch Selbststudium sich 
mit dem erfcrdeilichen mathematischen BABtseug Terwigen will, an diesem 
Bache eine flberaos liehere BiehtBchinir in die BsaA bekoaunen. 

Cluurloifteitbiifg. M. Saum. 



Auerbach, Dl« OnmdlMgKlllb d«r mod«tiuii Nalmliaihz«. (Ans 
Natur and Geisteswelt. 40. Bindchen.) Leipfig, B. O. Teaboer 1902. 
TV n. 156 8. Geb. 1 Mk. 

Dieses aus einem Ferienkurse hervorgegangene Büchlein ist bei seinem 
geringen Umfange von einem erstaunlich reichen Inbalte. Es bietet in 
mancher Beziehung mehr als eine bloße Einleitung in die Phjsik, dringt 
vielmehr in die einzelnen Gebiete derselben weit genug ein. Ziv Einltttung 
sind die Abschnitte Uber Baam und Zeit, Kraft und Masse nnd die Eigen- 
schaften der Matone sa rechnen, w&hrcnd diejenigen über die Schwingungen 
und die Wellcuhewegunp, über die Strabluii^", Arbeit und Energie süwio 
über die Entropit' ins iSpeziellc golirn. Es ist rühmend hervorzuheben, daß 
der Verfasser nirgends in philosophische Spekulationen sich verliert, die 
Tatsachen von den Hypothesen scharf trennt, das FkaiktiBohe beran«greifb, 
das Moderne nieht sebeat und im ganzen dodi auf «nem konsenratiTea Boden 
steht. Werden auch die kurzen Belehrungen über Vektoren, Stromungs- 
nnd Kraftfelder sowie über das Potential Neulingen nicht crrrjido deu her- 
vorragenden Nutzen dieser Betrachtungen in der l*hysik vorzalüliren geeignet 
seiui so erkennt man den ausgezeichneten Lehrer an den Herleitungen des 
Bebarrungsvermögens and des Weseos der Kraft, die Tielleiebt andi soweit 
bitten geftthrt werden kOnnen, daft die ,^Diomentaiieii'* Krifte ganz beiseite 
geworfen wurden und vom den 3 Sätzen auf 8. 71 nur der letzte übrig 
b1ip|). der ja die ersten einschlif^Bt. Für ebenso ri'-hfifj im plidagogisehen 
Sinne halten wir die Ausführungen über den Massen begnü trot/. der Boltz- 
mann sehen Bemerkungen hetrefiis ihrer logischen Grundlagen. Von den 
spemeUerenTMsadieii seien die ausfÜbrUeheren Kapitel über die Schwingungen, 
die WeUea und Strahlen rttbmoid hervorgehoben; für mustergültig halten 
wir die Darlegungen, die das absolute und das praktische Maßsystem, den 
Arheitsbegriif und das Prinzip von der Erhaltung der Fnergi*» nnfehon. 
Auch erinnern wir uns nicht, eint ti imjiulären Autor getuadeii zu hüben, 
der die Entwertung der Energie und die Entropie seinem Leserkreise dar- 
süsteUen gewagt bfttte. Wae kdnnen aueb diesen Vennidi, ein so ftoBerst 
sehwieriges Kapitel der Fbjsik — wie der 8. Hanptnta der mecbaniBehen 
Wlnnetlieorie et ist — einem grOA«ren Kreise sagünglieb xa machen, ftr 
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Bahr wohl gelungen ansehen. Wir wfinschen dem BttcUein weiteste Ver- 
breitung' aurh in den Krei'^^'n i\pr Lelirer, die in bezug auf die amteRiebir 
liehe Gestaltung der Physik maachea daraus lernen werden. 

Gharlottenburg. — Samtbe. 

Kl6ib6r. Iiehrbuch der PhyaiJc für h.u2njLniatiBoh.e GTximaueiL 

MllniilMii, K Oldenbomg 1901. Vm o. 270 8. Fireia 3 Mk. 
Kleiber, L^bnifih der Physik nun Gtebr»ueh0 aa wUrttwImi 

mtWlMmilan. 9.Aitf]ag«b Bbttd» 1908. THIiLSSia TrmAVk, 
Kleiber and Santon. IMutnudi dur FhysOc mm boflondmn Ge- 

tmnuBlM fBr teohnisohe Lehranotalton sowie inm OulbrtrtudiimL 

Ebenda 1902. vni a 352 8. Preis 4 Hk. 
Dip vorl5(i<renden Bücher ragen in mancher Beziehung über die in den 
letxttJü Jahren stark anschwellende Unterrichtsliteratur hinaus. Sowohl die 
theoretischen Fortschritte in der Physik wie auch die praktische Seite derselben 
finden die eingehendste BerO^aichtigung. Dies konnte geschehen, iudeo 
die Yerlaaser überall nur das Wichtige bnokten, NebentfeUiehes, dvrdi 
das viele Lebrbflcher so sehr belastet sind, aber mit Recht ansschieden. 

Die Darstellung ül pral! riußprst anschaulich. Durch schematisch« 
Zeichnungen, die in einigen Faih'n vielleicht weniger schematisiert zu werden 
brauciitea, wird das Yerst&ndnis zu fördern gesucht Durch einlache Auf- 
gaben, die wir s. B. bei Zog^ und Bmekfestigkeit» bei der lebendigen Kraft 
und ihren Anwendungen fttr sehr gut gewSUt fanden, wird das Oelemte 
beftrtigfc, das schon Tonäier zu kur/.en Regeln zusammengefaBt und durdt 
mnemotechnische Mittel eingeprägt ist Üherall ist das 15rstroben erkennbar, 
vom Einfachen zum Schwierigeren tortzuschreiten und jeden Schritt durch 
möglichst einfache Versuche zu begründen. Wir heben als besonders ge- 
lungen die Menbamk der flilssigen und gasfiSmigen KOrper sowie die 
strOmende ElektrisitiLt bervor. Daft cBe Yerwendni^ dM absoluten Mafisyslems 
von vornherein nicht gescheut wird, der Begriff des Potentials zunächst Hs 
Grad des elektrischen Zustande» c^le icli heim Beginn der Beibungselektrisitü 
eingt führt wird, kann nur gut geheiben werden. 

Dan ixisbesoudere für technische Anstalten bestimmte Buch eignet sich 
ancb für Bealanstalten. Bs seien einige teebniscbe Dinge hervorgehoben, 
die sehr wohl aneh hier bespirocben werden kflnnfcen und in dem Bndw 
teils andeutungsweise teils ansfUirlich behandelt sind. Bei der Beibung 
findet d( r Pronysche Zaum seinen Platz, diirr^h dessen Betrachtung Ver- 
ständnis fiir die Messung der Arbeit bei Motoren erweckt wird. Bei der 
Hydromechanik geschieht des Wassermessers unter Beigabe einer deuÜichen 
süsse Erwtbnung. Hier ist ftbrigens der Ansflnfi ans GeHBoi etwss sn 
kurs abgetan. Einige DmoUkttTren erleichtena das Yerstlndnis der bei der 
Kompression der Oase eintretenden Verhältnisse. Die Darstellung der 
Dampfanlagen ist ausgezeichnet. Sehr gut gewühlte Beispiele prlHutem 
dieses technisch wichtigste Kapit^^l Beim Wesen der Wörme hatt€»u die 
dreierlei Wirkungen, welche die zuguiuhrte Wärme hervorruft (Temperatur- 
eib(ninng, Spannungserhöhung nnd &nßere Arbeitsleistnng), noeb eanmal 
getrennt herroigehoben werden können. Auch bei der ISektiuitltBhihre 
sind die neaen techaisohen Errungenschaften überall kon erwihat, so 
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die Verbesseningen beim Bogen- und GlttUicht, der Eorzschlußanker. 
Leider steht der Einfi5hmiig dieser Bücher nn norddeutschen Anstalteu der 
Umstand entgegen, dab hipr der Unterricht in eine Unter- und Oberstufe 
getrennt ist, worauf bei der Anordnung des btoüeg der Lehrbücher Eücksicht 
zu nehmen w&re. 

Oharioitaiilnirg. ' " H. SAimnL 

CtoOrge Howard Darwin. Ebbe und Flut sowie verwandte Urachei- 
nimgen im Sonnensystem. Autorisierte deutsche Ausgabe nach der 
zweite englischen Auflage von Agnes Pockels zu Braonsdiweig. 
IGt dMm länfiOiniiigswfHrt von Prof. Dr. Georg von Nenmajer, WiilcL 
Qeh. Admiralitfttsrat und Direktor der deutschen S * ^s ai tr . u Hamburg 
und 43 Illustrationen im Tt^tt XXU o. 344 8. (Leipsig, B. G. Teub- 
ner, 1902). Preis geb. JC 6,80. 

Das Werk ist aus einer Beihe von Vorträgen entstanden , welche der Ver- 
fasser im Jahre 1897 am LoweU-Listitut in Boston vor einem gröfieren 
Publikum gehalten hat. Derselbe sah sich hier vor die Au^bo gestellt, 
in allgwiiwii Yetsttadliisher Weife, unter Yenneidimg jegliiiher aiatlie- 
matischer Formeln, sein Theana an bdandeln, imd die gleidie Art der 
Darstellung ist auch in dem Torliogenden Buche beibehalten worden. Der 
jÜu^t erschienenen deutschen Ausgabe hat der Diipkfor der Deutschen See- 
warte zu Hamburg, Herr v. Neu major, ein Geleitwort mit auf den Weg 
gegeben, in welchem dieser berufene Beurteiler auf die hohe Bedeutung 
dea Darwinadien Wwkei blnweigt und seiiier Bewundening für die Iieiatung 
des Verfkisen beredten Ausdruck leiht In der Tat demflelben die 
Lösung seiner Aufgabe in erstaun! irhom Orade gelungen. Es werden nicht 
nur die Erscheinungen der Ebbe und Flut in Flüssen, Seen und Meeren 
und der Verlauf der Gezeiten in ihren mannigfachen Einzelheiten beschriebeUf 
sondern auch die zur £rkl&rung derselben mit Hilfe mathematischer De- 
dnktianen geaehaffeDen Theorien und die ans diesen letiteren herroige- 
gaageneB, nicht selten recht verwickelten, Probleme in interessanter imd 
allgemein vorständlicher Weise auseinandergesetzt. So stellt sich Darwins 
„Ebbe und Flut** den besten populärwLsseuschaftlichen Werken, die wir in 
der Literatur besitzen, würdig an die Seite. 

Doch meht allein flr den gebildeten Laien, auch fOr den Fachmann 
wird die Leiktflre dieies Biudies m einer reichen Quelle der Belehnmg und 
Anrr^ung werden; sind doch bidier noch nirgends die Geseitenpliinomeiie 
und die mannigfachen mit diesen verknüpften Erscheinungen in so er- 
schöpfender Weise im Znsammenbange dargestellt worden. Der Pemerstebende 
wird zunächst davon üDerrascht werden, wie tief ein scheinbar so beschränktes 
Thema, wie Ebbe nnd flut, in die weitesten Gebiete naturwissenschaft- 
licher Ponehung hineinragt, daB dem GeseitenpUbiomen selbst für daa 
Werden imd Vergehen der Weitidbrper die alleigrOfite Bedeutung zukommt 
In dor Auseinandersetzung dieser Ziisammenhängo erbebt sich die Dar- 
stellung zu weit ausschauenden Kombinationen, fernste Vergangenheit und 
späteste Zukunft mit einander verknüpfend. Nicht minder fesselnd weiü 
der Yerftaser aber awdi die prsUisdie Seite seines Themas zn behandeln, 
indem er schildert, weldie Beobaehtungs- und Bcehnungsmethoden angewandt 
werden mftssen, um dem t&glioben Bedttr&iase des Seemanns nadi einer 
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zuTerlässigcn Ynrhorbestimmung der Opzpitpn zn genügen, wie zahlreich 
die Faktorrn sind, die den Verlaul' der-flhen beeinflussen, und welche 
Schwierigkeiten sich infolgedessen f&r die Autsieilung der Fluttabellen er* 
gebeo. Sb wSre jedoch Tergebliches Bmufkhtii, den rekhea Inhalt det 
Werkes in einer kurzen Besprechong auoh nur annfthemd ekiiiieren in 
wollen. Xur die Überschriften der einzelnen Kapitel mögen hier noch 
nannt werden: T. Hezeiten und Beoba'Mungsmethoden. IT. Sepschwankungeti. 
ITT. Ebbe und Flut in Flüssen — Flutinüblen. IV. Historistbe l'bersicht. 
V. Die flaterzeugende Kraft. VL Abweichung der Lotlinie. VII. Elastische 
Defonnation der Erdobeiffltehe durch wechselnde Belastung, viu. Qldeli- 
gewiehtsQieofrie der Geaeiten. XL Dynamisdie Theorie der Flutwelle. 
X. Gezeiten in Seen. — Isorachienkarte. XI. Hannonische Analyse der 
Gezeiten. XII. Reduktion (Vr Fliit>ipf>>>af htungen. Xlil. Orezeitentafeln. 
XIV. Genauigkeitsgrad der Voriierbestiramung der Gezeiten. XV. Chand- 
lers NutatioD. — Die Starrheit der Erde. XVI. und XVIL Gezeitenreibung. 
XVUl GleidigewioiitefigQrett einer rotierenden IMsBii^eitnttsae. XIX. Die 
Entwicklung der Weltsysteme. XX. Die SatunuingeL 

Einem jeden &pitel ist ein eigenes Literaturrennichnis angefügt, das 
dem Faf hmann den Zii'rfi!i<? zu den Originalwerk pti wesentlich erleicht«m 
wird. Riibiueud hervorgolioben sei auch das ausfülirliche Inhaltsverzeichnis 
und das mit groBer Sorgfalt augefertigte Register. Die Übersetzung ist 
dundians BumgendlA ond verdient — bis auf einige stSceade Angliiismen — 
TOlles Lob. 

Berlin. S. AsoHKOiAsa. 

Kronecker, L. Vorleauiigeii über allgemeine Arithmetik. Bearbeitet 
ond herau3gegeben Toa K. Hensel. Erster Abschnitt Vorle snng ea 
Uber Zshlentheorie. Erster Baad. Leipng 1901, B. G. Teubnsr. XVI u. 
509 8. gr. 8^ 

Die Tendenz der Kroneokerscher Vorlesungen ist in dem Namen, den 
sie tragen, deutlich ausgesprochen. Die Bezeichnung allgfmeifif Arithmetik, 
unter welcher Krouecker mit der Arilhmdik die AUjehra und die AnaltiSi^ 
zusammenfaßt, betont den engen Zusammenhang dieser Disziplinen und weist 
zugleich der AriffmeHk die ftihrende Bolle unter ihnen sa. Diese AufBusuag 
wird gwechtfertigt durch die Entwickelnng, welehe die Arithmetik im Ter* 
flossenen Jahrhundert genommen hat Aus der Sondscstdlung, welche sie 
gegenül)er den übrigen Disziplinett einnshmi ist sie mehr und mnhr 

herausgetreten. 

Hatto ächou (Jauä selbst iu den Disi^uisitiones antiiuiuticau die Schranken 
durclibrochen, welehe er swiseben Arithmetik und Algebra errichtoi woDte^ se 
zeigte Dirichlet, welchen Nutzen die Arithmetik aus der Verbindung ihrer 
Methoden mit denen der An^jsis zldm kann. Diese enge Zusammen- 
gehörigkeit wurde später immer offenbarer, und erst in neuester Zeit hat der 
Herausgeber diesör Vorlesungen dargetan, daß die Theorie der algebraisohiu 
Zahlkörper einer ganz ähnlichen Behaudiuug iulug sei wie die der algebraischen 
Funktionen. Wenn es nun hier auch meist ^ Arithmetik ist, weldie ans 
der Analyris Vorteil zieht, so haben doch andererBeite die sehwie rig fps a 
Probleme, welche sich der Analysis darboten, diese zur Aufsuchung schärferer 
Bewetsmethoden gezwungen und schjiettlich zu einer Berision der Grund- 
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begriffe gef&hrt, ixath woldi« üi ikx Antljsis htmchande gMmetEiifllM 
Zahlbegriff durch einen rein arithmetiaoliflii erutet und daniit die Ebnorduniig 

der Analysis in die allgemeine Arithmetik ToUzogea wurde. 

Der Krön eck er schon Anschauung gemSß mußte Anordnung des 
Stoffes in wesentlichen Punkten von der in dea bishengen Lehrbüchern 
innegehaltenen abweichen. Ein flfichtiger Blick auf das Inhaltsverzeichnis 
dee ▼orliegendeo ersten BaadeB leigt dies. Derselbe zerfftllt in tier Ab> 
schnitte, denen me eingehende historische Einleitung vorangeht. Hier 
findet nnch f!i> vor Gaußsche Arithmetik die ihr gebührende Würdigung. 
An der Hand der wichtigsten Probleme wird die Entwickelung der Wissen- 
schaft in reizvoller Weise dargestellt; insbesondere wird aucb hier schon das 
"Eangna&ak der AnalTsis dnnli Er&rterang der einftdien iroa Euler be- 
hnodelton langen Ucrgelegt nnd so dts Versttadnii für die schwierigeren 
▼<Hrberatei Der systcnoiatische Teil gibt im ersten Abschnitt (S. 57 — 142) 
diejenigen üntorsuchunp(>n, welche man gemeinhin in den Kapiteln über die 
Tnlharkeit und ZerJcgung der Zahlen und die Konffrueneen findet. Aber 
nun erfolgt schon gleich im zweiten Abschnitt (B. 143 — 241) der wichtige 
Sdiritt Ton der Behandlwig ganxer SWen m der gomer gamtcMigar 
TurilHonen. Die von Rroneeker eingef&hrten Modahjfsteme stehen hier 
im Mittelpunkte des Interesses, ihre Theorie wird bis zur Dekomposüion 
der reinen Modulsynteme ewiitrr Stufe forf«'»>fIibrt. — Der dritte Abschnitt 
QÖ. 242 — 374) ist der Anwendmtg der Analysis auf Probleme der ZaJtknÜieorie 
gewidmet nnd bebandelt die Bestimmung der Mittelwerte arithmetischer 
Funktionen nnd ihren Znaunmenhang mit den Diricbletschen Beilien. 
Der den Abschluß des Bandes bildende vierte Abschnitt (S. 375—496) 
enthält die aÜgemeiine Theorie der Fotenzreste und den B< wei8 des Satzes 
über die arithmetische Prf)rfressio)i. Kronecker hat diesen Beweis in der 
Weise umgestaltet, daß er zugleich die Bestimmung eine^ Intervailes eot- 
lOlt, in welchem wenigstens eine PrimsaU der Progression enthalten 
sein muß.] 

Soweit über den Inhalt der Kroneckerschen Vorlesni jrpn Jlire Be* 
arheitunp wnr ein schwieriges ünt^mf-hinpr Handelte es sk h lg. Ii daniru, 
die Vorlesungen, die bei den verschiedenen Wiederholungen \n ihr. ii - m/eliieu 
Teüen sehr verschieden, bald eingehend, bald nur ganz kiiri ausgeführt 
wnren, überdies Fragen behandelten, die aocfa dem fortgesdmttsnen HOrer 
nicht gering» Schwierigkeiten darboten, ai einem gleichmäßig fortschreitenden 
Lehrbuche umzuarbeiten, welches dem nur mit den Elementen der Infini- 
tesimalrechnung Tfrtrauten ^studierenden zugänglich wäre. Die Aufgabe hat 
jedoch eine so gluckliche Lösung gefunden, yrie sie eben dut der geben 
knan, welditr lädit nur nüt den Inteationeii des Menters völlig vertraut, 
sondeni aodi in dssBim Aibeit^gebiei etfolgreiebst selbsttStig ist Ln 
wosentliehen deekt sich nattlili^ dw Inhalt des Buches mit dem, was 
Kronecker in «einen Vorlp'snncrpn gab, indem keine ('ntpr^nr hung fort- 
gelassen, keine völlig neu hinzugefügt ist Wohl aber hat der ^Herausgeber, 
wo es die Abrundung des Stoffes Hünscbeuswert erscheinen ließ, begonnene 
ÜBtersnchnngen TerTonstihidigt So ist namentlieh das Probhnn der De- 
komposition der Modulsysteme durch ihn zum AbschloB gebracht worden. 
Endlich sei noch auf die ihrem Wesen nach kritischen BetmditlUlgen 
Aber dpr T^prrriff ihr Stufe im Bereich der Mcdnli^Bteme Ton ffiMUtn fane- 

Arctiiv d«r M»Uieia>tik nod Pbftik. III. JLaihe. VL 21 
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zahligen Funktionen mehrerer Volnderliclier hingewiMSii, weUba «ne ¥ngß 
betraffen, deren Kl&rung dringend enrfiBfoht «dMint. 

Charlottonbaig, Jaanar 1903. £. Sminn. 



Axinuaire des Mathematioienä 1001 — 1902, publie sous la direction de 
MM. C. A. Laisant et Ad. Buhl. Paris 11102, C. Naud. 468 a 

in einer Zeit, wo sich überall Bestrebungen regen, den peraönUt^Wi 
V«rk«hr unter dm HktlieBUitikeni sit «rlclditmi, wo nelMn dflm JahxlRidi 
Aber die Fortachritte der Ifatheniatik eine Bevne semestiielle des publicationa 
math^matiques entstanden, wo der Intenn^diaire des mathemaiirif^ns, das 
EnscipTiPTiient inatH4matique gegrtindet worden ist, wo interrntionale Mathe- 
matikei kongresse veransf altet werden, wo die Encyklop&die der maüiematischen 
Wissenschaften ins Leben gerufen worden ist, in einer solchen Zeit maß das 
▼orliegoide Werk mit Oenagtaung begrüßt werden, bildet es doch «in«ii 
weiteren, einen notwendigen Btlltq>nnkt für diese Bestrebungen, welche in 
dem einen der beiden Herausgeber einen ftbenns tntkziftigeD, begeastarttn 
Fftrsprecher gefunden haben. 

Es i£t naturgemäß, daß der erste Versuch, die Adressen sämtlicher 
Mathematiker zusammenzustellen, nämlich 1) der Mitglieder sller rntÜi»- 
nutiaishen nnd aetmnoniisdien Geeellsdiaften, 3) der Yerinsser telbstindigcr 
mathematischer Arbeiten, 8) tKmtlifihfT Lehrer der Mathematik, daß ein so 
gchwipfiper Versuch, sage ich, mrtncherlei Lücken, TTnricht.ie^ritrn und ün- 
genauigkeiten aufweisen wird. Es wäre daher zu wünschen, daß sich recht 
viele die MUhe geben wollten, die von ihnen aufgefundenen Fehler den 
VerfMeem mitniteilen, damit dieselben bei Gdlegenheit einer sweitnn Auflage 
beseitigt werden bdnnen. 

Berlin. B. JAHm 

llois Lanner. Naturlehro. Mit 377 Figuren, einer Spektraliafel und 
4 metoorologischen Karten in Farb«ndrack. 377 S. Wien 1902, Joe. 
Bothsche Verlagsbnchhandlimg. 

Ein Leitfaden der Physik, Chemie und kosmischen Physik einachließlich 
der Heteorologio. Denelbe ist Ar die oberen Klassen der OsteirsiehiMhen 
Mittelschulen auf Grand der neuesten Lehrpläne der K. K. ünterrichta- 
verwaltung bearbeitet worden. Im Hinblick auf die Zwecke, denen das 
Buch demgemäß dienen soll, erscheint der dargebotene Stoff dem Rffpr^nten 
viel zu reichhaltig bemessen zu sein. Wenn im Schulunterricht tatsächlich 
der gessints üibslt dieses Leit&dsw bewältigt werden soll, so kann dies 
nur dun Abreu, die ObcnflleUiebkeit nsAarwiasenscihaflliolMr Bfldting zn 
fördern. „In dir Beschränkung zeigt sich erst der Meister^; das bedenken 
leider noch zu wenige, die Lolirmeister sein wollen. 

Der Verfasser bebaudelt in seinem Buche nach *^inrr Einleitung über 
Maßeiubeitt'n uud Messen in acht Kapiteln die Mechanik, Wärme, Chemie, 
Hngnetisnras and Elektrintit, Wellenlebre, Akosük, Optik und kosmisohe 
Fhjsik. Recht gut ist dar Absebnitt ttber Mecbnnik gdlungeii. Tn«r fit 
▼or allem das lVstr^^»n rn rähmen, dem Leter die Grrondbegrifi» der 
Pl^ysik mOgUchi klar und prinse vor Augen m fiümo. Weniger ba- 
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Medigen fllgWflnn die Kapitel über Elektrizit&t und fiber Optik. Die An- 
gaben lllMr die elektrischen Maße z. B. finden sich in sehr unübersichtlicher 
Weise an vorschiefipnen Stell on de*? Bivbp«? verstreut TTnzurcichcnd sind 
auch die AusfiilinuiL'en über die kiiLiistlie tiesohwindigkeit, Kirchhoffs 
Emissionsgesetz u. a. m. Die Unte>rsuchuagea von Heinrich Hertz werden 
nur in einem einsigen Sfttie enriUini Am bedenUiditten jedoch endieini 
die hOobet mangelhafte Darstellung des Energi(>prinzip8;, in Seiner vollen 
Allgemeinlieit wird dueelbe an keiner Stelle des Bnches klar auageqprodien. 

Berlin. K AsoHnNASS. 



F. Biehan. Kenere Fortsohritte auf dem Gebiete der Blektriilfftt. 

In wi«^pn?rhaftlieh-geTiieinverstÄndlicher Weise dargestellt. Zweite, wenigr 
ver&ndtiUf Auflage. Mit 97 Abbildungen im Text V a. 128 S. Leipzig 
1902, B. G. Teubner. 

In dieser äckrift wird in erweiterter Form der Inhalt von fünf Yor- 
trSgen wiedergegeben, die dem Yoftsser bn ▼erschiedenen Gelegen- 
heiten gehalten wurden. Kaum drei Jahre nach dem ErsdiMnen der enten 
ist die fieniusgabe der vorliegenden zweiten Auflage erforderlich geworden, 
welchp roch durch eini?n» Zustttzc und Verbesserungen, sowie durch eine 
seiiuueiö Ausstattung bereichert worden ist. Gleich ausgezeichnet nach 
Form und Inhalt kann die Lektüre des Büchleins jedem auis wärmste em- 
pfSohlen werden, der deh ftlr die Ergebnisse vnd Probleme der neneren 
ForBdrang auf dem Gebiete der Elektrizit&t interessiert. Auch der Fach- 
mann wird an der eleganten und geistreichen Darstellung des Verfassers — 
insbesondere in den Ausoinündersetzungen über die Faraday-Maxweilsohe 
Theorie — seine Freude haben. 

Die Titel der einzelnen Vortrage lauten folgendermaßen: I. Die magne- 
tisdien und elektrisehea absolnftem Maßeinheiten. Ampere, V<dt, Obm. — 
n. Die Hertzscheu elektrischen Schwingungen und die stehenden Wellen 
auf DrÄhten. — III. Hertz sehe Wellen in freier Luft; Strahlen elektrischer 
Kraft und die Telegraphie ohne Draht. — IV. Die Kraftlinien Farad fiys 
und seine Anschauungen über das Wesen der elektrischen und magnetischen 
Erscheinangen. — Y. Über Kathodenstrahlen und Röntgenstrahlen. 

Im leisten Kapitel wire die dort wiedergegebene filtere, TOn Crookes 
berrührendc Deutung fttr die ponderomoiimschen Wirkungen der Kathoden- 
Strahlen gemäß den neueren Veisaehen TOn Grits (Ann. d* Phjs. 1, S. 648. 
1900) zu berichtigen gewesen. 

Berlin. £. Asohkinass. 

F. Exner und E. Hagdiek« WeUenllngsn-Taballon für tpekmO- 

analytisohe Untersnohimgen auf Grand der iQtravioIetten Funken- 
Spektren der Elemente. 2 Binde. IV n. 88 o. 269 8. Leipsig nnd 

Wien 1902, Franz Deutike. 

Verfasser haben während der Jahre 1895 — 1901 die ultravioletten 
Fuukenspektren fast aller bekannten Elemente neu ausgemessen und die 
Kesultate schon früher in einer Beihe yon Abhandlungen in den Sitzungs- 
berichten der Kais. Akademie der Wissenschaftsn sn Wien pnbliiiert 1r 
dsn TorUqpenden beiden Binden geben sie eine llbeesiobtliobe Znsammen- 
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steUang d«e gentttm von ihnen gewonnenen Zahlenmatemli. Vcnrut- 
gesohaflli irird eine Einlntimg, in wcAcher einige sUgemeine Gosiclitapiuikte» 
die angewandten IJntezsadiiingimeÜiodea und die Gemtiiigkeik der Mewiingen 

diflkatiert werden. 

Zur Erzeugung der Funken wurde in allen Fällen ein Hocbsp&zmungs* 
transfonnator benatzfc; die Spektren wurden von einem grofien Bowland- 
Mh«i Konkavgitter «itworfen und pketograpluMb an%enommeii. IMe 

Uatersnchungen erstrecken si^h vom äußersten Ultraviolett bis inj Blen 
von der Wellenlänge 4700 Angström- Einlieiton. Als Vergleichsspoktnim 
für die Ausmessung der Platten — dieselbe geschah auf einer Skala, aul 
welche die photograpbischen Aufnahmen projiziert wurden — diente das 
Bogenspektrum des Eisena and im äußersten Ultraviolett noch auBerdcm 
du Fankenspektrom einnr Nickel-Knpferlteung auf Kohle, unter Zngnindc- 
legtmg der Bowlandschen Zahlen. Die dnrcliBcItnitUidie Genauigkeit der 
Messungen vfird zu 0,015 A.-E. angegeben. Im ganzen wurden 75 Element? 
der Untersuchung unterzogen. £8 sind das alle gegenwärtig bekannten, mit 
Ausnahme der seltenen Gase Argon, Helium etc., die sich nicht leicht bei 
normalem Druck untersuchen lassen, und des Terbiums, welches Sick znr 
Zeit nicht in genflgender Bonheit dantellea IftSt 

Der erste Teil des Werkes enthält zuerst eine Tabelle, in welcher 
alle Elemente naeb ibren chemischen Symbolen alphabetisch geordnet und 
bei jedem Element wenige Hauptlinien angegebf n sind, die zuniichst auf 
treten müssen, wenn das Element überhaupt vorhanden ist. Zugleich sind 
hior, wie auch in den folgenden Tabellen, überall die relativen IntensittteD 
der einselnen Linien im AnsehluB an die Bowlandsdie IntengitiltaBkab 
sngelttgt. Eine zweite Tabelle entbSIt alle Linien sämtlicher Elemente, 
deren Intensität nach der gewählten, von 1 — 1000 sich erst recli enden Skala 
größer als 2 ist; die Linien sind hier nach Wellenlängen geordnet anter 
Beifügung der Elemente, denen sie angehören. 

Der zwmte Teil umfiaAt, wieder in alphabetisdier Beihenlblge der 
Symbole, die ToUflUndigen Spektren der einielnen Elementa Als Unicn* 
reichstes Element wird das Uran mit nidit weniger als 5270 Lision wd^ 
geführt. 

Aus der Gesamtheit ihres BeobachtungsmatehalH vpnnögen die Ver- 
fasser einen Zusammenhang mit dem periodischen System der Elemente zu 
erkennen. Vor aUem zeigt die Anzahl der Linien, die den einxelneo 
Elementen rakommea, wenn letstere nach stngendem Atomgewicht geordnet 
werden, eine wechselnde Zu- und Abnalime (mit im allgemeinen steigendir 
Tendenz gegen die hohen Atomgewidbte), die dem periodisehen System 
völlig entspricht 

Berün. £. AfumgTKA&g 

QoitftT Holzmfiller. lammta dor Stereometrie. Teil lY. Leipdg 
1902. G. J. Göschen. XI u. 311 S. Preis 9 Mk., geb. 9,50 Mk. 
Der letzte Band ist baupt.tilkblicb mechanischen Begriffen gewidmet 
StÄtisches und Trägheitsmoment von Flächen und Körpern werden als be- 
sondere F&lle von allgemeinen Momenten aufgefaßt, bei denen der Quer- 
schnitt der Fliehe oder des Körpers, parallel sur Besogsgeraden nnd -ebene, 
ein A^regat von Oliedsm der Form asf ist, wobei sf den Abstand des 
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QiMiioliiiiU» Jou dm. BesngsgebUd« bedeatat Dieialbo Baluuidliiiig wird 

tum TeU auch f&r Polurmomente durchgefOhrti wobei dann x den Abstand 
von dem Bezttgspnnkt bedeutet und der Querschnitt für die Flüche ein 
Kreis und für den Körper ein Kiigelstück ist. Die angeführten Momente 
werden so weit als möglich als Inhalt« von Körpern anschaulich dargestellt. 
Et wird dannf hiiigttwkMii, dkS di« Simpsonsohe Regel fOr di« Bereeb- 
anng Yortailhaft ist, und litt aofier für j» » 0, 1, S anoli fibr j» » 3 
gilt Fsnur werden die TrägheitsttUipsea von Poinsot imd Clebsch- 
Culmann atTjfiihrlich behandelt, ebenso das Zentrifvigalmoment nebst der 
zu_:e ( riLi u Lexiiniskate. Anwendungen begleiten die Darstellungen. Der 
folgende Abschnitt beschäftigt sich mit den iiüchen zweiten Grades und 
ihm varwdiiedenea Momenten. ISn Schlnfiaibsdinitt enthilt einige Kack- 
trige tnm dritten TeOe. — 

Nachdem so die Elemente df-r Stpreoroetrie einen Abschluß gefunden 
haben, ist es vielleicht angebracht, ühi r las umfangreiche Werk noch 
einige Worte zu sagen, ttber die Bedeutung, die der Verf. der elementaren 
Behandlung der Mathematik für diese selbst und füi' die Technik zumi£t| 
ist viel gesprochen nnd geschrieben worden. Ich lasse es dahingeetellti 
welche von den Ueinnnffen man ▼«rtritt Für das Twliegende Werk wird 
jeder ünbefiulgene zur übenengung konunen, dafi der Verf. in ihm eine 
große Menge von Wissen sowohl der Elomcntanmatheniatik im engeren 
Sinne, al?? auch der Klemente der Fltichenlelire, der Mechanik, der 
theoretischen Piiysik und der Technik :<:usammeii l > 1 1 u,gen und in zusammen- 
hlagender und hamoniaeher Weise aneinandei gegliedert hat Die Dar^ 
itdlnng ist Uar, obgleich wurfunai etwas breit, aber sie wird von guten 
ZeidmvBgen unterstützt. Ich glaube, der Lehrer der Mathematik, besonders 
der an Fachschulen wirkende, wird viel Belehrung aus dem Buche schöpfen 
können nnd in ihm vor allem Anregung 7.n geeigneten Aufgaben finden. 
Füi* einen Studenten werden ferner einzelne genau durchgeführte Beispiele 
von Wert sein, die ilon erst einen klaren Bliok Aber die im Hdrsaal vor^ 
getragenen Theorien vmohaffen und zu denen der Hbchsdralimtemcht in 
den sel t ensten FIU«i genügend Zeit hat 

Dortmund, Februar 1903. H. Ktam. 



BalMTt Frieke. BanptrittM te DUSsiMittal- und I^iitegralxeoliniiiig 
als Leitfkden aum Gtobrauoh bat Vorlesrmgen. 3. Aufl. Braon- 
schweig 1903. Vieweg und Sohn. XV u. 218 S. Preis 5 Mk., geb. 

6,80 m. 

Dieser LeiUaden wiir vorher in drei getrennten Abteilungen erschienen 
und zunächst nur für den engeren Sohülerkieiä des Verfasserb berechnet; 
es ist sehr tu sditttaen, daA die drei Abteilungen jetzt zu einem Bande 
vereinigt auch dem größeren Kreise der Mathematiker zugänglich sind. 
Der Name des Verf. bürgte dafQr, daß die dargestellten Sätze einen scharfen 
nnd dabei doch anschanlichen Ausdruck finden würden. Und das ist in 
der Tat der Fall. Ich kenw kein Buch über die Elemente der Analy^is, 
das in solcher Knappheit und Anschaulichkeit die Begritle und Sätze ent- 
wickelt Li der Xinleitung werden nach Erledigung des Begrifiis der Ver- 
Indarliehkeit und der Fimkfion die elementaren Funktionen beqirochen. 
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Der erste Abschnitt ffiht dum die Grundlagen der Differentialredunmg, d« 
zweite ihre Anwendungen. Der dritte Abschnitt ist der Integralrechnung 
gewidmet. Der vierte behandelt f^i> Funktionen mehreror Veränderlicher und 
gibt dabei einen Abriß der (rruadelemente der Kurven- und Fläch«)nl«hr6. 
Der füufte Abschnitt erledigt die Anfönge der Differentialgleichangen, und 
der Anhang bringt die komplexe Zahl und die Fonktioneii komplner Yer> 
Smderllcher. Bemerkt sei, du8 erfi-eulioherweiae andi die hyperboliaebea 
Funktionen ansftlhrlich behandelt worden sind. Beweise werden des 
ringen Baumes wegen nur andeutungsweise ir^-braobt, doch p'enügon diese 
Andeutungen in den meisten FfiUen vollkommen. — Das Werk wird 
manchem Mathematiker i^ur schnellen Orientierung über irgend welche 
Funkte der Elemente willkommen eein. Yonieluii^tieh wird es aber tob 
Nutien fDr den angebenden Techniker sein. Ich stimme darin dem Ver£ 
vollkommen bei, wenn er sagt: daß die von ihm gegebenen Grundlagen 
für das wf'itere Studium der technischen Wissenschaften notwendig und hin- 
reiehend bwieu. Und den schweren Stoff hat ja der Vorl. düü Herren aus der 
Praxis durch anschauliche Darstellung und gute Skizzen schmackhaft gemacht 
Dortmund, Februar 1903. H. Kühne. 



Marius. Aatronomieolie Erdkunde. Ein Lehrbuch angewandter Mathe- 
matik. Kleine Amgabe. Zweite Auflage. Dieeden imd Leipsig 1901. 
G. A. Kocha Veriagsbachhandlnng. 8*. xn xl 127 8. üngeb. 2,30 Uk. 

Die „Soiral -Ausgabe'* der „AstronomiMhen Geographie*' tob Martns 

Leipzig 1881) ist jetzt in II. Auflage als „Kleine Auagabe** der „Aatee- 
nomisch^n Erdkunde" erschienen. Der Verf. gibt wiederum (^mon Ausist 
ans seinem größeren Wurk gleichen Namens; doch soll die „Kleine Au5- 
gabe'^ selbständig gebraucht werden können, während die frühere „Schul- 
Aufgabe** Tomehmlich fDr die Bepetition Ton im üntanudit Qebotan« 
eingerichtet war. £k> baden sieb in der alten Auflage mehr&eh nur Über* 
Schriften ftb* einzelne Absätze. Dem etwas veränderten Ziele entspringoi 
verschiedene ürage.staltungen des Buches. Einzelne Entwickeln ng«n sind 
breiter ausgestaltet, lief, nennt hier: 24. Die Mikrometerablesung, 68. Unsere 
Stellung zur Mondsichel, 69. Datumwechsel, 82. Das Messen der Grund- 
linie und 115. MLtteleuroplaadM Zeit Anderes ist zum AnaglddL fiortr 
gelassen. Eine Umstellung hat die Behandlung des eUipüscben STstens 
erfahren; sie wurde aus Abschnitt I »Der Sternhimmel" herausgenommen 
und dem Abschnitt TT „Die Erde" zugewiesen. Es stört das den systematischen 
Aufbau und ist filr Schulzwecke nicht nötig, wohl aber zweckdienlich, um ein 
unabhängiges Verständnis des Buches zu erleichtern. Neu hinr.ugefugt ist in der 
Sinlmtung eine kurse Darstellung der Hauptsltae der Kugcldreieoksrecbnung; 

Die neue Auflage enihKl^ wie schon im Titel, so anob in dem Bnobe 
selbst sahireiche Verdeutsehnngen in der Ausdrucksweise. 

Die vorzüglichen Figurai nnd mit Auslassungen dieselben wie in dv 
ersten Auflage. 

Kef. kann das Buch für den Unterricht in der Mathematik, Phjsik 
und Erdkunde auf der Oberstufe nnaerar bflheran Leltranstalteii aoeh in 
seiner neuen Oeatilt auf das wSrmate empfehlen. 

SehOneberg. B. Küluiob. 
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f. Bohnert. Elementare Stereometrie. Sammlnng Schubert TV. 
Leipzig 1902. Göschensche Verlagshandlong. Ö**. VII u. 183 S. 
119 Fig. Geb. 2.40 Mk. 

Ten I behandelt die rtunometnaoben QmndgebUde, die kdrperlichen 
Eekm, den Banmüihalt eiofiMsher KSfper, die Kogel und die regelmUligeii 
KSipMr. Bohnert will hier etwa bis an die Gbenie des stereomotrischen 

Pensums der sechsstiifigen Realschulen gehen. Teil II bringt den Begriff 
des Zentralkörpers iind sfinft Benutzung, die Simpson sehe und Guldinscbe 
Begel, sowie einigem über Kegelschnitte. Von der darstellenden Geometrie, 
daran Ekmente ^ Bd. HI der Sanunliing Sehuberi enthält, ist niehts 

Die Anordnung ist klar, die Daiiiietnng gesohlekt, die Figuren sind 
meist gnt und /.wpclcentsprechend. Ref. vermißt, zumal fin fU-r Verfasser 
im Ipfytpn Abschnitt der Einleitung ausführlicher von den Figuren handelt, 
eine kurze Angabe der gewählten Darstellongsart räumlicher Gebilde, etwa 
unter Yerweiiimg auf Bd. HL Den Ebtwid^elnngen sind lahbreiehe inter- 
eesante Angaben mit Lösungen hinsngefftgt. Hior wären bei numerischen 
Beispielen die angenäherten Lösungen besser als solche zu kennzeiohiieii; 
Hm irreführendsten ist S. 63 Aufgabe 11 die außerdem recht ungenaue 
Angabe / : «7| °- 3 als das Verhältnis des Volumens eines gleichseitigen 
Kegels und eines ihm eingezeichneten Cjlinders von quadratischem Achsen- 
■öbDitl Faleoh ist die 8. 51 m Aii^be 27 uigegebene Ldsung. Die 
LSmagen 8. 65 Aufgabe 7 und B. 163 Aufgabe 18 enthalten Drackfehler. 
8. 163 Z. 1 C iat im Auadniek Terfehlt, so dafi Bohwer Tentlndlich ist, waii 
gemeint ist. 

Ditö Buch ist für das Emdringen ia die Stereometrie durch Selbst- 
studium und zur Vertiefung von im Unterricht Behandeltem durch Privat- 
lekfeBre reeht empfehlenewert und kann andi von den UiitfltrridbteiideB weg«! 
'venddedener Aaiegungen und wegen feines Au^gabenmatedals mit Nntsan 
▼erwendet werden. 

Sebtoeberg. £. Kuluocb. 

Fr, Fletiker. Bardoya Anleitang mar AnfUniiig eingokloidetar 

algebraiaoher Aufgaben. Zweite, völlig umgearheitete Auflage. 

Leipzig u- Berlin. B. G. Teubner 1903. 8». 160 S. Geb. 2,60 Mk. 
Wie Pietz ker selbst im Vorwort angibt, hat das vorliegende Buch 
von dem älteren, 1887 als „erster Teil" „Aufgaben mit einer ünhekannten" 
erschienenen außer dem Titel nichts tLbernommen; auch dieser hätte sehr 
wohl verändert werden kOnnen, etwa in: Musterbeispiele fitr die Auflösung 
eiageUeideter algebndschar Angaben. Das Bneh bringt auf den ersten 
dzei Seiten allg^emeine Gesiclitsirankte für den Gleichungsansatz, in seinem 
übrigen weitaus überwiegenden Umfange Musterbeispiele. Wenn aber 
Pietzker Wert legt nicht nur auf die Beibehaltung von Bardeys Namen, 
sondern auch auf die der Bezeichnung, so ist letzteres durchaus dadurch 
begründet, daß Pietzker überall strebt, das Typische zu betonen, die all- 
gemeinen Sichtungen der Lösnngswege zu kennzeiehnen. 

Die allgemeinen Gesichtspunkte der ersten drei Seiten sind aaehgemftB 
und aus lane^r Erfahrung herausgewachsen; vielleicht hätten noch An* 
weisangen allgemeiner Art hinzugefügt werden können. 
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Bei den MuBterbeispielen sind für die Anoidnoag ausschlaggebend die 
Gebiete, in wekbe tme & EinUeidung der Aufguben ftthrt, müät die Art 
des anftretenden Gleicbimga^stems. Ja Pietsker nimmt auch Aufgaben 
auff die mit Gleichungen überhaupt nichts zu tun haben (VId und e). 
Dio Aufgaben sind vielfach eigenartijr, '^t+^is interessant und fast «lurcbwpg 
exakt sowohl in der Formulierung als auch lu der Behandlung. Im einzelaen 
sind Aufgabe 30 und 35 nicht klar genug gefaßt, bei 49 ist die Frage- 
flteUmig woM doreh mne aadere la eneteeii, bei 67 fehlt die Angabe des 
ZinsfllBeB S. 101 läßt sich Pietzkcr den Hinweis auf die ge- 

mcinsa^nen unendlich fcraen Punkte der Hyperbeln und manche schön«" B«'- 
merkung, die sich gerade hieran knüpfen ließe, entgehen. Störend empbndet 
Ref. das Fortlassen der Elammenif wenn gemischte Eechenoperationen vor- 
liegen, und die Division erst nadi den anderen Beohrnrngsarteo erfolgen 
soll, X. B. S. 40: 

« • 950 + y * 860 : 1078 • 900 

statt: 

(« • 850 + 1^ . 850) ; 1078 • 900. 

Pietzker schreibt f&r drei Kategorien von Lesern: 1) Lehrer, 3) Sohlller, 
3) solche Freunde der Mathrmatik, die ohne Anleitung von Seiten ein«r 
Schule sich ein<> gewisse Fähigkeit io der Erwerbung eingekleideter al- 
gebraischer Autgaben erwerben wollen. 

Allen drei Kategorien Icann das vorliegende Bnch dnrehans empfohlea 
werden. 

fiehOneberg. E. Koumob. 

A. von Braunmühl, Vorlesungen über die Geschichte der Trigono- 
metrie. Zweiter Teil: Von der £r&iiduiig der Logarithmen bis 
auf dia Gaganwark XI jl 964 S. mit 39 Figuren im Text Lnpzig, 
1903, B. 6. Taabner. 

Die Vorrede zun ersten Tdle des vortrefflicben Werkes tngt das 

Datum August 1899, die zum zweiten Teile das Datum Januar 1903. Dss 
lesende Publikum hat also gut drei Jahre auf <1ie «phnlirb prwnrtete Fort- 
setzung zu warten gehabt. Der Verfasser freilich kann umgekehrt mit be- 
rechtigtem Stolze sagen, nur drei Jahre habe er gebraucht, um die Riesen- 
arbeit SU vollbringen, weldhe in diesen 16Vt Dracikbogen aufgespeichert ist 
Wohl 600 Bücher und Abhandlungen sind so erwilmt, daß man die Über- 
zeugung gewinnt, der Verfasser miisse sieh mit ihnen genau bekannt gemacht 
haben, und wer selbst geschichtlich gearbeitet hat, der weiß, daß niclit 
selten die Anzahl der nutzlos durchgelesenen Öchriften nicht geringer war als 
die aoldier Ywarbeiteii, wehdie man la varvorten, also aneh an erwiboMi 
hatte. Kinunt man fiberdies in Betraoht, daA etwa die Hllfte des Bandes 
es mit Gegenstinden zu ton hat, die geschichtlicher Sichtung noch nia antsT' 
bfpit^t waren, m erkennt man die Berechtigang des Wortes Biesanarbeit, 
dessen ich mich bedient habe. 

Der btuii ist in 0 Kapitel gegliedert: 1. die Ertmdaug der Logarithmen 
(8. 1 — 88 in 5 §§); S. die Trigonometrie bis nun Beginn des 18. Jahr- 
hunderbs (ß. 3B — 68 in 3 §§); 3. die Entwickeltmg der Trigonometrie im 
18. Jahrhundert bis som Anftreten £nlers (S. 68—101 in 4 §§); 4. Leonhard 
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Enler (S. 101—125 in 3 §§); 5. Eulers Zeitgenossen und NififafUger im 
18. Jahrhundert (S. 126—168 in i §§); 6. die Trigonometrie im 19. Jahr- 
hundert (S. 169 — 250 in 8 §§). Der Verfasser hat also bis zum Schlüsse 
die chronologische Einteilung in der Kapitelfolge fesl^ehalten, die Zerlugxmg 
iB dem Gegensttnd nadi vanrandtMi Unterabteilungen uuMriialb der Kapitel 
den Puragraphen vorbehaltaud. Ersetzt man das Wort Kapitel durch Ab- 
schnitt, Paragraph durch Kapitel, hl das die gleiche Gliederung, deren 
ich mich in meiner Geschichte der Mathematik bedient hab«;, welche sich 
demnach wenigstens für ein beschränktes (iebiet, wie es das der Trigono- 
metrie ist, auch bis zur Gegenwart mit Vorteil benutzen l&ßt. Mit V'ergnügen 
seh ieh, daB Br, t. BravnmlLlLl nooh in einer anderen Be&ehnng gleicber 
Ansidit mit mir ist fir sdilieit jedes ttuidae Kapitel mit einem Bflck- 
faUck auf die behandelte Zeit und erleichtert dadurch dem Leser die 
Zusammenfassung in ein Gesamtbild, nafVidp'ti derselbe vorher mit Einzel- 
heiten überhäuft vielleicht Gefahr lief, den eigentlichen Zpit^-haraktfr ni'ht 
zu erkennen. Ich bin überzeugt, der Leser wird Hrn. v. Brauumühi lur 
diese Erleiditenmg Dank mssen. Es ist fast flbexflüssig za bemerken, daB 
aieh daa Auffinden von EiuselbeiteD durch ein sehr umfassendes Namen- 
und Sachregkter emöglicht ist. 

Die vier ersten Kapital sind Zeitabschnitten gewidmet, welche anch 
in meiner Geschichte der Mathematik Behandlung fanden, natürlich aber 
dort etwas weniger eingehend erörtert wurden. Gleichwohl gestehe ich un- 
umwonden, daB einzelne Lücken ausgefüllt sa werden verdienen und an der 
Hsnd des 2. und besonders des 8. Brannmfthlschen bpitels ausgefllUt 
werden können. Im 2. bpüel ist (S. 44) Thomas Streete (1626 bis 
1696) als Verfasser einer englischen Äi^trononna CtiroUna von 1661 ge- 
nannt. Das Buch muß sehr bekannt gewesen sf in. da Doppelmayr es 
1706 ins Lateinische übersetzte. Das Bedeutsiuuütu in demselben ist die 
Einführung eines Hillswinkels zur Erhöhung der iogarithmisohen Braoeh- 
barkeit einer Formel, also ein Knnsfcgriff, der nioht erst 1748 von Thomas 
Simpson zur europäischen Übung gelangt«. Auch /.wischen Streete nnd 
Simpson wird die Anwendung von Hilüswinkeln nachgewiesen. 

Zahlreicher sind die Ergänzungen unseres seitherigen Wissens im 
^ Kapitel. Wohl rtiin ersten Mal ist in dem Briefe Newtons an Leibniz 
vom 13. Juni 1676 die Keihe für den Öinus eines ungraden Vielfachen 
eines Bogens: 

, (1 — n*)n . 3 . (1 — n*) (9 — n» i n . . . 
BiA »9 — n ' Sin 9 + ^ — smtp^ -h — siny* • • 

nachgewiesen worden (S. 61)). Ftir De Lagnj wird mit dem ÜaLiuu 1705 
die Beihe ftr ingntp ans tng^ in Anspruch genommen, mit weldier 
Johann Bernonlli eist 1712 an die Öffentlichkeit Int, und dem gleichen 
Aufsatze von 1705 wird nachgerühmt, daß in ihm zum ersten Mal die 
Zi^if-hm der Tangente für Winkel verschiedener Quadranten sowie die 
Periodizität der Funktion richtig erkannt sind (S. 71 — 72). Wieder De 
Lagny war es, der 1719 durch die Behauptung, daß Jeder rationalen 
Tangente ein irrationaler Bogmi entspreche, eine Vorahnung des dem Ende 
des 19. Jahrhunderts vorbehaltenen Nachweises der IVanscendenz von it 
Infierte (8. 81 und 83). In Newtons Aritfametica uniTersalis ist die 



Digitized by Google 



380 



trigonometaiselMi Glflushmig — ~ — .0 ^"^''^^ ^™ ^ wiagn^ 

+ cos Ä . sin (90^ - ^^^4"^ - 8mi?.«n^-±^ + cobä-cm^A? 
- cos (^4^ - - 008^-=^, die NewtooMdw GlMckim^ 



cos- 



einstimmung mit ~^ » £^ > welche Mollweide 1808 veröffent- 



lichte und welche dessen Namen führt (Ö. 87). Die Amütjsis iriawjniorum 
(1746) von Friedrich Wilhelm von Oppel wird einer unverdienten 
y«rgc8Mnkeit cntiogeii vsd all ffid diMM Bcihriflafcdlen hervorgehoben, 
ans weoigeii geomebisdi gewonnenen Slltieii die gaami Formel^jitsnie 
ebenen und sphiiischen TUgonometrie dnreli aügebrsisdie Befthmmg sa eii* 
wickeln (8. 98). 

Das 5. und 6. Kapitel bilden Hrn. von Bra^inmühls eigenstes Eigen- 
tum , d& zusammenhängende Vorarbeiten lür die hier behandelten Zeii- 
absdmttto M ganx fehlso. üm so schwieriger ist es aber aach, aach 
Aiii]iiA]jg«m Durehlesen dieser beiden Kaintek «in eodgfiltiges Urteil an ilülen. 
Enft wiederholte Benutzung kann und wird zeigen, ob diese BApItel widdich 
auf der Höhe der ihnen vorhergehenden stehen Ich kann nur erU&ren^ 
daß sie auf mich den vortrefflichsten Eindruck machen. Die Arbeiten von 
Pingre, von Lambert, von Klügel, von Lexeil, von L'Huiilier, von 
Lagrange, von Cagnoli, ▼««Maskeljue, vonBosoowich, vonHandnit, 
▼on ESstner, von Karsten, von Legendre, rm nnr die Kotyphien des 
6. Kapitels sn nennen, dann wieder ans dem 6. Kapitel die Arbeiten von 
Oarnot, von OanB, von Bohnenberger, von Oauchy, von Bret- 
schneider, von Karl Friedrich Schulz, von Gudermann, von MSbius, 
von Grunert, von Delambre, die neuesten Untersnchimgen von btudj 
ond von saUnichen anderen in den Tenchiedenen Lindem, deren Gelehrte 
an dem Forfeicfareiten der mathematasehea Wissnschaften beteiligt sind, äe 
alle sind erOrtert und gewürdigt. Vielleioht hitte Pfleiderers ganz eigen- 
artige Trigonomefne tmd ebenso die von von Münchow etwas ausführlieh<^r?s 
Verweilen gerecht fertigt j vielleicht wäre auf die Meinungsverschieiii-uheit, 
ob sin 9* oder am* fp zu schreiben ist und anf den Ursprung der ieuteren 
Schreibweise, zugleidi auch anf das sin''^ — arcsin^ engUsöhMr Sdbrift^ 
steiler einzügeben gewesen. Indesaen sind dieies nur gedn^^fllgige WUnsdie 
gegenüber der fieodigen Zustinunung sa dem gsasen Werke. 

Heidelbeig. M. Camtob. 

H. €!• Zenfhen* IBOatolTa des math^atiiiiwa dana rtotiquitf el la 
mojaii Age. ^idition fran^use, revue et coxxigie par l'aatear, tradnite 
par Jean Masoart. Paris: Gauthier- YiUais, 1902. IX u. 296 S. 8*. 

Die dänische Originalansgabe dieser kurzgefafiten G^chichte der 
im Altertum und Mittelalter ist 1893 erNhienen, die dentsohe 
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Übersetzung 1896. Nunmehr liegt auch eine firanzösische Ausgabe vor, in 
welcher der Verf. eiaigo neue Ergebnisse der mathematiBchen Geschichts- 
forschung hat verwerten können. An dem Zustandekommen dieser neuen 
Au^^be hat der beste franj&ösiache Kenner d«r 'OeMSfaichte der Mathematik 
im Altertum, Henr Paul Tannery, sein Literene dadnndi betomdet, daB 
•r einige Anmerkangen beigesteuert hat. 

Das Biicli war ztmächst für Studenten und Lelirpr der Mathematik in 
Dänemark bestimmt, wo dif» t^elteuden Prüfungabesümmunge n eine Übersicht 
über die Geschichte der Mathematik fordern. Der Verf. hebt dasjenige aus 
der Gesohiehte der Mathematik der behandelten Zeit bervor, was dem be* 
leidmeleii Leeerbreite m wieien wiehtig ist Daher fehlt der gelehrte 
Apparat, den die Axamfgb der deutschen Ausgabe im Archiv der Ibtii. (2) 15, 
Lit Ber. 8. 27 vermißt«; <lafllr ist die knapp*» DarstpllTing sachlich und 
;inreg0nd. Durchaus /.n l illi^'^en ist aus denselben Gesichtspunkten die ver- 
hältnismäßige Breite, mit der die griechische Mathematik behandelt ist, und 
die Kttase, mit der die ttbrigen T^e abgetan sind. 

Bei dei Erscheinung der Übersetzung eines Werkes, das sich durch 
seine Vorzflge den Beifall der sachkundigen Gelehrten und der lernenden 
Jugend erworben hat, bedarf keiner neuen eingehenden Besprechung, ob- 
wohl nicht verschwiegen werden darf, daß manche Bedenken gegen eine 
Eigenart des hochverdienten Verfassers, die Hineintragimg subjektiver An- 
sichten, anageeproohea worden sind. Als einen Vorzag der fransSeischen 
Au<;gabe wollen wir aber das redit ToUsttbidige alphabetische Namen- und 
Sachregister erwähnen. 

Dagegen dflrfte es vielleicht an der Zeit sein, nachdrücklich diejenigen 
Bestrebungen zu unteratütsen, aus denen die Abfassung dee Buches hervor* 
gegangen isk 

Der Stoff, den der Mathematiber auf den Mittetadinlen lehren mafi, 

hat bisher auf den ümvenittten nur wenig Berflcksiolitigniig gefunden. 

Daher hatte der Verein mathematischer Mittelschullehrer in Tf^ilion Asso- 
ciazione „Mathesis" auf der Turiner Versammlung im SepUinlier 1898 auf 
die Tagesordnung die Frage gesetzt nach den Modi&kationt n in der An- 
ordnung der mathematisehen Univerrittststadiea nur Ernelung guter Mittel- 
schuUehrer, und der Bericht des Herrn Luigi Gerto fiber diese Frage, 
der unter anderen Forderungen die Einrichtuntj piner Vorlesung über Ge- 
schichte der Mathematik verlangte, wurde mit jubelndem Beifalle auf- 
genommen. Auf derselben Versammlung hatte Herr Gino Loria in 
längerem Vortrage die Bedeutung der Oesobiobte der Vatbematik ib dusB 
Bindegliedes swisoben dem Ifittelscbnl- nnd dem ünivenititi^ünteirieht be- 
leuchtet und besonders die WiehtiglDeit des Stodiams der ewklldisphen 
Element^ auscin^ndprgesetzt. 

Ährilichf Atiregungen sind büi den verschitdencn Vnlkern gegeben 
worden imd mcht ganz erfolgslos geblieben. So berichtet Herr Mansion 
In der Biblbtheea Hathematica (3) 1,933—286 «ber die Korse in der 
Geschichte der Mathematik an der Universität zu Gent und erzählt am 
Schlüsse seines Berichtes, daB Zeuthens Geschichte der Mathematik im 
Altertum nnd Mitt^lnlter, ergänzt durch Felix Müllers Zeittafeln zur Ge- 
schichte der Mathemauk, als literarische Hilfsmittel dienen. „Das Zeuthen- 
sche Buch scheint, obwohl stark dnrcbselst mit persönlichen Ansichten des 
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Autors — vielleicht gmde deidialb — , anregender zu sein als die HandbAolMr 
TOD Ball, Cajori, um so mehr nho als die von Hoof er und von Boy^r" 

Leider reicht das Buch des diiiuschen Gelehrten nur bis zum Ende des 
Mittelalters: doch bemerkt Herr P. Tannerj in seiner ausführlichen An- 
xeige der frwDaMBoheii Übenetsnog (Bidl. des sc. math. (2) 26, 318 — 819), 
daß Hen- Zeuthen dis iTm Ische Manuskript der Geschieht« der Mathe- 
matik im XVI. und XVIT. Jahrhundert schon vollendet hat. Wir können 
also hoffen, die Fortsetzung des vorliegenden Bandes bald in die Hände 
zu bekommen. Der geistvolle und kenntnisreiche Yerfa&ser wird durch die 
VerdffentUchung des iwiiteii Bkndes, der den Stempel seinee Geistes tragen 
wild, das Interesse sn der Beschftftigiuig mit der Oesdhiehte der Ustlie- 
mitik wiederum fördern, und hoffentlich wird der vom Auslande kommende 
neue AnstoB dazu beitragen, in dem deutschen üniversitätsunterricht*» die 
vis inertiae zu überwinden, die an den meisten Hochschulen einer be- 
scheidenen Bewegung nach der gewünschten Bichtang entgegensteht, obscbon 
doch gerade DentseUaBd in Horits Canior den erstell Gesofaidbtsforsdier 
der Mathematik besitzt und zahlreiehe jflngwe Gelehrte als Nachfolger des 
Nestors ihrer Wissenschaft voll Eifer tätig !;ind. Anseidieii einer sdchaii 
Bewegung sind ja an einigen Stellen bereits Torhanden. 

Berlin. £. Laufs. 



Karl T, Fischer. Der naturwissensohaftliche Unterricht in Eng- 
land, inBbeaondere in Phyaik und Chemie. 94 S. hwpug 1901, 

B. G. Teubner. 

Diese äußerst klar und anregend geschriebene Studie gibt Anschauungen 
nnd Er&hrongen wieder, welche der Verf. auf seinen beiden Reisen im Jahre 
1897 imd 1898/99 mit scharfem Auge nnd oirenem Ohr llher den natiir- 

wissenschaftlichen Unterricht in England gesammelt hat. Jeder, der sich fUr 
die Entwicklung und VprtirfnnfT diescs ünfpn-ifht.'? inton^'-sinri, wird in dem 
Büchlein reiche Anregung hndcn. Besonders interessant ist die Beschreibung 
und Kritik der besonders von Armstrong vertretenen „heuristischen 
Methode*^, weldie fördert, man soll den Sdifllnn anf allen Stiifen der Aw 
hildung „idaht nur von den Dingen «ndOdw oder Dinge seigen, sondern 
man solle in ihnen die Fühigksit TenBitteln, Aufgaben selbst durch das 
Experiment zn lös'^n — d. b. man sAle sie darauf binleiten, solV><;t 711 
»entdecken', und zwar sollten ihre Entdeckungen in enger iiezieimug zu 
den Gegenständen und Erscheinungen des tl^lichen Lebens stehen^'. Die 
Tcrsflge und Klippen dieser Methode werden Uar anstönandergesetst. 

Als Fazit der Betrachtung des englischen Untsmchtswesens tritt fllr 
uns der Wunsch hervor, den naturwissenschaftlichen Unterricht enger als 
bisher an unmittelbar wahmclimbare Erfahrungen und an Experimente an- 
zusdüießen und von Anfang an die Schüler zu gewöhnen, an messenden 
Vemidisii Freude sn emp&^n. Freilich ist daxu nicht nur eine bessere 
A1lS8tattol^f der Bdhnlen mit Ai»paiaten nnd Laihorstorien, sonden amsh 
eine andere Ausbildung der Lehrer notig. Für einfache Lahoratorisn und 
ihre Einrichtung finden sich in dem Buchr rnitn Vorhikler 

Für die zweite Roise hat das Bayeri.sche Kultusministerium dem Verf. 
ein Stipendium bewilligt. Hoffentlich gibt der Bericht, welchen er dem 
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MiaiflieiiimL cingitraidit hat, VennlMamig la VerbMattrangen im aiiar- 
inMensohafOicheB ü&temcht an den bayeriBohai Sebulan. MOekteii audi 

die Leiter des ünterrichte^v^'sens in anderen Staaten aus dem Fischerschen 
Bache Anregung nicht bloß cum Nachdenken, sondern auch /u Taten gewinneol 

Berlin. £. PamoaBBiif. 



£. Gonrsat. Cours d^analTaa malMiiaillqpie. T. I. Piiis, Qutfaier* 

Villars, VI -f- 620 S. 1902 

Dor vorliegende T?aii l hfthandelt ung^fälir den Stoff der Slff^ron frari- 
xösischi ii Lt iirbüchcr fl* r luiinitetiimalrechnung mit Ausschluß der liülVt * ni lal- 
gleichungeu, der Vanauunsrechnung und der Funktionen eines komplexen 
AzgmneiitB. Den Aii&ng madum die GnuidlMgriffe der DifferentulxedmiiDg 
für Funktionen einer und mdurertr Yertaderlielier; daran scUieBt aidi die 
Taylorsche Reihe mÜ Anwendungen auf die Theorie der Extreme, sodann 
das bestimmte Integral, dns nibestimmte Integral, die mehrfathen Integrale. 
Es folgt die Theorie der Keüiün mit Anwendungen auf Fotenzreihen und 
Fouriersche Beiheaj endlich werden die einfachsten geometrischen An- 
wendnagen der Infimteannalrechnnng entwickdl 

Als cteafctoristiadie Eigenschaft des Werkes darf die groBe Sorgfalt 
beseichnet werden, mit der die Beweise strenge im Sinne der modernen 
aiithmetiscben Analjsis geführt werden. Auf eine begriffliche Au.soinander- 
setzung über da-s Wesen der Irrationalzahl wird vereichtet; an der Spitze 
steht der Satz, dalS jede Größe , die beständig , aber nicht über alle 
Grenaen wichst, einem bestimmten Qrenawerte instrebt Blerdwpeb wird 
eine von Dedekind in seiner grundlegenden Schrift über die Stetigkeit 
an^peq[irochene Bemerkung verifiziert, nach welcher der angeführte Satz, 
ebenso wie auch andere ihm äquivalente, als Fundament der Infini- 
tesimalanaijsis genommen werden kann. Wenn aber auch der Verfasser 
des vorliegenden Werkes die volle Strenge der Beweise anstrebt und, 
soviel wir sehen, errricht bat, so Teraohtet er docb darauf^ in jedem Falle 
Ton den allgemeinsten Voranssetsangen anssugehen, und besehiinkt sich 
wesentlich auf die in den konkreten Einzelproblemen vorkommenden Fälle. 
Jede Tlforie w\r^ durch Beispiele erliiutort, die entweder ausgeführt oder 
als Übungen dem Leser Überlaasen worden. An bemerkenswerten Einzel- 
heiten sei folgendes erwähnt 

Die Differentialrecihnang beginnt mit dem Boll eschen Sats, der oft 
erst spiter erscheint} sehr bald folgt eine genaue ThetHm der implidten 
Funktionen von einer and mehreren Variablen und der Funktional- 
determinanten. Ira Anschluß an die TransformHfion dtr höheren Ab- 
leitungen in neue Variable werden die Tran.sformatioiini von Legeudre 
und Ampere sowie der allgemeine Begriff der Beriihruugstrauüformatiou 
erOrfcert Bei der Theorie der Extreme der F^inkttonen von iwei Variablen 
wird aneh der flir gewöhnlich aweiÜBlhaft bleibende FkU r< — s* » 0 nach 
Scheeffer uolenucht. 

Der Begriff des bestimmten Integrals wird in aller Sfrengp entwiekelt; 
für die Rektifilcation der Kurven wird eine hinreichende Bedingung gegeben. 
Bei der Gaußscheu Methude der mechaniächeu Quadratur findet sich die 
interessante Bemerimng, dafi diese Methode, wenn man sie auf willkOrUdie 
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Fnnktionen anwenden will, eigentlich den Satz von WeierstraB TOnot- 
setzt, daß jede stetige P\inktion in einem beliebigen Intenrall mit gleichem 
nnd Torgeschriebonem Grade der Annäherung durcli ein Polynom dargestellt 
werden kann. Ist nun dieses etwa vom 2«*~ Grade^ so läßt sich über die 
Größenordnung des Fehlers der Darstellung im Vergleich zur Summe dar 
OHader yom {n -{- bis mm 9«^ im allgemeiiieii nidili Musagen, und 
so bleibt der Kvtmi der Gau ß sehen Methode bei ganz beliebigen Fimktioim 
beim gegenwärtigen Stande der Theorie einigermaßen zweifelhaft 

Aus der Theorie dfs im bestimmten Integrals sei die schöne Methode 
von Uermite zur Integration rationaler Brüche erwähnt, welche zeigt, daß 
der rationale Teil des Integrals ohne AuflSsong algebraischer Gleichungen 
heiigesteUt werden kaiiiL Bemerkenswert ist Mer moh die BednklioB der 

Integrale J^B^'dXf in denen R dne mtkmtle Funktion von x ist, »nf den 

Integrallogarithmus. I>ie mehrfachen Integrale werden zur genauen De- 
finition dM Areals einer krummen Fliehe b«intaiKt und mit krummlinigen 

Integralen in Verbindung gebracht. Als analytisches Bnspiet erscheint der 
dritte G au ß sehe Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra. Weshalb 
übrigens dieser als Theorem von d'Alembert bezeichnet wird*), ist mir 
nicht verständlich. Die allgemeine Vorstellung, daß eine Gleichung n*^ 
Grades n Wurzeln besitzt, war doch schon vor d'Alemberts Zeiten ver- 
breitet, und der toh diesem unternommene Beweisversuoli steht noeh hinter 
den ebenfalls mißlungenen von Euler und Lag ränge zurück. 

In der Theorie der Reihen ist es Interessant 7,n verfolgen, wie schon 
gleich anfangs der von Cauchy herrührende Begriff der größten Grenze 
oder, wie wir jetzt sagen, oberen Unbestimmtheitsgrcnze eingeführt und be- 
nutzt wird, um das Kriterium daftlr absoleiten, daß eine Größenfolge gegen 
einen bestimmten Grenswert konTsrigiert. Überbaupt geht ans der Dsr- 
stellnng dieses Gegenstandes hervor, wieviel die moderne Kritik der 
Infinitcsimalbogriffo Cauchy verdankt, dessen Verdienste auf die^* ni Ophif^i 
gegenüber neueren Autoren vielfach in Vergessenheit geraten sind. Erörtert 
wird die absolute und gleichmäßige Konvergenz und letzterer Begriff auch 
auf Integrale angewandt, die dnen Psnuneter enlltslten nnd bis sur Orense 
ao erstreckt sind. In der Theorie der Potenzreihen werden Ihnlieh, wie es 
im ersten Bande der Allgemeinen Arithmetik von Stolz gesehieiht, eine 
Reihe von Sätzen vermittelst reeller VarinMen bewiesen, die man meist in 
die Theorie der t\iT;ktionen komplexen Arguments verweist: die Taylorsche 
Formel, die 1^'ormeln für Substitution und Division der Potenzreihen. 
Diese EntwicUungea berolien aber auf dem nicht ganz Idcht sn be* 
weisenden flais; dafi «ne k<mTeigente Doppelreihe mit posüiTeii GHeden 
eine von der Anordnimg unabhängige Summe hat 

Bei der Summienmg der Fourierschen Reihe pbt unser Werk eine 
Modifikation des Dirichletscben Beweises und folgt dabei der Darstellung 
einer schönen Abhandlung von Bonnet (Brüsseler Preisschriften Bd. 23ji 
Für die danEustellende Fnnktion wird TOTansgesetit, daft sie eine endlidie 
Ansahl von ünstetigkeiten nnd Extremen beBitse. Bei dieser Oelegenhett 
sei darauf hingewiesen, daS, wie Poinear^ in seinen Vorlesungen Uber 



1) In den ftanefleieeben Lehrbflöhen ist dies allgemein GebisndL Bed. 
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dis TbMsM dar WlniMlcitiu^ geu&gjt bit, die Biriohletaebd Argumentatioii 
•idi sogar noch etwas Tweinfacht, wenn man die allgemeinere Voraus- 
MtKOng macht, die darzustellende Funktion tlie Differenz zweier mono- 
toner d. h. nicht zunehiuender oder nicht abnebmeiider Funktionen. Die dieser 
Bedingung unterworfeneu Funktionen sind dann identisch mit dei^enigen, 
irdche Jordan ak FnnUionea mit betehiSaktar Schwaakimg iMseicliiiat 

Au den Kapiteln über cUe gaoniotrisehen Anwendungen, die im 
ganzen vieUeicht einen allzu konservativen Charakter zeipr-n, ^oi hervor- 
gehoben, daß in der Theorie der Enveloppen eine BemerkuQg vorkommt, 
die meist erst bei den singalären Lösungen der Differentialgleichimgen 
begegnet: daß das Besultat der Elimilulioii von a ana den CHafahnngan 

nicbt nur die Bnreloppe darstellti tondem auch den Ort der SingnlaritSten 
der Karvea, irflldie Äe durch die errte (Heichnng definierte Sdiar bUden. 

Das Werk von Ooursat ist ein neues vortreffliches Hilfsmittel fOr 
das tiefer dringende Btndiam der Analysis und fOr die wiMMWiimhaftliche 

Untersuchung. 

Berlin. A. Knbsek. 

E. T. Whittakdr. A ooniaa of modam analyata. An introdnetion to 
flie general theory of infinite series and of analytic fnnctions; with an 
account of the principal traaaeendenial fimctions. Oambridge, Univerntgr 

Press. 378 S. 1902. 
Das Werk steht hinsichtlich der funktionentheoretischen Methoden und 
der Strenge seiner Beweise im ganzen aul modernem Standpunkte, und zeigt 
gewine in der eagUaeken UatiMmatik herldlBUDlidie Vorzüge: die Allgemein- 
lieiten werden auf den geringstmO^iehen ümftng beschrlnkt; daa individoeUe 
Leben der Einzelaufgabe findet Interesse, und mit den Anwendungen wird 
lebhafte Fühlung gehalten. Die Anordnung de.s Stoffns int übersichtlich 
und groß die Zahl der Übungsaufgahen , welfho dnrt hj^ lu n is Imlicr« An- 
forderungen stellen, als mau es ixi den verbreite teu Auigabemammiuugen 
gewohnt ist« 

Nach einer kurzen Darstellung des Rechnens mit komplexen Zahlen 
beginnt das zweite Kapitel, überschriehcn die Theorie der absoluten Kon- 
vergenz, mit jenem Satze, den du Bois-Reym onf^ als das allgemeine 
Konvergenz- und Divergenzphnzip bezeichnet, und entwickelt die wichtigsten 
Sätze der allgemeinen Beihentheorie, darunter die S&tze von C&uchj, 
Abel, Mertens Uber du Produkt absolnt and bedingt konvexgenter Beihen, 
■owie Kriterien fttr die Konvergenz unendlicher Produkte und Determinanten. 

Im dritten und vierten Kripitcl werden dip Orundlehren der allgemeinen 
Funktion* ritheone mit Benutzung des Konturin begrals entwickelt und die 
gleicluui^ßige Konvergenz der Sanunen von Funktionen reeller und kom* 
plex« Tariabba betnektet, Den Sata von WeierstraB, daB eme gleieh- 
wSiKg kfmmgMite Sunme von Potflnsreihen wie eine Summe von endlidi 
vielen in eine einzige Poteaanihe umgewandelt werden kann, vermissen wir 
in dieser einfiudien Fi»m, wenngleich er in den §§ 63 and 64 impUiite 
enthalten ist. 
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Bs folgen sodanii mannigfaliige Anwendnogan der Besiduenredurang 
und ein reichhaltiges Kapitcd Uber die Entwickelung Yon Funktionen in 
Reihen und Produkte, in welchem die Formeln von Lagranee, Laplace, 
Bürnianri und fihnliche aus einer allgemeinpn von Darboux heiTÜhrendeu 
abgeiiütet werden. Die Zerlegung einer iraiiBcendenten ganzen Funktion 
in ihre Primfiktoren idrd nur flir den Fell, da8 die lofuitfamieclie Ab- 
leitung im Unendlichen unter einer üsstm Chrense bleibt, entwickelt 

Bemerkenswert ist das Kapitel über die Fouriersche Reihe dadurch, 
daß neben dem Dirichletschen auch der von Caurliy in den Fxerri<-*'v 
vom Jühre 1827 gegebene Konvergenz- und Gült i(:k fit sbeweis entwickfit 
wird, bei welchem die einzelnen Glieder der Reihe ala die Residuen einer 
meromorphen Funktion einer komplexen Variablen eraoheinen, und die 
Bumme einer endlichen Zahl von Öliedem dnrdb ein Konturintegral aber 
jene Funktion dargestellt wird. Bei der vorliegenden Form des Cauchy- 
sehen Beweises fällt auf, daß die Eigenschaft der dargestellten Punktion, 
nur eine endliche Anzahl von Extremen zu besitzen, nirgends benutzt wird. 
Das erklärt sich daraus, daß die Diskussion des Ausdruckes auf Ö. 134 
wohl nicht ganz auereicht; die komplexe Vaiiable «r beschreibt nlmlidi, 
wenn h wächst, einen sehr langen Integrationsweg, so daß das Integral 
eiser Ueanen Größe nicht mehr, wie auf S. 135 geschieht, als kloin an- 
gesehen werden kann. Die hier vorhandene Lückr- füllt uum leicbt aus 
durch die von Picard im Traite d'analyse TT S. 170 gegebene Entv\-ickelung, 
bei weicher gerade die erwähnte V'orausset^ung hinsichtlich der dargestellten 
Funktion weeentiich ist 

Dm flchluB des allgemeinen Teils bildet ein Kapitel flber asymptotiMhe 
Darstellung im Sinne der Theorie von Poincare. 

Die zweite Hiüftp des Werkes enthalt monographische Darstellungen 
der wichtigsten spezieilen Transcendenten, bei welchen funktionentbeoretische 
Methoden bevorzugt werden und besonders die Integralformeln durchweg 
ans Kontorintegralen hergeleitet werden. An erster Stelle steht die Gaamar 
fnnhtton; dann folgt die hjpergeomefansche Reihe, bei welcher die Bie- 
mannsche Theorie sowie die Darstellung durch Schleifenintegrale gegeben 
wird. Besonders reichbnltif' ist ein Kapitel über di^ Be ssol «icben FunkliMen, 
in welchem uuter anderem von der asjmptotischen Darstellung eingehend 
gehandelt wird. 

Naoh etnera kurven Abschnitt Uber die Bednktion der partiellen 1>iffemtial' 

gleichimgen der mathematischen Physik auf gewöhnliche Differentialgleichungen 
schließt das Werk mit einer Einleitung in die Theorie der elliptischen 
Funktionen, in welcher ^fu uri l sn w durch die Eisensteinschen Partiil- 
bruchreiheu detiniert werden und im gauzen der Gedankengang von Lionville 
verfolgt wird. Die Weierstraftsohen Funktionen werden insofern bevonngt, 
als die Fonktion 9, nicht aber die 0 betrachtet werden. Bei der Ahleitnag 
des Additionsüieorems von snu begegnet um eine originelle Wendung; wahrend 
die an Tjagrange anknüpfenden Beweise der Additiousformel auf Differential 
gleichiuigen aweit^r Ordnung zurückgehen, erscheint hier (§ 192) die s*~ 
suchte Formel als Integral einer Did'erentialgleichnng erster Ordnung fom 
Glairautscben Tjpus. Audi das Additionstheorem von wird sehr elegant 
bewiesen. Bei der lufersion des Integrals erster Gattung wird neben dar 
Hermiteseheo Methode die von Weiers trafi henlihrende gegeben, bei 
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mleher «ne Nullstelle des unter dem QoftdntwnnflbsMehea itohndwt 

Polynoms vierten Grades als bekamit vorausgesetzt wird. Wir hätten an 
dieser Stfll*^ li bn die von Halphen entwickelte Inversion wnethode ge- 
s-'hLD, wfkbe lüe Wur/eln jenes Polynoms nicht benutzt und deshalb weit 
praktischer istj sie ist als eine der schönsten Anwendungen der Funk- 
tion pu tninttdien, bei wekber diase dnxdi iS» JaeobiwbBn Funktionen 
ttifsiht wobl enetst werden kann. (8. etwn Appell et Lnooiir, Fonctions 
elliptiqaes Nr. 157.) 

Barlin. A. Kmmir. 

FÜrle, H. Bechenblätter. Berlin 1902, Mayer nnd Müller. 

Der iüi:t,'.stf Zwei',' der angewandten Mathematik — die Nomographie — 
gibt Methoden zur Konstruktion von iiechentat'eln an; eine solche Taiel, die 
einer beslinimten, dnroh dne vorgegebene Gleichmig definierten, Abbftngigkeit 
swisehen verfinderlichen GhrOßen entipridit, geefcet tot unmittelbar die Werte 
der abh&ngigen Variablen aus ihr zn entnehmen, wenn die unabhängigen 
irgend welche speziellen Werte ba1>en. Eine Reflir^ntafel, z. B. ffu- drei durch 
eine Gleichung F(t; a, ß) ~ 0 gebundene Variablen «, ß bietet einen 
graphischen Ersatz iur eine nuiuerischu laheüe mit zwei Eingängen, ohne 
dab«i jedesmai eine geometrisclie Konstruktion «ulllliren m mOssen, wie es 
die Metboden der grapfaischen Statik Mr die AnflSsnng von Glelobnngen oder 
Gleichungss^rtemen benötigen. In MsCtthrlicher Weise bebnndelt diesen Gegen- 
stand Manrire d'Ocagne in seinem Traite de Nomogr«phie, zu welchem 
eine Einführung' von Herrn F. Schilling bei Teubner l'JÜÜ erschienen ist. 

Unabhängig von Herrn d'Ocagne, obwohl später, hat Herr Fürle in 
der MwiisenschnfÜiehen Beilage zum Jahrasbericbt der Nennten Bealsehnle xu 
Berlin 1902** eine ThetHM der Bechenblfttter gegelmt nnd einige Bechen» 
blfttlnr für die PraziB konstruiert, die im Brscheinen begriffen sind. Es 
liefen bis jetzt vor zwei R^^chenblatter zur Auflösung der Gleichung 
x'^ -f- ax* -\- -\- 1—0 und eine dritte Tafel für photographische Zwecke. 

Letstere ist eine graphische Dantellnng der Gleichiingen — -f -^My* 

^«-l + ^T y — l + ^,in denen a die Gegenstendsweite, h die Bildweite, 

f die Brennweite, a die Gegenstandsgröße, ß die Biidgröiie bedeutet 
Dnsselbe Becbenbktt kann auch rar Berechnung des Zusammenhanges 
swisehen den elektnsehen Widenrfinden ▼Ott BtfomvenEweigQnfin und dem 
Ctoaamtwxderstande, tat Fn^portionsrechnung, MnltipUkaiion nnd Division 

▼erwendet werden. 

Die Rechenblätter können auf das beste empfohlen werden, da sie 
langweilige, sich stets wiederholende Rechnungen, wie sie in der Technik 
fortwthx«nd ▼oikommen, fiberflfissig machen. Das Einarbeiten in den Oe- 
brauch der BechenbUtter bietet keinerlei Sehwierigkeitai, und dem Tech- 
niker, der den Vorzug derselben — eine große Zeitersparnis — kennen 
gelernt hat, werden di« 1? erhenblätter bald ebenso unentbehrlich sein, wie 
der logarithmische Rechenschieber, der als die einfiachste Art einer solchen 
Rechentafel aufgefaßt werden kann. 

Berlin. AiiF&EO Uadck. 

AMfedT to ÜBttramMk obA Tkrdk. mBaite ▼L tt 
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1 Aiiljg;alMii nnd LehnitM. LSrangeiu 

A« Aufgaben und Lchrgätze. 

89. Die Funktion y = ' m eine Fourierscbe Reihe ra entwickeln, 
danach die Quadratur der Kurve y =- e*^' auszuführen und zwischen den 
Orenzen 0 und jtt, 0 und n, Ü und 2» auf 8 Dezimalen genau zu berechnen. 

Berlin. £. Lampk. 



90. Für die Kurven -f = a'(a:* + y*) (in rechtwinkligen Koordi- 
naten) l) die Koordinaten der Wendepunkte, 2) den Krümm unfr^radius als 
Funktion des Radius r vom Koordinat«naafang nach dem betreffendeii 
Punkte, 3) den Flächeninhalt zu üudeu. 

Berlin. E. Laicpe. 



91. Durch fortgesetzte ITalbierung des Zentriwinkels erhält man he- 
kanntlich aus dem regulären «-Eck das 2?i-Eck. Faßt man das repulän» 
Poljgon als ein Ponceletsches mit dem singulären Modul x » 0 auf, sv 
entstaht die allgemeina Anfgsbe, das PonoelatMilie Sn-Eok »i konstniienii, 
walcluw mit dem gegebenen «t-llck an demselfaea Hodnl gekOrt Wie wiid 
diese Aufgabe geltet? 

fiagan. P. Kok ott. 

92. Die aus Doppel taugen ten einer ebenen Kurve vierter Ordnung ge 
bildeten Dreiecke zerfallen bekanntlich in zwei Klassen, jenachdem die sechs 
Berfihntngapunkte auf einem Kegdachnitte liegen oder nieht Diese beiden 
Klanen von Berühmngspunktgruppen erg&nzen sich in gewifliem Sinne 
dtmlistis('h\ denn wälirend bei den ei^steren d. r P a r alsche Satz gilt, also 
die Pascal sehe Konstruktion zu drei ßestpuukten führt^ die tuif einer Ge- 
raden liegen, führt bei den letzteren die Fascalsche Konstruktion £u 
drei Bestpunkten, die mit den bezflgliohen EcikeB des Dreiecks yerbiinden 
drei dnrdi einen Punkt gehende Gerade liefern. Deyleiehen gilt die Um* 
Initmng dieses Saiaes. 

KSnigsbeig i/P. W. Ä, Ifor» 
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93« Es Üflge eine dreiaeitige Detenninante D — (oi^c^) vor. Man 
bOde eiiunel die Determinaiite der mliiiolBen Ekmente A » , ^ , , 

andererseits die der reziproken ersten Minoren = , — V Die 

Z&hier dieser beiden Detemiiaanten seien mit Z' bezeichnet. Dann gilt 
die Zerlegung: Z' ZD^. Diese Formel ist ku beweisen und ev. auf 
»•aeitige DetermmiiDten m TmaUgemeinenL 

Königsberg i/P. W. IV. Mbtbr. 



94. Durch eine Schar iioafokaler Mittelpunkikegebchniite ist eine ein- 
eindeutige qnadniieelie Verwandteoheft swiäehen den Geraden der Ebene 
festgelegt: zwei Öenden entapredien ndb, wenn sie besflglich aller Kegel- 

schnitte der Schar konjugiert sind. Den Funkten der Ebene entsprechen 
dann die Parabeln, die die beiden g^iTieiiisamen Achsen der Schar bcrflhren. 
Damit ist aber zugleich eine ein-emdeutige Verwandtschaft zwischen den 
Punkten der Ebene hergestellt, indem man jedem Punkte der ersten Art 
den Sreimpunkt der beiOgliehen Penbel nioxdnet Es ist sn zeigen, daft 
dieee Verwandtsohaft niehts anderes ist, als dne Imenio» mit dem Zentrum 
im Mittelpunkte der Sehar, nisammengeselat mit der Sjpi^dmg an der 
Hauptachse der Schar. 

Und umgekehrt ist jede Transformation, die sich aus einer Inversion 
und einer Spiegelung au einer durch das Zentrum der Invuräion gehenden 
Geraden snsammensetst, dieselbe, die, wie oben angegeben, mit HÜfe einer 
beetimmlea Sdbar konfokaler Eegdachnitte, jedem Ponkte den Brennpunkt 
der zngehfirigea Parabel zuweist 

Königsberg i/P. W. Fr. Ifsnu. 

95. Soient: M \iu pomt d'une ellipse de centre 0, PQ la corde polairc 
de M par rapport a l'ellipse, H et II^ ies orthocentres des triangles MF(^ 
et OPQ, Montrer qne lorsque le point M vient sur l'ellipse, les points B 
et Ml rat des posiiions Inmiss. 

1^. 8i M parcourt Tellipee, le lieu de chaeun des points H ti IT^ 
est nne sextique dont les air»!^ TT et aont en fonotion des aares £ et 
Ii de l'ellipae et de sa developpee 

S^. Le lieu du miliea de HH^ est une ooniqite. 
* Ckmstantinople. E. X. Baubibii. 



'96i Wenn die Seken des Tetraeders durch diejenigen des 

Tefsaedeis JI^^J^JG>^ die baiysentrisofae DarsteUnng anlassen: 
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WO % 4' 4^ + <^ 4* tt« 1 tmd wo die o^, a^^ a,, voneinander ver- 
schiedene, sonst aber beliebige Zahlen bedeuten, dann liegen die beiden 

Tetraeder zu einander yierfach hjperboloid Ks ist zu beweisen, daB die 
vier lui't liirrh bf^'^turauteü einsrhaligen Hyperboloide konzentrisch sind und 
daÜ dür güxnuuuiame Mittelpunkt m den gemeinsameu lachwerpunkt der 
T«tned«r fUlt 

B. Jj 



97« D^montrar qve la courbe däfioie par Iab ^natunis intriiiB&qpiM 



•ppartit^iit Ii im cylindre circulaire, de rayon a. 

Toute courbe plane, definie par une equation intrinseque de la formt- 
s* 

r = — -(~ ^1 P^ut etre appUquee, par simple torsion, sur an cjlindre ctr- 

enlaire. de mani^re qn'elle devienne gäod^siqae d'im oone. Qoel ert oe edoeV 

jUemoutrer qae toute ^picyclo^de 

ä'+Ji' --«»*».»., 

CO»' a ' 



tordue saivaot la loi 



peut etre plac^ sur la surface engendree par la rotation d'one cardioide 
aatovr de son ax«. En paitienlier on obtknt laa mMÜma da la suftes 
ponr « ^ 0, et las asympIMigifea pour « » 80^. 

Naplas. E. CiaiBf». 



B* I«StMB^ll« 

Zu 68. (Bd. IV, S. 349) (E. N. Baribienj. Es sei ^5 die Haupt- 
achse, 0 der Mittelpunkt der Ellipse, Pj der gemeinsame Berührpunkt, P|P| 
die SU AB In Q senkreehte HyperbelBelma, M ilire llitta, T ihr Pol aal 
X der gesuchte Hyperbelmittelpunkt. Dann liegt T auf der VerlSngtnng 
von AB und X auf TM. Da TM der zu P,P, konjugierte Durchmesiv 
ist, so ist der SU AB (J. PfPf) koigngierta Dnrohinesaar OX JL MT. 
Ferner ist 

Sonach hflUt MT eine Ellipse ein, deren Nebenachse mit der Hauptaobw 
dar gegebenen ElUpea susanuneitfUlt, wKlurand die beiden anderen Achiea 

im YerhallmB + zueinander stehen. X liegt auf der Fußpunkt- 

kurve dieser Ellipse von 0 aus. 

Tharandt» Fb. WBDtüBiaisx. 
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Zu 76. (Bd IV, 8b $61) (P. Kokott): Auf welcher Kurve muß sich 
einr Lemnisl'ate mälzen, daniif '■ich Vir MiHcJjmnki auf der Geraden OJ, 
wüche in der Atifangssteiltmg serücrecht zw Hauptathse steht, weiterschiebr? — 
Beziehen wir die gesuchte Eorve auf ein festes Koordinatensystem OM = | 
und JfB^i}, die Lemniskste auf das bewegliche System MÄ^9 und 



AS » y, M» isfc atets 



da in jedem Moment der Piat!iii?;vokior MB auf 0]]f stnlcrpi^bt f^toht, also 
nnt identisch ist. Das Bogenelement der Lemniskate ist gleirh lif m der 
gesuchten Kurve, also dx* -f dy* = d^* + dy^ Es kann daher aus- 
gsdcftokt weid0ii dnxoh 



wenn man beachtet, daß bei der 
Lemniskate 

ds — ♦ 

yi—r* 

Alto «ntitaht ans der Gleichheit 



od«r 




Verallgemeinere n g . Sei M{x, y) = 0 die Gleichung ein^r Ktirve, (!erpn 
Koordinatenanfangspunkt auf der Geraden Ol sich fortbewegt. Man bnnge 
dieselbe vermittelst r' — ij* — 4- aiif die Form x — /"(tj). Dann er- 
gibt sich y - ]/,« _ /<(,,), dx-rW^iij, di?yij»^ = (i, -/•/') di|5 
und es geht die Gleichung da^ + dy* — d|" + di^' Uber in 



di 



f'n-f 



Für /'—■ ij^ erhalt man 



faispMie: — Die bewegUelie Knrvi heiße i^ «- ecwn^. Dsnii iffc 

jc =■ r oosy — ij co8;^arc coeq*', ^(ij) — coe~ »rccoB q', 



»-1 



also ist 



^ (,,)-- sm - arc OOS ,,1' , 



1 

p r 
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Für p => n = l ist die Gleichnjog r = cos tp ein Kreis; die feste Kxure 
liat dann die Oleiohnng |' + 17* <-* 1. 

Für p n » 2 entsteht der eingangs erläuterte Fall der Ijemmdoite. 

Tsf p = 1, n beliebig, so heißt die feste Kurve f»'|' -\- tj* ~ 1. 

Setzt man — p statt j», d. b. gebt man sn den resipA>ken Kurven über, 
80 ist 



man erhält dann Integrale, die unter Umständen umkehrbar sind. 

Geht man von der beweglichen Kurve ^ ~ ^ 
die fieohnnng anf . . 



woraus ^^^^l^ fo^g*- (Vergl. Green hill, Ellipt. Fonct S. 104.). 
Setxb man oosam »9, so erh&lt man 



1 

welches fllr >- 2 auf die Form 

geibraobt werden kann, wobei Jfp « Yl — b*«in*^ ist 

Sagau. P> Kokott. 



Zu 80. (Bd. y, 8. 813) (P. St&ckol). Heines Eraohtens steckt d«r 

Fehler in dmn Satz: „so sind . . . jf, f ganse lineare Funktionen von tt.** 

Der Satz müßte hriSen: ,.so können £ als ganze lineare FunJrtionea 

einer unabhängigen Veränderlichen dargestellt werden." In der Ebene ft«llt 
z. 3. X = at^ y =^ bt eine Gerade dar, aber dieselbe Gerade wird auch durch 
at*j y = dargestellt Es gibt überhaupt für jede Kurve unz&hlig 
liele Dantellnngea, die alle aus einer von ihnen berroi|rahen, indem mia 
den Parameter durdi eine wülkOrlicbe Funktion eines anderen Panunet«rs 
ersetzt. Allgemein gesprochen: Stellen die ("«leichungen x — y = f 1'^ 

eine Kurve dar, und ist ^ = f{&) eine willkürliehe Funktion, so stellen audi 
a; = Ä(/(^)), y = fM/(^)) dieselbe Kurve dar. Wie nun durch die andere 
Fassung des Sats&es der Fehler vennieden werden kann, zeige ich am bestis 
an einer allgemeinen Aufgabe, die so lautet: Qegäbm amd tw» Scharm sm 
Kurven von gleicher oder tmglddicr Art: gr sucht sind die Bedingungen, unier 
dmm rinr Fläche bcidr ,S' hrirt^n zu Koordituttenlinwu hat. So sind z. B. Cv.f 
Bedingungen aufzustellen, unter denen eine Fläche zwei Scharen von Geraden 
oder eine Schar von Geraden und eine Schar von Kreisen zu Koordinat«a- 
Kmsn bat usw. Eins Kurvt der ersten Art werde daigestellt dndi: 
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l(t\ y « (i(t\ § — wobei 1, fi, « woUbestmmita Fniddioaeii sind, 

die noch eine Reihe von willkürlichen KonstantSB enUialten. Gibt man dsn 
Konstanten besondere Werte, so wird aus der ganzen Art ein Individuum 
ausgesondert. Laßt man abnr die Konstanten Funktionen einer npiren Ver- 
änderlichen w sein, so wird dadurch aus der Art eine einfach imendlichc 
Bduu 8 ausgesondert 8 und dargestellt durch: a — l{t-^ tr), y » ft(^; m;), 
g^v(t\ «), wobei, wie noch eiiunal betont sei» A, f», v woUbeitunxnte 
FanktioiMn yon t sind, deren Koeffiaeoton Ton v sbhingen. 

Es sei jetzt eine Fläche a* = r\ ?/ -= y(u^ t"), s £(u, t ) vorgelegt, 
und es sollen die Kurven v ^ const eine Bchar und die Kurven u = coust 
eine Schar bilden. Sind die die Knrvenarten erklärenden Gleichungen 
fttr S^: j; = A(^), y =- ^4(0), z = v(d) und fllr a; — «(t), y = ^(t), 2 = a(t), 
so moJB für v — const der Anedmok ar^M, v) auf die Pom i(^) gebracht 
werden können durch einen Ansatz u ^ f(d). Die Koeffizienten von l imd 
f nehmen aber für die verachiednnen Werte von r verschiedene Werte an; 
sie sind also allgemein als Funktionen von v m betrachten. Somit wissen 
wir, dafi es eine Funktion /'(O; v) gibt, die, für u in v) gesetzt, diesen 
Atudmck in r) verwandelt Umgekehrt ist aber d eine Funktion von 
t» und 9. Also güt der 8ats: Es gibt eine Funktion 0 von u und v der- 
art, daß Ar jedes u nnd v die Oleidinng 

eine Identität ist. Femer gölten die Identitäten 

V — p) - f); »)» « — «(«» t») »'(^(i«, v); »). 

Dasselbe Iftfit rieh fOr die Schar iS^ naehweiaen. Es muß also sine Funktion 
T(M,fi) existisno, die die Oleichnngen 

x(m, = «(t(«, r); I»), y(«, ») — «); «), v) = tf(T(M, t;); w) 

zu Identitäten macht 

Somit lautet die LOsung der gestellten Aufgabe: Es müssen skh twd 
I^mkUonm d und x wm 1* md v OHffebm lassen, die die (Heidnu^en 

»(«,»)-A(^;t;) = «(T;u), ... 

m Idontitaien machen. 

FQr den Fall, da8 beide Scharen gerade LinisB sind, kOnnen ^ v\ 
ff, ^, in der Gestalt 

gegeben werden, wobei 5, rj, f, (p, i/;, von /• allein und q', C'i 9»'» ll^'i 
1' von u allein abhängen. Dann lauten die Bedingungen 

4 + #9 — ^' -i- ty', ... 
ans denen 0 und % bestimmt werden können, sobald 

I — 9j 9 

Jm. ij — 13', if;, tf;' 

identisch 
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Als Beispiel diene 

l^ Das einschalige Hyperboloid x' -\- — ^ l. Seme Gleiehufigea 
lautes, weun die geraden Linien Eoordinateulinien sind: 

UV 4- 1 U — V t4-f-C 

UV — 1' ' UV — 1' UV — 1 

Sie k8im6ii in die vorher angegebene Foxm gebxaoht werden. Dnbei isi daim 

-1, i| — -J^i r--, 9 =2, ip - ^ , X . «-^^TZTi» 

^ — 0. 

9) Das hjperboliflehe Paraboloid jfg'^x. Seine Dantellnng isi 

Perner iat liierfttr 

1—0, 1? - 0, t — 9 = V, = 1 , Z = 0, — «, 

4' — 0, — tt, — 0, 9 = u, V — 0, x' — 1, t =• f , ^ - 0. 

Doirtnrand. H. KQiuul 



Zq 82. (Bd. V, S. 314) (E. N. Barisien). Es sei OA^a, OB^b, 
08 t-i OiS' — e» OJT— r, ^ M08^ 9. Dann ist nauli der Folax;^eichang 
der Lenuiiflkate 

ferner ergibt sieb ans den Dreiecken OMA und QMS nach dem tiinus&au 



rRiii46' c 1/2 cos 2^ 

a— — 



Mitbin: 



flin(46*'-J-ö') aMnCiö^ + l»)' 

f »in 1 86° c|/8c0 8 2» 

ain(186«4-») ^ 2 nn (46*> — 4^) * 



. c*coiH^ e^ceet'» . 

" Si]n(4ft<' + 4r)tiB(46*— «) " ooeS»— ooa90* ~ 



Preulan. W. STsaEMASM. 

Zu 84. (Bd V, 8. 314) (0. Gutsche). Die beiden von A aus »uf 
PPg und von R aas auf PI\ goflillten Lote seien AQ^ und ß^^. Dann 
sind die Vierecke PAQ^P^ und PBQ^P^ Sehnenvierecke, und man hat 

'^pq.p^^ PAP,, ^pq^p^^PBP^ 

Es ist aber nach VoraussetKiing <^ P^P^ » ^^^«t folglich auch 

^pq.p„^pq^p^ oder p.e.p» - p»«^p.. 
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worans sich ergibt, daß PnnW*» P^, P^, Q^^ auf eiopm Kreipp liegen. 
Der Mxtteipunkt dieses Kreist^s ist der Durchscbnittspunkt der den Sehnen 
^mQ» ^bQb zugehungeii ^iittelsenkreditea. Letztere schneiden aber 

rinaiwlinr ia dnm die teidea FenJIelen P^B and Q^A fldmd tenkradii 
xur Sehne P^Q^, ebenso die Parallelen P^Ä und Qf^B senkrecht /ur Sehne 
P^Q^, I)«naadliisiFderllitt#aBkedMKraimP.P^ 

Zusaie: Die FuBpnnUe nad 0^ der btiden Toa ^ aas auf PP^ 

nnrl von B aus auf PP^ gefüllten Lote haben unter nch and aiit den 
PunkUn lind P, gleiche Entfpmnncr von F. 

hex Satz und der Zusatz »owie der Beweis gelten auch, weim die durch 
die Drewckae<Aan ^ nad J9 gelegten SfaaUan nkeih taBen gezogen werdea. 

Fraadia. W. Bnonuuni. 



Zu 85. (Bd. y, S. 314^ (0. Gutsche). PÄ^ treffe A^Bi in Z und 
QBf ia Ui QA^ treJfo J^^, ia T aad PJI| ia F. Dann erhüt man 
aaa daa MliaKnlian Dreieokea PB^X and FB^J, 

PX VA^ p_ PX PB, VJ^ 

PH^ " FJBj » " " • FBi 5 PJ, " P^ ' FJBk ' 

aad am dm IhnUfihwi Dnieekm QB^ Y aad UB^A^ 

Es ist nun A PA^C QB^C, A PB^C QA^C, und daraus folgt noch: 
Viereck FA^CB^ <^ (^B^CA^j Viereck t/^i^C^, ~ Fi^jC'^. Denioach 
liftt man 

PBj ^ FJg UB^ 

und es ist also — - ^ ^Y* Geraden PA-äj und QA^Y smd parallel; 

folplich gehen du drei Geraden PQ, X^, A^ Y dur< Ii i inpn Punkt, wofür 
man auch sagen kann: der Schnittpunkt von A^B^ und A^ B^ liegt auf FQ, 

Frenzlau. W. Steobmamm. 



1 Deiiam NdttüiL 

IMponM » In ^wtlOB 8 (18M) de PlatanaMlalre iea HsMaalleleaf. 

DScouper un trianyle en quaire paurties tqmvcUentes par deux droUes 
nekmgulaint, — Cm qaafre parK« oompienaeat toi^joan irois quadrikttvea 
et QU triaagle leetaagle; eoit BC<^a le cote rar lequel s'appuie lliypot«^ 
anie de ce triangle rectangle et achevons de definir le triangle donn^ par 
la hant^Tir All => if et la diirfauice fiHa» « da aiiliea ^ de BC wo. pied 
H de la hauteur. 

Soient FD et GB ks draüei qui r^pondent ^ Ia queetion et qui se 
ooopenl ea 0, potoae |i0 -> ^» ^ ^'^ Vapplicatioa da tliMne 
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fondameotal de la th^iie des tnnsirenalflfl oondnit de Boiie l 1» 

relaüoa: 

(1) + + + 

qui a lien ponmi qae FD et GE decoupeni le triangle en quatre parti«s 
e<}uiva!ent«5; sans etro rcctangulairw; introdoisant la Goodition d'oithogo- 
ualite des deux droites, il vieut: 

(S) (,(a + ,)_^)(,'(.+ ,') + !^) = lf'. 

De (1) et de (2) en poaant: 

OB tire r^inatioii du hniialaate degrl en Ui 

(3) 16a»o*I7* - (a U - f7«)«(2a» + SaU - CT»)« 

+ 2a«(fi« - «•) (a IT - t/«)(2a* + 3a «7») - a\ü^ + «V - 0. 

Gee nlatloiia qui ne diflferent que par les notations des resultats de Puiseani 
rappeles par M. Lcmoine, I. M. 1^94, 39» comdoisMit k la disdudon td- 
vantc quo Puissant n'a pas donnee: 

On obtient d^abord la condition: 

puis la condition pour BC = a d'etre le cote moyen du triangle donne, 
c'est>a*dire que si de B et C comme centres, aveo a pour rajon, on decrit 
du edU de Ä deux demi'eiro(m£^nlloei^ le sonimfli Ä doli toinbar dans 
l'une 011 l'antre des deuz drau-lmnilee non ootnmuneB ans demi-oeides; 
enfin, il est fiwile de voir que si de (i comme centre, avec la longuenr -^a 
pour zayon, on decrit nno demi-circonferenoe du cot*' do A par rapport a 
BC, chaque point de cett« demi-circonference est le somruet d'un triangle 
de h^e JtC que Ton peut decouper en quatre pailies equivalentes par 
deux droitee rectangnlaires i Taide de la r^Ie et du compas; les points 
de eette denniN demi^oirocinference exterieurs aux deux demi-lnnulee prj- 
cit^es sont les seuls points du plan, exterieurs a ces deux surfaceSi qm 
pnissent etrc les sommets de triangles de bas© BC pouvant etre d^mn^A 
en quatre parties equivaleuteä par deux droites rectangulaires, Thypotenuse 
du triangle rectangle particl reposant sur BC. 

Pttiesant oougeille de r^soudre l'^uation du huitiitne degre (3) par 
des methodes d'amnozimation et TAmiral de Jonquieres I. M. 1894, 55, 
fait de memo pour l'etjuation '^i izieme degre a larjuelle il aLoutit. 
Faissant parle bien d'uiie oonstruction graphicjue qui consiste a tracer les 
deux coorbes (1) et (2), ^ et ^' etant des coordonnees; (l) oonstroite une 
folg pour toutes peut Yasa servir pour tout triaogle doume, mab la qnir- 
tiqoe (2) doit dtre letrao^ pour chaque nouveau Mangle^ 

Quelques considerationfl g^m^triqueB pennettMit de ne pas se ooiiieiitcr 
de ces risultats de calcul un peu ob^curs 

Le problemp serait r^solu si Ton connaissait les directions de Fß et 
de GEj menom par B et 0 des paralleles a FD ei k GE qui se cou- 
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p«Dt en P, sott 1) la hauteur PK du trittigle BPC\ tMum da ^ les 

pttpendiculaires ÄL et AQ sur CP et jBP et appelons h et Jk' let distanow 
LM et de X et >k n et i>£ lipondent k U qnestion on 
d^ontie la relation: 

(4) V55 + y5»'-}/\? + >^ 

Kons avons la relation evidente: 

(6) A + V-Ä+if, 

pnis: 

(6) »_»'_22]/'t^-,'-2;,. 

Considerons A et comme des ooordonn^ nctaagolaires et faieooB de 
snite le ohangeinent d'axes: 



Lee zeUtiom (4) et (6) mtrednieent la quartiqae trinodale, tangente ^ la 
droite de rinfini: 

(7) 4a^~2H««* + irx«(4>^y-H)-in/2^y-jj^j(4y2y-H«^ 



(7') 



•-^(sx- 1)1/51+1; 

y ^ ^^'f ^ '^'^ ^ parametre Yaziable. 



Lea rdationa (5) et (6) donnent Tellipse: 

qui admet poor diametres conjoga^ 

L'eqnatioD de la quartique (7j ne depend que do H, il suthra donc de la 
consbmire une fois ponr toutes; supposons que cette construction ait ete 
elliMtoiie avee la valoar ^ pour H\ pour tont triangle dmuii (o, et, H) fl 
snlfira de eonatniire FelUpee 

(8-) «. + 4^;r, + 4^^,»-fil-0 

doni on connait deux diametres conjagu^8 en grandear et en position, 
ellipse qui correspond an triaagle semblable » « ^\ inter- 
sections avec la quartique feroat connaitre les valeurs de /» et oa platdt 
de et de et par mite les dareetioiw OL et BQ. 
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8i le rote a est Ic cote raoyen, le probl^e comporfce une Solution 
propre et le point d'intersection de Tellipse avec la quari iiiii<\ {\m correspond 
a cetie Solution, se trouve ^ur le petit arc de lä (juarti(|ue qui relie 1^ 
deux pointi dooblei; 

leaquels correspondent au cas oii le triangle donn^ est isoscele, a etant 
Tim des cot& eganx. 

Si le triangle doxm^ est tel qne Yh* -(- er* » |a, TeUipse passe tou- 
jonis pur le poiot milm da V$xe de qnsrtiqiie prMti 

(10) -0, 

et Ton voit ainsi pourquoi dans ce cas le probleme peut etre resoln a 
l'aide de la regle et du compas. 

n svfBn donc de eonstnure seit g^om^fariquement soit an inojeii de 
(7') le petit sie es qnestion ou mSme la moM senlenieiit de oet aie, 
c'est'k-dire qa*ll inffirft de faire Tarier iL de 

n en regard de ehaque point eoastniit oo a iaserit le l correspondaat, 
une simple proportion donnera le X correspondant au point d'intersectioQ 
de rellipse avec une approiiinatioii soffisantef car la oonrbure de l'arc est 
£ul>le; QjL aura alors 

» + » -P-H- 

011 A a ea Hlenr albioliift. (1) donnera et Ton poora oalooler ^ et q 
et les antres A^ents du pn>b]^e n l'on ne Yeat paa se eontenter de la 
ecmstrnctioii g^m^trique au moyen de h et de h', 

n pent etre interessant de si^aler la corrcspondance qui exlste entre 
la quartique et la ficriire qni represeuterait les resultats de la discussion du 
Probleme; les pointä doublen (9) correspondent aux deux demi-circonferences 
de lajon a, le point (10) correspond k la dend-droonffiniioe de layon fa 
et l'arc limite par les points (9) eoirrespaoid anz sorfiMes des deux demi« 
lonules; ü faudrait Studier les sointions impropres pour poosser plus loin 
Cette correspond an qni se continne sans <?nuto entre les point« et aitJS de 
la quartique et les demi-drcoulerences et surtaces de Tautre ügore. 

Paris. G. EsPAssT. 



BdptMe k la «weiUoM n» 281& (G. Espanet) de llateraMlaire des 

MatMsMtieleas. 

Soit (f!) une dUpse dotU faw demi axes ont pour longuems a d soit 
igeäMmü (£') une ellipse eoNOwIrjgife et homotMtigii» a^ßmut pam dmir 

lettgumm «foM» ^ ^* <M0 mfinäi de Mm^pleR jonf d la /Ms mteriU i 
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(JS) d d m uter ü B ä (£'). Doms un eerde (0) du mime pUm om wueril 

dtB triangks sembUM^ aux preddents et sembläblement plac4s: quette est 
fenvdoppe de leurs cSUs? — Les triangles dont il est question dans 
l'enonc^ peuvent etre caractcrises dans la soule ellipse {F^ comme etant 
ceax qui jouisseat de la propriete de presuuler l'aire maximum , et qui, 
ptr mite, admettenA conune baKyooitre le oentare de eotto ellipse, chaque 
midiaiie jtaaft le diam^lze ooiQiigaj k )a diteotioD da odt^ ooxve- 
ipond&jat. 

Soit donc ABC un des triangles consid^ros et FGH un triangle de 
cotes paralleles inscrit dans le cercle de rayou pria f onccntri(|i!P a 
rellipRp douiiep T/«5quation de OHy rapportee aux axes de reUipse et mise 
90US ia forme uummle de Hesse, sera 

et en tnosportant rorigine au poiai de eoocdonato Jtoostf, Btm $, 
warn chAager la dixeotioii des ues, oetle Ovation deriendra 

X cos » 4" i/ ft) -j- JB (cos a> cos 0 -j- sin (o 0) — ^ 0, 
tandia que l'^nafion du cerde m traaBfonaeia dans la ndvaiite 

Changeant dans eette ^q;nation ainsi qne dans la präc^nte x et ff en 
^ et et ^linuaant la Tariable dlunuog^nAt^ ä qne rem vient d'intro- 
dvire, od oMiendra la relati<m homogiiie en et 

(JS cos w + 6» + ^) x' + 2Exif ein w -f Ö + (- cos w 4- <y + ^) =■ 0, 

qni, dans le nonrean ^TStime d'axes, repdeente lee droitei FQ^ FH^ et| 
dans im ijetime qnelooaqae, dea parallilee k ees droits. 

De mfime l'^nation de paiaUUes aux droites ÄB^ AO^ joignant le 

polttt (a cos 9, & na ^) anz extr^mites de la eorde BO [ayant ponr ^na- 
tUm, d'apr^ noe oonsid^ratioiis initiales, 

eo8 9 4- >m + iofr — 0], 

sera tronv^ par un calcol calquö snr le pr^c^ient: 

(eoe'9 — 8 sin* ^)l^si^ + 8ab«jf sin 9 eos 9 + (sin* 9 — 3eos'9)aV'0; 

maiü OQ y rempla^era xumiediatement les lignes trigonometriques de 9 par 
oeUee de m en tttüisant la proportion ^Tidente 

cos tp sin 9> 
aeoe» ~ ftsinci ' 

eile prendra ainsi la lonue 

(a' eos' « — S2>' sin' ») + 8a'd*sy sin » eos m 

+ (b> sin* 8a* coB* tt)«^^ - 0> 
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et Ton obtiendra, en identifiant cette forme a oelle trouT^ an peu pius 
hauti U dmilde conditiop 

»-HgC0e(»'f-g) M ain (a» -f d) g — cob (a> -j- 6) 

d'ou par elimination de (ca -f ö), 

Ä»L(Ä»' - 6*)a* 00»« • -f (»t» - a»)** sin* »]* 

-i [(3a*+b*)aW«i— (3ft*+a*)»*8i]i*ii»]*+64<i^»«8m*»0M*«|. 

Cette ^uation repr^eate, en coordonn^es polaires, la podaire de 1a 
QOtgulie tHauAS^ nlaüveiiieiLt an eentn d« Fell^pM «t oetle podaii» «it 

wo» BoitiqiM ciiculftire, offirant, loraqne l'on % ft>&y^, l'aspect 9m 
qnad i i üai ium. 

Hais, d'nne fa^on g^n^rale, ponr ayolr T^uation en coordonnees tan* 
gentielles hoTnoL'Pnes (X, ft, v) d'nne courbe, connaissant oelle de la podaire 
en coordonnees poi&u-es rapport^s an pole fixe oomme origine de veclears 

f(tOB «, nn «, 9) » 0, 
U soffit, sappoaaiit la fonne f{ ) bomog^ en ooa «i, am de remplaMr 

OOS u, sin M et ^ respectivement par l, ft, ti — yjf.^~^^ ^ r&ultat etaoi 

ainsl tont simnlennint fiK^ r .- ) »0* lü Ton tronvent 

V yi* -\- fL»j 

Ä » (A« + F » #•) - (i, ,*) - 0 , 
en poaant ponr abr^ior 

Venvalt^pe considerpf^ est donc de lu sirihfi-' flH«sf> 

Poor en deuiuuner l'ordre saus reaiiser i diiuunation du parametre m 
entre les ^quations gen^rales des antipodaires 

d;cos(o+ysinM — ^, — £siao>4'Sf cos ^ ~ ^ * 

11 &nt Gonaidirar nn point variable snr la droite b l'infim, €^est4-dire faire 
dans r^qaation Werlte nn pen plns haut fi — kX^ Jt ^tant nn parametre a 

calculer. Or en op^rant ainsi, nn factenr l* se tronve mis en ividence, «t 
l'on voit que la droite a l'infini (A ™ 0, ^ — Uj est une tangente qua- 
druple a l'enveloppe. D ne reste donc que deox tangentes variables avec 
le point {k) et fl s'agit d^sKaminer les Talonrs de h ponr lesquelles ceB 
tai^entes deviennent cotncidentes. Ge sont celles qui annulent soit le 
coefficient de Ji^ (v alors s'annule simultaneinent), soit le coefficieut de 
(qui alors forc^ment accjuiert une valeur infininieut grande). Pour cbacune 
des valeurs de k qui annulent le coefficient de los tangentes variables 
colncident b la fois entre eUes et nvae It droite b l^inini: cee circonstanc«6 
sont oaraet^ristiqnes d'on point de lebronsaement et «n ee point on oompt» 
frots intersaefeionB de la conrbo a?6e In tangente de rebroasNoiMit Qnaat 
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aux valours de l- r\m annulent lo confTunont de 7?', il est necessaire df 
distiüguer; car la coKncideaoe des tangentas n'indi(iue uu point de la courbe 
qu'atitant que le point d'oii Von m^ne les tangeutes n'est pas sur one 
taagwte nndiiple de oeUA-d. Or ea fannaiit !«• d^v^ pwlielles de 
r^natioii trouT^ pgfeAlemmeat par rmppoit k A, et i», on Teit qne 
lliypoth^ y » 0, ft) — 0, les annule toutes a la fois: ainsi les yaleurs 

k) = 0 appartiennent a deux tangentes doublos issues de rorigine et 
a'indiquent pas do point de la courbe a l'infini; au contraire Ks valours 
]b »> ± t sout admissibles. En definitive on voit que l'ordre de la courbe 
«t le fliMtorfMme. 

La genie d'uUeim est 9; lee nngularit^ ponctnellfle eont ^viTaleiitas 
k 52 points doubles et 24 rebroossements; il n'j a point d'autres tugentes 
miiltiples que la droite a l'infini (tangente quadruple de rebrou«'?»*m»^nt) et 
les deux tangentes doubles d^a recoonaes: enfin on ne compte auoune 
tangente stationnaire. 

Caen. E. Mai>o. 



B^ponse a Ui 4tteatt<Hi n« ^4 >4 (<<. Kspanet) de PlntermMiaire des 

Matheiiiaticlens. 

Lieu da point de Lemoine d'un trieogie assii^etti a oortainea con- 
ditio nü. 

Bien que le desideratum expresdement formulä par l'auteur de la 
qnestion 3464 seit d'ol>teiiir une aolution ff4om^tngue de oette qnestioii 
autre que Celle ngnal^ par lui-meme, je me persuade que l'indication de 
la Solution analytique suivante ne sera pas absolument d^nuee d'interet, a 
cause d'une certaine difficulte qu'elle comporte, pt qui, pouvant se rppr4- 
senter dans beaucoup de circonstances analogues, esi plus f&ciletnfint levee 
par le raisonnement direct (ce qui est le propre de la methode gdometrique) 
qne par la rMndaon algiAbriqne das fiamolee oUenme de pnme abord. 

Je me propose donc de d^ienBmer le point de Lomoine K d'iin 
triangle defini par son cercle circonscrit, ayant son centre a l'origine, par 
lee coordonneee (BomB^ Baiiß)^ d'un de see sommets A, et par l'^uation 

+ fijr + v - 0, 

du cote oppos^ BC: l'equation de Tensemble des cötis AB et AC est 
alon (en ^cdrant ponr sunpUfier üB an lien de v): 

(A cos d + ^tsinö + + y* - - 2 (ix+ + öii) («0080 +y sinö -Ä) =0. 

Considiraat le point de Lemoine du triangle ABC oomma le point 

dout la 5;omme des carres des distances aux cot^s est im minimum, je 

r^marrmerai que d'nne fa^on generale la somme def? earr^s des distances du 
pomt y) aux droites que represente l equaüon du second degre a deux 

lorsqu'on jr suppose 
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est 

en d^signant par t la diF^tance du point (x^ jf) k rinteiMCtion des drottcs 
^ n 0. Dans ie cas present ou trouyera 

a + ad — Ä«-«r»-A«— I*», (a+6)«-4(a6-*«)-4(Ä« + ^")» 

psr snite^ ifjonteBt 

et poiant + + il vtendra 

(A» + =» + (A« + - - Äcogö)» + (y - Äsind)*] 

et il m i'agit que d'egaler k vbeo les äkacrie» partiellee de m psr r^pott 
i « et k y : de ]ft denz oonditioiui qni r^MkLuM par xappoit a « et ^ y 
doBneut 

X Xu a in 6 — + 2 ^i*) coa Ö + iö -f 2 cos 0 
If 2 (i« + + tf (iooBe + (»ainö) — #» » 

Si donc l'on iniagine qne la position de la droite BO est reglee par 
Celle du point ö, c'est-a-dire par le ühoix de l'angie 0 — en d'autres 
tertnefi que les quantites A, ^, 0, soieat des fonctioDS determinees de 0 — 
en am Vwfmuum dts eoeidomito da pomt de Lemoine an xaoijm da 
parametre yariable B et Ton coniuutra la courbe decrite par le point 

Dans le cas particulier de la question 2454 le centre de gravite du 
triangle ABC doit etre un point fixe, ayant par exemple pour coordonnees 
ytniS, \nR — ce qui entraine que l'orthocentre du triangle ABC seit le 
point fixe (mB, nB) — les relations entre les qnantitis 1, f», «r et l'angie B 
■aroot par ndte lea siuTaiitea 

et Ton trouvera pour x et y: 

X — m(8 4- «»* -f w*) + (3 m* — n *) C08 e -f 4 mn ain Ö -|- (m' -f n' — 2 w» coag -- 2 a«in#/o»» 

J^ä" (9 — m"— «*)(t + ?n»-fn* — 2mcoBe — 2«gine) 

y _ m' -f" + (3 w* — Vi'i Ö + 4 »1 n C06 0 -f (m * -f n* — 9 m ro gfl — 2»aäiiff/s^ 

IB (9 -^w* —»*)(! + OT*^- n* — Sincoa e — 2 n am ö) 

8i F<m poae « — tg-^- et qua reo remplaoa et rin^ par Um valeini 

en r, cos 0 = ^ v"*i s'mO ^ r~r~~i » aura des fonctions rationnelles de ; 
' i. -j- 1 «" 

QU le dogre de cette variable^ soit dans ie num^teiir soit daos le denomt* 

nateur, sexa le sixOme. 



Digitize<3 by Googl( 



Yenniflchto KttMlaiigeii. 



d68 



On aurait tort cependant de r>onr«lure de ce resultat que la conrbe 
decrite par le point K soit du sixienie ordrp En efiet, en prenant arbi- 
txairement le pomt A sur le cercle douue, cest-a-dire ea fixant Oy oa a 
bien na point K uniqiie et d^temimA, maiB oe mSiiw point räsulterait 
^gnlAment da choiz dtt poant ^ oa du point O au liau et lÄaqo de c'eat- 

«•dive de la snlMtitiitioai k 9 des valenn 9 + 2C, 0 + 2» — SB: Kntrement 
dit, on obtiendrait toate la oourbe en Husant timplement d^erire au sommet 

A l'arc de cercle compn's entre sa position initiale A^ et le point qui 
«st le sommet cons^entif du triangle A^B^C^\ pms, le sommet A oontinaant 

de d^crixe le eerck A^B^C^, de JB^^ en C«, le point JT panwnm nne 
devudime fois la meme conrbe, et celle^ tout entilne eonreipondndt encore 

nne fois a Taro C^A^^ Poar la Variation du paramVbe 9 de 0^ k 

9+2», on pour Celle defde— ooa+oo» on obtient donc trois fois 
la roiir"ho chcrchi'o, et, puisque Tordre apparent de celle-ci par le procede 
d'investigation siii\'i est le sixieme, l'ordre reel, qui doit etre trois fois 
moindre, se trouvera etre le second seulement: en faisant l'^limination de 
9 Ott de on pamendzait a nne ftmne non liomog^ne \k denx Tsxiables dv 
sizieme degri qui serait an cnbe parfaii 

Sans passPT par ces calcnls dont l'aniit'' sorait extrr-iiiP, on peut voir 
aisement qu'il s'a^pt d"uu cercle en cherchaut les points ä I'infini de la 
eourbe lieu du point K. En effet ces points correspondent aux valeurs de 
9 qui WrüSmit la condifion 

1 -f- m- + n' — 2m cos Ö — 2asin ö — 0 , 

et l'on a imm^diaiement pour ces Taleuxs 

. „ y — • n ( 3 -(- m* -f- n*) + (1 — m* + 3 n*) sin d imncxMe 
^ •» lim- » irür(3 -V M« -f n*) + (i'+lmi» ^«"^ cötO + lm»*^ * 

Cette egalite combinee avec la precidente donne lin^airement les valenn 
de cos 0 et de sin 0 en fonction de /• f*t f-n les poHant dans Tiden tit^ 
cos* 9 4" sin" ö =1, on parvient, toutes nductions taitfs, a l'^qnatioa 
•\- 1 0, qui montre que les points cberches sont loa points cycUques 
et que le lieu de X est bien un cercle. 

On peut egalement laisonner comme il suit. 

Les coordonnees des projections da point M-i^, p, ß) tax iet eöi6§ 
du triaogle de r^fiarence ABC sont 

0 |r + «cosC, f + «eosB, 

x + peo§Ct 0 # + ycosil, 

x + «cosJ?, y + scosii, 0 , 

et par suite etiles du baxycentre podaire Jl 'Ju poini M sont 

«' — 2* + fCOsC? -f /cos j5, 3f' =^ ;rco8 C + 2|f + scosil, 
£ ^xeoäB 'j-pootA + 2g. 

La eondition pow qua la dniite de jonetion des points .^et Jt paiee per 
le point de Lemoine [c^cst4-&e poor que la droits MM* es comqponde 
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a elle-meme, io {unnl de Lemoine (siu-4, sin J?, sin O etant a lui- 
80n propre correspoadant daas la transformation envisageej est alors 

BnÄ akuB fliaO 

X ff ß 

3«+ycoa(7+'oo6J9 xeoaC-h^f+gewÄ swBB-^ff«mÄ'^2g 

ot on la reduit aisemeut a la forme 

0 - ^(s^eoBÄ + 9M)an(B - C), 

qoi icdique im couple rectangulaire de droites. 

Pour determiDer les points P, oü la droiie d'£oler Qoignaai 
VorUioeentra H u Oflutn 0 du eende circonscrit) est renoontar^ par e» 
oonple de droites, on fera, gnmat U mAihode de Joachimstlial, 

X — ibcos J. + ^cos^cos C, p = kGoaB -\- ^GoaCcosÄ, 

Wp — 

k etant le rapport des Segments d^termin^s sur la droite et l oa 

port^ra ces valeurs dans r»^qnation que Ton vient d'ecrire. On obÜendra 
de Im Sorte une equation quadratique en se Präsentant immediatfunwit 

sous la forme 

+ 4eo«iloo8£eoflO^^J78iiiC8iii(^ — C). 
Mais on apergoit ais^ent les identit^ 

^sinM OOS ^ sm (£ - CO s ~ ^liii £ an Clin (B — C) , 
^(cos' + cosi^cosC; = 2^am£8inCsin(£ — (3), 
mojennant leiquelles I'lqnation oonsidlrle ae rednit aünplenunit i 

1* — )fc+2cos^ooaJ?co8C— 0; 

les radnes sont donc 

2Ä — 1 d: Vi — acosAcos^coftC. 
Or on a 

HO — nyi — doosAoos^oosC, 

9t par snite 

. Jt±HO 
2R » 

c*est-a-diro que lorsqne le triangle se deforme en resiant inscrit 

dans le cercle (0) de teile Sorte que l'orthocentre soit un point fixe B, le 
point de Lemoine K se d^place sur im rorrlo ayant son centre sur OH. 
fin appelant D, E les extr^mites du diaaietre MO, on anra 



Digitized by Google 



DH^M — HOi HB^B+HÖ «i par mite les pmportiooa dctenniiift- 
tms pomts P 0t ^ seroat l«t sdraiites 

deaqueiies resuhent des constructions fadles. 

J'ajoute que le cercle lieu du point iL paa^e par les points coiniuuuä 
an cerde cdreomcrii et »u earde de Feuerbach (oa du ii«af pointi). 
Le mojan le plna aimple pour le v^nfier eonaiflte a ecrire V^uation da 
corcle passant par les poinia en queation et par le point de Iiemoine, 
^uation qui est 

0-2 (yjain^ + MwmuB + «yaiii ^(ain*^ + ain^^ + ain^C) 

— 3 («eoa + 9 ^ £ + ooa CO («aiiiil + Sfiiii + «am t 

et a j faire, comme ci-dessna, x — kco^A ■\- 2 cos ^ cos C, etc.: on retombe 
alon anr r^uation 

ib^ — Jfe + ScoB^ooa Bcoa (7 — 0. 
Caea. E. ICalo. 



SpneluBMl fir die Iiicyklopidle dir HntluoifttlMliai WitBMUMhaltm. 

[EiaaendoBgea Mr den Spreebaaal erbittet Frans Meyer, Königsberg i. Fr., 

Ifitteltraghetm 61.] 

Zu I, S. 993, Note 272. 

Zu dem Meinungsaustausch zwischen Herrn Koppe und der Redaktion 
bz. Mehmke über die Nep er- Logarithmen mögen auch mir einige Worte 
geatattet aain und swar dadialb, weil gerade dia Lelifenralt im Untenidit 
auf diese Fhtge immer znrQokkominen muß und daher ein Interesse danut 
bat, daB sie zu einem allseita befriedigenden Aastrag gebradit wird. 

1. Bürgi und Neper haben beide ihre Logarithmen gewonnen aus 
der Überführung einer geometrischen Progression in eine arithmetische. 
Dies war damals der einzig gangbare Weg, um überhaupt die Logarithmen 
n erfinden. Ebenso war die Baiia der Potenz (1 + yj" Ar die geo- 
metriaobe Firograaaion allein verweiidbar. (Koppe*) 8. 7). Nim eridirt 
sich auch, warnm die natflrlidien Logarithmen vor den lOoLogaiithmen 
entstanden 

2. Bei Bürgi steigen beide Progref5sionen, bei 'N'eper entspricht der 
steigenden arithmetischen eine fallende geometrische Prugression. Das erstere 
ist daa natflxliche. STeper wich davon absiehtileh ab, nieht blofi von m- 
gefthr. Wenn er wenigatens wie Koppe S. 15 die büdlidio Veranschanlichang 
mit 'Wachstum in gkidier Biditang^ gebracht bitte! Der Grund f&r Nepera 
Vorgehen lag darin, daB er sein Äugenmerk hauptsachlich auf die Sinus- 
zahlen richtete. Dies bestimmte seinen Gedankengang von Anfang ao 

1) Koppe Max, Die Behandlung der Logarithmen imd fi&nis im Ibiter- 
rieht, ftogmmm des Andreai*Bealgymaasimni in Bedia. 1008. Nr. M. 
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(po"^itio 1 der constnictio) und bewirkte, daß seine Tafei sogleich mit Siuus 
und seinem Logarithmus beginnt. Die Folg& war die Unnatur, daß den Sinuä- 
sahlen ala Brachteilen des Radius positive, den größeren Zahlen negatife 
Loguitknifixi zufielen. Li diesem einen Punkte fehlte ee Keper an Weit» 
blick, hierin flbertraf ihn Bftrgi. 

3. Cantor nennt Bürgis Tafel eine Antilogarithmentafel, offenbar 
aus dem äußerlichen Grande, weil der Logarithmus links, der Numerus 
rechts steht. Das ist ein? vöIHl'o Verkennnng der Erfindung. Auch für 
Bürgi waren die schwar/en Zahieu (der Numerua) das Gegebene, die roten 
Zahlen (der Logaiithmua) das Gesoehta, das Mittel sum Zweck; too ihnen 
kehrt er bei der Kntianwendung au den Bchwanen Zahlen nrflick. 

4. Von Neper wissen wir, wie er sich das RechengeschSft erleichterte; 
und wenn Knppe erweist, daß dlo Ab weich an j,' der Xeper- Zahlen von dm 
€- Zahlen nur auf dem (S. 18) durch ^lacdonald entdeckten Rechenfehler 
beruht, z. B. Nl % = 0,693 146 922 und *^2 0,693 147 18(0), was ich 
stehenden Foies nicht beurteilen kann, so yriXL ich ihm gern Beciht geben, 

— voraas ahnte 

und nach ihr verfuhr. Von Bürgi s T?e -hfriverfahren haben wir keine Nach- 
richt; indes es wird bezeugt, daß Burgi im Interpolieren außerordentlich 
gewandt war. CNhna Beefaenerkichteraag bitte er das gewaltige Zahlea- 
material nicht bewältigt. Auf die Versdiiedenheit der Bedienait beider 

Erfinder habe ich sowohl in meinem Aufsatz (Zeitschrift für matk u. nai 
U. 1896 B. 27) als im Anhani» meiner 4 -stelligen Logarithmentafel hin- 
gewiesen. Das eigentlich (ieiiiale liegt aber doch wohl in der Ertindung 
der Logarithmen selbst; die Erleichterung des Bechengesehlifts mag mimerhio 
auch genial tun, eie eteht aber gegcnflber der Bxfindung an aweiter Stelle. 

5. Die Natürlichkeit der Logarithmen besteht darin, daß von 1 + 
also von der Einheit vermehrt (weniger natürlich: vermindert) mii einen 
kleinen Zuwachs ausgegangen w*ii-d. Nach diesem erweiterten BogritT gibt 
OS unendlich viele natHrliche Logarithmen. Auch Kopp es Tafel mit der 
Beadirinkung 1,01 ist eine natürliche. Der Grenzfall n = <x liefert die 
e-Logarithmen ade die ToUkommenste aller natOrlichen Arten. Man sollte 
diese daher auch e-Logaritbmen, nicht log. nat. nennen-, mit der genaOjeii e-Be- 
nennung hört der Streit von selbst auf. Die Bürgi-Zahlen stimmen mit den 
e-Zahlen in den erstf^u 4, die Neper-Zab!pn in den ersten 6 Stellen überein, 

6. Bei der Zurichtung der Erhuderlugahthmen zur Erlangung einer 
Basis haben beide die länsetsmig des Dezimalkommas an geeigneter Stelle 
nötig; dies Ist ein oUffemektee Zugestlndnis an die Auffawung der Erfinder* 
xeti Dagegen die Außerachtlassung des lfm»<mi^4^hims der Nep er- Loga- 
rithmen i.st nur ein Jn^nurJcrcs Zugeständnis an Neper; er selbst wollte es 
gar nicht Daher muß den Nep er -Logarithmen die Basis zugewiesen 
werden, wie es auch Koppe tut S. 18. 

7. Die Frioritftt der Logarithmenerfindung gebührt ohne Zweifel Neper; 
aber Bürgi verdient neben ihm in ehrenvoller Anerkennung genannt su 
werden. Es liegt kein Grund vor, wanini wir die lateinische Namenfona 
Neper gegen die englische Napier vertauschen sollen, ich erinnere an die 
Namen Comenius (Komenski), Reuchlin, Melancbthon uu a. Aach 
Neuton statt Njutn dürfen wir sagen. 
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Schlußbemerkung. Koppe s Vermutung, daß ich mich mit Nepers 
IktarifUo begnügt hfttte, beraht wolil auf «nem Vciselieii, das aber ver* 
Bttodlidb ist, weil viele Exemplare ohne die Guo^meHö verbreitet wurden; 
das der Freiburgor Umvei^itStsbücherei ist vom Jahre 1620 und ist in 

Lyon (Lugdunum) gedruckt; Descriptio, Logarithmontaffl, Constructio haben 
ihre eigenen Seitenzahlen. Oerade aus der Gegenüberstellung der Bürgi- 
und Nep ersehen Aufbauzahlen habe ich meine Schlüsse gezogen; diese 
ZaUflm stehen in der Constructio. 

Fniburg (Baden). KbwitsOH. 
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IGtglied der Gesellschaft Hamburger Worte des Nacbrofe. 
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Bin» einfMb» ABVendug dar Vektomoluiiuig auf dto OpUk. 

Von E. Jahnke in Berlin. 

1. Voramsetzungm. — Bei der Suche nach einfachen Anwendungen 
der Vektorrechnung auf die mathematische Physik bin ich auf eine elemen- 
tuns Herleitnng derjenigen Tunneln getfcofien, weleb« Fresnel Ittr die 
latensiUttan des psrtieU refldrtiflrten und gebroehenen Limites anfgestellt 
hat, in dm JFViB, do/S die SdimKgmgdAmt sentinsdU mtr EmfaMme 
verläuft. 

Ich mache bei der Herleitung von dera Begriff des Vektors der Ebene 
Gebrauch als einer Strecke von bestimmter Länge, bestinunter Kichtung und 
bestimmtem Bichtongssian, sowie von dem ftuftBren und dem imieren Pro- 
dukt sweiar Vektoren a, b der Ebose, die idb nacb OraBmann, wie iolgti 

[a ö] — ab sin (o, fr), [a | 6] — ab oos (a, b). 

Dabei bedeuten a, die numeriseben Lfaigsu der beiden Vektoren. Diese 
Definitionen tiefem ohne weiteres die charaktezistiBeben Eigensdmften des 
lußersn und inneren Produktss, nimtiob: 

[fr a] — — [a fr], [a a] -> 0; 

[fr|«]==[a|fr], [a 1 rtj - 

SlInafibnMhto d BvL NMh. Om. U. 5 



Digitized by Google 



64 



Siteoiigibeiicht« der Berliner Mathemaiiiidiea Geaelkchaft. 



Attfi«r diesen B^griffm imd Definittoneii benutee icb noch den «nfadien 
Satz, dafi zwischen drei Vektoren der Ebene a, 6, e stets eine ünetre 
Identit&t der Form 

(1) ira + /J* + y«-0 

besteht, wo a, ^, y beliebign Zuliltiu bL>duutt>u, d. h. daß es stots luögbch 
ist, von drei beliebigen Vektoren der Ebene solche Vielfache zu nehmen, 
daß dieselben tioh zu einem Dreieck zosommezuchUeBen. 

Ich komme nun zu den physikaUechen Voraussctzuagen. Der Physik 
entnehme ich erstens, dafi eine elektromagnetische Welle, welche auf die 
Qreuzebene zweier Medien auftriift, sich im allgemeinen in eine reticktien^j 
und eine gebrochene Weile zerlegt^ zweitens, daß die Fortpflanzungsrichiuugen 
der drei Wellen, der einfallenden, der reflektierten und der gebrochenen, in 
einer Bbene liegen; und drittens, daß der Beflenonswinkel f^eioh dem 
Einfallswinkel ist Nun gibt es an einer Welle zu unterscheiden: Amplitude, 
Schwinptmgsrielitnng, Portpflanzungsrichtung und Phase. Indem ich dieselbpT! 
Bedingungen zu Grunde lege, unter welchpn allein die Fresnel sehen Fornielu 
physikalische Gültigkeit beanspruchen, will ich von der Phase absehen und 
▼oranssetsen , daß die Wellen gegen einander keinen PhasemmtenMUled 
seigen. Aber anch von der SckwingungBrichtimg will ieh absehen. Des 
ist gestattet, wenn alle Wellen, welche In die Rechnung eintreten, die 
glei<^e Sehwingungsrichtunp haben. Wie die Physik lelirt, dies nur 
dann der Fall, wenn die Schwinguugsobeue senkrecht lur Fmiallüeijenf^ ver- 
läuft. Diese Voraussetzung soll gemacht werden; die folgenden Betrachtungen 
benehen sieh demnaeh nnr auf den Fall Ofier Unear pofaririeiim WeOe, wdcke 
smknM tm EmfaBsAme winumgiL 

Hiemaoh kann ich eine elektromagnetische Welle als «inen Vektor auf- 
fassen, dessen Liuu« hir i: üi Schwingtin gsamplitude gemessen und des«<»T! 
Richtung und Eichtungäsinu durch die Fortschreitungarichtong der Welle 
bestimmt wird. 

3« lltrieitung d*^' Fr^snehcheri Formeln. — Nenne ich die Yektonn, 
welche die einfaUend»\ die reflektierte und die gebrochene Wellu darsteiieo, 
r, d. die ;cugehürigen Amplituden £, ßy D, dann kann ieh sofort gemäß 
(1) die üidgende Benebnng aasetsea: 

Vm X und p zu bestimmen, mnl^plisere ich ^ese OleidnDg InBerticb mit 
d und erhalte 

[«<i]-*[r€lj, 
da [clrf] gendlB der Definition ▼ersdurintet; hierans 

Lrdj 

Wild die Identität andimits mit r ioMidi mnltiptiaiert, so ei^bt sidi 
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Nun ist, WM munittelbar ans dar Figor eniohflMli, d«r Winkel, te 

der einfallende mit dem gebrochenen Vektor bildet, 180 + a — ^ und der 
Winkel zwischen doni reflektierten and dem gebrochenen Vektor gleich 

180 -{a-\- ß); daher 

und entsprechend 

r] — + ER sin 2«, 
[dr] DMan{a + ß). 

Deninftcb 



F sin (<r — ß) 
Ii aiu (^a -f- /i) ' 

^ sin 2 er 



12 sin (a + ß) 

Folglich nimmt die obige Identitftt die Form an 




(3) 



, Emn(a — 8) , 



Eaw 2a 



Andrerseits führt die phyBikalische Tatsadie, daB der einfallende 
Lichtvektor sich in einen reflektierten und einen gebrochenen Liehtreictor 
zerlegt) zn der Vektorbesiehang 

(4) e + y + d-O, 



welche niehts anderes besagt, ab daß swisehen den drei 

KiAfteu I H it hgewidit bestehen muß. 

Durch Vergleidi der Formeln (3) and (4) eigibt rieh hiernach 

Eam{a — ß) ^ Eain^a 



en 



woraus 
(5) 



^ Hin (ff — |J) 



i>Bin(«-f ^ 

E ■ sin 2 a 



1, 



sin {a -f- p ) 



und das sind die bekannten, zupt^I von Fresnel aufgestellten Ausdrücke 
fQr die Vfrhiiltnisse der Amplifu l n des retiektierten und des gebrochenen 
Lichtes /M derjenigen des einfalleuden Lichtes. 

3. Folgerungen. — Die vektorielle Beziehung (4) ist nichts anderes 
als der Ausdruck dafür, daß die einfallende, die reflektierte und die ge- 
brochene Welle dem Paraiiciograinm der iuräfte gehorchen. Aus den beiden 

graphisch finden. 



leta^nannten Iftflt rieh daher die ante in einfaeher 
Sdbreibt man femer 61«diang (4) in der Fom 

— c — r + d 

und multipliziert sie innerlich mit sich selber, so folgt 
(«) JB» - + D» - 2 Ä2) ooi (« + jJ) . 



Digitized by Google 



56 ffiteimgiMchta d<r BwUntir IhtliwttKtitelieii Gow11ich>ü 

Diese BehÜon führt unmittelbar zu dem Oesetz von der ErhaltaBg der 
Energie, wnn St«Ile d^r Aruplitudea die Inteiisitftten eingefühlt werden 

dnrdl die bekannten Defimüunen: 

j^£«-4i|, /^^D«^^"^^ 

• Bin p ' ' din p • CO« a 

Gleichung (6) nimmt aladftnn die Form an: 

sin 9 a Bin 2 Ä 1 AT Bin « COS tt 

Mab fibenengt sieh im Hinblick auf die Aiudrflx^ (5) miediwer, daft der 
dritte und neite Swmmwd reehter Baad einander aufheben, BodaA die 

Energiegleichiing 

(7) J.-JrH-^- 

in der Tat erfllllt ist. 

Was der vorstehenden Hr-rleitung — deren elementarer Charakter mich 
beinahe vermuten iBßt, daU sie sich bereits in der Literatur vorfindet — 
ein gewisses Interesse verleiht, ist das Fehlen jeglichen Differentiakeichens; 
die Fresneladiea Femeln «geben tanAi imabhftngig ?ob der ^Rieorie der 
partiellen DiffBnntialgLeiohnngen. 



Die Bwümmiuig Bftmtlicher Nähenmgsbrftohe einer ZtblMgrftfl» bei 

JobLB Wallis (U72> 

Von M. Koppe. 

Die Aufirabf^, m zwei Zahlen, etwa 'J^ jmd 100, das kleinste Viel- 
fache zu tindüu, tührt m&n gewöhnlich auf die Üeätimmung des grGßten 
TtSkn KorOfik. Man kann sie aber auch direkt Ifieen. Tilgt man nach 
Poineot aof einer Qeiaden T<m 0 ans die VidUhehen von 38 ab und be* 
zeichnet zugleich aaeh die Ton 100, so geben die ersten sasanunenfidlenden 
Punkte beider Teilungen q • 28 — jp • 100 — m. 



(88) 
(100) 



0 3 4 7 II 18 



I I I I I 1 I I I I I I j 



T i 1 i 1 r 

t 9 4 • « t 



Es ist aber nicht nötig, sämtliche Werte 7<on g • 38 {moA, 100) in dieeer 
Ajt anfrostellBn. Denken wir uns, die Angabe sei dadnidi veraoilaftt^ da0 

die beiden Brüche und Vioo ^<l^ert weiden sollen. Miaa erweitere den 

Bmch der Reihe nach mit 2. 4, . . ., bis man /u zwei Bnirhen 
langt, deren Nenner den des anderen Bruches einschiieiieu. öind überhaupt, 

jetzt oder in der Folge, und zwei Brfiche, deren Nenner sidi 

von denen der BrAche jqö^ i Wm ^ wenig in entgegengeselrtem 

Sinne unterscheiden, so erludt man durch Znsammenschieben ihrer Zähler 
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und ihm Nenner in den Britdien 



eine 



_ n, + n, _ , «»,-}- w, _ 
Mn, -f 38'n, ™ lÖÖt», + lOO«, 
neue Staffel, wo der ÜnterMhied der Nenner nur die Differenx der bk- 

hrrigen kleinsten Unterschiede ist Man benuist dieeei Für nnd dasjenige, 

welches bis dahin den klelnfdon TTntorselnod im entgegengeaetsten Sinne 
xeigte, um weiter zu bauen, wie folgendes Öchema erläutert: 





12 




s 


4 


0 


M M i 

1 

UM 


4 

Iii 


lir 


II 

S 

iM 


IS 

iS4 
s 

tni 


Toe 

im 
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11 
i 
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Die Brüche der ersten Reihe sind gleich 7,^^, dir »l^r zweiten el^ifh 
Vioo' jedem Paar ist oIhjd oder unten angegeben, wieviel der Nenner 
d^ einen Bruches den des anderen fiberthill. Die Reihe wird fortgesetzt, 
indem nun immer das lefczte Paar ▼on Brftclieii, wenn seine NennerdiffiBvenz 
oben steht, mit dem letzten Paar kombiniert, wo diese DifTeron/ unten 
stand, und ungekelirt Temnoblftssigt num im drittletsten Broch die Differmz 

der Nenner (—6) als nneriiehHeli, so exbilt man angenVliert 



28 

8o erhiUt man die oben schon 



— -1 also 28 : 100 fast wie 3:11. 

anpetührten beiden Reihen von Näheningsbrüchen , die oberen grdfier, die 
unteren kleiner als der genaue Wert des Bruches. 

Will man schneller vorgehen, um bald zu den genaueren Brüchen in 
gröBeren Zahlen ra gelangen, so kann man anfidiigB springen; s. B. neht 
man hier, wenn man die Differenzen (+ 12) und (— 4) erhalten hat, daB 
PS nötig sein wirä, von 12 so oft i zn subtrahieren, als angelit, daß man 
daher -m dem Paare bei (12) dreimal das bei ( — 4) hinzuschieben muß. 
So kann man statt jeder Teilreihe von Brüchen, deren Zeichen (8, 4, 0) 
HorOaitfend anf einer Seite (oben) stehen, sofort das lotste Paar (bei 0) 
bestimmen. Htm sieht, daB man dann tatslohlieh die folgende Beolinang 
erledigt: 3 113 

100 : 28 : 16 : 12 : 4 

84 16 "lä 12 

16 12 ~4 0' 

and daB man die IbaptnUiemngswerte ebenso büdrt, wie es bei dem 
Kettenbmeh 8 + 1/1 4 1/1 + 1/8 -|- 1/4 «blich ist ]>ie nxtprOngliche 
Reihe aller Näherungsbrflebe umfiüBt sogleich die intennediSren Nlherongs- 
werte des Kett^nbruches. 

John Wallis veröffentlichte eine derartige Bestiimuuug von Niiherungs- 
brüchen 1672 als Anhang der opera postuma des Astronomen üorrock. 



Digitized by Google 



58 SitnmgBberiöhte dar BedinM 



ferner in <^er Algebra 1685, 1693. Die Autgalip war von Edward 
Davenant 1664 gestellt. In der Axithmetica intmitonmi (1655), deren 
Btadxani 1666 Newton rar Erweiterong BiMmialBatiM ▼«nuüaBte, 
findet sie adi niebt Wallis sacht rankehst nur di^enigen NSherongi^ 
brücbe, welche den wahren Wert des gegebenen BrndlBB ttbertreffen, also 
die der oberen Reibe, und bestimmt daher von denjeTiifren Xaberunfsbrüchen, 
welche kleiner als der genaue Wert sind, nur bnmer spning\vt iso d:e End- 
werte der gleichartigen Teilreihen. Er betrachtet auch nicht 2b und 100, 
sondern dafbr 0,S8 und 1,00, indem er im Toruis das gegebene YetbiltBis 
auf viele Stellen in einen DenmaUmioh Terwandelt Erst spftter bstthnmt 
er auch die anderen NSherungsbrOche, welche zu klein sind, indem er sein 
Verfahren von neuem anf den reziproken Wert des gegebenen Bruche«, 
^ = 3,571428 . . . anwendet. Durch diese Zerlegung der Aufgabe in 
zwei aufeinander reduzierbare Teile verliert sein Verfahren an ÖynoLmethe. 
Lagrange nennt es indirekt nnd sehr mfllisam und analjrriert es nicht; 
0r entnimmt jedoeh (Add. ans Aira. d'algihre d'Enler) Ton Wallis eine 
lange Reihe der N&herungs werte von 9c, die dieser Ins an BrOehen mit 
18-stelligem Zähler und Nenner berechnet hatte. Das von Lagrange ge- 
rühmte Kettenbrachverfahren von Hujgens ist in der Ausnb\in?j v<^o dem 
des Wallis nicht verschieden; docii treten dort die intermediären JSuherungs- 
werte erst als Anhang hinzu, wihrend sie hier in der Eatwidnlnng sa 
ihrem richtigen Platz erscheanen. Lagrange stellt die nnriehtige Behauptung 
auf, daß nur die HauptnShenmgswert« Brüche liefern, welche dem wahrea 
Wert dos Bruches • — ohne Rücksicht auf die Richtung der Ajinahening — 
niiher kommen als alle Brücbe mit kleineren Nennern. Etwa die Hälfte der 
iutt:rmediären Näherungswerte hat dieselbe Eigenschaft 

Wallis deutet den Beweis nur in den ersten Stadien des Ver&hreos 
an. Ich knflpfe an das Beispiel « » 0,8010800 an. Zwischen den ganaea 

Zahlen f und f liegt, anüer «, auch noch der Broch "° 4 * ^™ * 

mit ^ zu vergleichen, bildet inau 2« = 0,60106 <C 1, folglich Hegt a zwischen 
j nnd l' In diesem Intervall liegt auch j-^-^ ~1' DaSo— l-o-f2-« 
— 0,90309 < 1, so liegt a zwischen f und ^- Weiter kommt man am 

1 + 3 = 1» 4«f-l.«+ 8.«- 1.20418 >1, 

ji^-y, 7ff - 8a + 4« — 3,10781 > 8, «»f...f 

Die wesentlichen Rechnungen sind aus folgendem Schema ersichtlich: 



0,30103 - 


a 


23a = 


6,92369 


83a 


24,98549 


3« = 0,90309 




33a 


9,93399 


93a — 


27,99579 


1,20412 = 


4 a 


43a« 


12,94429 




31.00609 = 103 r 


2,10721 = 


7« 


53a = 


15,95459 




.-,9j 10188 =- I96e 


3,01030 = 


lOtt 


63a» 


18,96849 


289a - 


86,99767 


13a = 3,91339 




73« - 


21,97519 


485a = 


145,99955. 



Diejenigen Vielfachen von a, welche kleiner sind als die benachbarte 
ganze Zahl, sind links angegeben, die übrigen rechte. Man addiert immer 
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das letzte link«? und das letzte roolits bezeichnete Vielfache und entscheidet 
so, ob OS kleiner oder grüßer ist als dio ihm benachbarte* j^nz** Zahl. 

VV aiiis nennt in 3,01030= lOa den positiven Dezimalbruch 0,01030 
appendage odar maatiaga, in 13«*« 3,91389 betiachtei er das „complemeatmn 
maBtusaa'* « 0,08661. Panl Taanery hat soeist aof diese Uteste mafhe- 
matische Benutzung des Wortes mantissa hingewiesen. 

Die Genealogie der Näherungsbrüeho geht ans untenstehender Figur 

hervor, in der sämtlicbe Punkte auf die Strecke 0 ... 1 zu projizieren sind. 

o c 

Haben swei Bräche ^> denen der sweite der größere sei, die 

Eigenschaft cft ~ ad » 1, SO bleibt diese «neb für benachbarte BrOehe der 
folgenden Reibe 

fr« fr+d' d 

beeteben. Wir haben nun aber zwischen f nnd |, Ittr welche jene ESgen- 
sehaft bestand, eingeschaltet | — also bsstsht sie auch fttr -J-, J, [• 

Ebenso für f, |, |, dann Ar ^, ^, | u. s. w. Je drei Brflcdie, die an 

den Ecken eines Dreieckes stehen, bilden eine soldie Reihe. 

o c 

^htn aber zwei Brüche ^ , ^ diese Eigenschaft, so liegen zwischen 
ihnen nur Brüche, deren Nenner größer als b und d sind. Ist etwa b<Cd^ 
ferner ^ ein Bruch, dessen Wert einem Punkte der Strecke ^ " ' ^ 

spricht, nnd wire /)< d, so wftre ^ ^ f ^ ^ > ^ wihrend doch 

diese Differenz <C 3^ " ^ i^ein muß. Ist d > 5, so vergleicht man 

^ mit ^ und erhilt dassslbe Besultai Schaltet man zwischen y tmd ^ 

den Bruch ein, so zerfällt die Strecke ^ ' * ' d) ^ ^^^^ Teilstrecken, 

aof jeder liegen nur Bröobe mit Nennern gröflor als (& + d); folglich hat- 
Ton allen Brflofaen der Streoike * ' ^) ^ Bruch -^^^ den kleinsten 
Nenner. 

Betrachten wir z. B. den Bruch ^%8' größer als a ist Der wahre 
Wert liegt zwischen und auf dieser Strerkn Hogf kein Bruch, 

dessen Nenner kleiner lüs 33 wäre; folglich wird unser Bruch ^^»s 
keinem Bruch mit kleinerem Nenner in der Genauigkeit einer von oben her 
erfolgenden AnnBhemng 1lbeitn>£GBn. 

Außer den aufgestellten Brttcben gibt es keine anderen, die denselben 

Vorzug haben. Denn wäre auch ^ ein solcher, in unserer Reihe der oberen 

N iiliiu ingswerte nicht enthaltener, Bruch^ so lüge sein Wert zwischen zwei 
Brüchen unserer Reihe, etwa zwischen ^^/ss Dann ergibt sich 

aus der Betrachtung der Dreieeksponkte y^g, "/^^, daß sein Nenner 
größer als 43 sein mlißte; er würde daher TOn dem Bmohe der bei 
kleinerem Nenner eine stllrkere Annäherung yon oben her eeigt, ans der 
beanspruchten Stellung verdrängt 
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Ein zweiter, i^'pomptrisch anschaulichpr tind wpitor rpifhonii^r Bfwei.« 
für Wallis" Verfaliren ist folgender, la einem Kreise vom Umfange 1 
rolle man wiederholt einen kleineren vom Umfang a vom Nollponkt her 
ab; die Fnnkte des groBen Kreiaes, die dnreh ein-i swei-, dnünaliges Ab- 
rollen von dem Ueineii erreieht werden, beaeidMie man nut (1), (S), (8) . • > 

und Terfainde lie dinx^h Sehnen 
ff zu einem r'^pnilüren Linienzug. 
l± Die Minima von ; / « — |> , bei 
positiven und die hm uegativen 
Werlen von (qa — p) oder die 
IfantiBwni und Komiuitiiwm 
werden durch solche Eckpunkte 
bezeichnet, welche sich zwischen 
den Nullpunkt und die ilun bis- 
her nächstliegenden Eckpunkie 
eindrängen. 

Ist nnn der Idaine Kr« 
«•mal, B. B. 300-mal, abgerollt, 
so gibt es unter den Eck- 
punkten einen, welcher vom Nullpunkt nach der positiven Bahnriehtung den 
kleinsten Abstand s hat. Dies sei die Ecke {q)^ und es sei ^ p i. 
Dann ist (n^) = {n — der letite Punkt vor (n), den nun antrUR, wenn 
man die Paripheda dee grofien Kreises vom Nullponkt an poativ durchlsnfi 
Wiederholt man dasselbe Verfahren mit dem Sehnenzug (l) (2) ... (n,), 
so sei (g') der nunmehrige auf den Null])imkt zunächst folgende Eckpunkt, 
q^tt ^ •\- e,. So kann man n durch eine Reihe 7 + ^/i • • • 'i; er- 
schöpfen, deren Glieder aus der Reihe der Nenner der unteren Näherungs- 
werte, 1, 4, 7, 10, lOS, 196 . . mit dem gröftfm anfangend, zu ent- 
nehmen sind, s. 6. 300 *^ 196 + ^ Daxm. ist »et » (p + l^i + - ' 'Pd 

+ (« + «1 + • • • + oder tt» — i r , -f — ; , , iiier 

ist f 4- f 1 -f ■ • • + ein Bogen, der sifh von ) im positiven Sinne bis 
(h) erstreckt, also < 1. Folglich ist der erste Teil der, zunächst irnt^ir a 
liegende, Bruch vom Neuner »; der zweite zeigt, daB seine Genauigkeit 

xwisohen ^ ünd ^ liegt Nur wenn sich die Beihe der q auf die ^malige 

Wiedsrhohmg desselben Anfiuigswairtss f beschrttnkt, wird die 



von — gldeb — oder - 



9* 



aber der Broch kann dann in einfiMber Fem 



«1 

^ dargestellt werden. Hiermit Übersieht man, wie aus der ganzen Schar 

aller Näherungswerte sich die gtitr-n , die in kleinen Zahlen nicht ihres 
Gleichen haben, herausheben. Kein arithmptisch kann ich diesen Zusatz 
nicht beweisen. Die obige schon von Toinsot benutzte geometrieche 
Dentong ist von mir, Math. Annaion XXIX, weiter ale hier ausgefOhri. FQr 
das obige Beispiel wird aus ^ und { gebildet £, also liegt « xwiseban 
und ^ 
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Die geodatisohe Krammiiiig^ der Krümmaiigsliiiiea. 
Von J. Knoblauch. 

Mui pflegt die Lehre von der ]&4mmtug der Flftdi«! im AneohlvB tat 
die Theorie der Baumlnirven nt begrflndent indem man sieh auf einer FUdie 
durch einen beliebigen Punkt eine beliebige Knrre gezogen doiikt und deren 
Krümmung ins An^r faßt. Um eine solche Linie als der Flüche angehörif» 
2U kennzeickneU) mub man sie vor allem vmt FlächennoiTnale in Beziehung 
setzen j und sobald man dies tut, erkennt man, daß das Quadrat ihrer 
entea firOmmung sieh als QimdraiBtmmie nreier OrQBen danteUea nBt, 
deren eine, die Nonaalkrttmmimg, aoBer von den auf d«i lUehenpunkt 
besBglichen seebs Fundamentalgrößen nur von den ersten DüFerentialen der 
krummlinigen Koonliririten ahhäntTf. während die andere, die Tangential oder 
geodätische Krliuimuiig, zwar außerdem die /.weiten DiflFerontiale, von den 
Fundaiuentalgrößen aber nur die der ersten Ordnung enthält Bei ihrer Wich- 
tigheii fitar die Theorie der Abwiekelung hat die letatere Tatsache die Aiilnierk> 
lünkeit der Mathematiker derart in Aaqwneh genommen, daB die Tangential- 
kritanmung solcher Kurven, die, wie die Krflmmungslinien, bei der Biegung der 
Fläche im allgemeinen nicht in Kurven derselben Art übergehen, Verhältnis^ 
müßig wpnisT beachtet worden ist. Trotzdem die Frage nach den geodätischen 
Knixmuungen g^^ der beiden Krümmungslinien sich sofort darbietet, nachdem 
die Theorie der NonnaOarlimmiuig «amal auf diese Kmnreo gefUvt hat, und 
obglridi p| und ^ in einer groBen Aniahl flHdientheoretisoher Formeln e^fidte 
oder implicite wthalten sind, ist doch schon die einfache und wichtige Aufgabe 
der Bestimmung dieser Größen mittels einer quadratischen Gleichung, deren 
Koeffizienten dem Rationalitätsbereich der Fundumentalgrößen und ihrer 
Ableitungen angehören, bisher, wie es scheint, nicht gelöst worden. 

Um sie in Angiilf an nehmen, kann man yersduedene Wege ein- 
sddsgen. Einmal lic^Kt es nahe, fDr nnd ihre Mnfaohsten Ansdrlhäe 

din für die Krümmungslinien als Koordinatenlinien gelten, an/unehmen und 
vermittelst der Transformationsgleichungen für die Fundameutalgrüßen den 
Cbergang von den Parametern der Krfimmungskrirven zu einem beliebigen 
Sjtfeem kromndimger Koordinaten vol Tersnchen. Allein sehon nach den 
ersten Schritten sieht man sidi bei dieser Hetiiode in nnttbersehbare Beeh- 
mmgen verwickelt. Ebenso aussichtslos erscheint es, duroh Zusammen- 
stellung der für beliebige Parameter geltenden Formeln 

K^) ^t" jIt^T" 7' f\~d^~ du) 

die in Pw, - - - Pn steckenden Irrationalitäten (vgl. Journal f Math. Bd. 115 
f1Ror,\ s 1?>5 — 196) mit Hilfe der zwischen diesen vier Größen ond den 
Fundamentalgrößen stattfindenden Relationen zu entfernen. 

Mehr Erfolg verspricht von vornherein eine andere Methode, bei der 
die gestdlte Aufgabe auf ein eia&idh su charakterisierendes Kliminations- 
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Problem zarflokgeftlurt wird. Das Quadrat der geodltisobeii Krttmiiiiiiig $ 
eber beliebigen Kurve laan dnrdi die Oleiehung 

(3) {Edu^ + 2Fdudv + adv^*g^ 

- [( { " j d»« + 2 { } di»dt» + { Y 1 dü» + d'u)dv 

- {\^^\dti^^2[^l\dudv-\-[^l\dv*^d'v)du^ 

defioierfe werden. Ist die Kurve eine*^ Krümmungslinie, büm doreli die 
Differentialgleiebung 

Edu + Fdity Fdu + Gdv 
Ldu + Mdv, Mdu + Ndv 



bestimmt, so bandelt ^ sich um die Elimination der Differentiale duy dr, 

dv 

d*v oder genauer der Größen dud^v — dvd'u imil ^ ans (3), (4) 

und dem Differential der letzteren Gleichung. Es darf wohl heutzutage als 
selbstverständlich betrachtet werden, daß man nicht mit den Ableitungen 
der Koeffidenten der quadratischen Difiiarentialfonii T weiter sn recWen, 
sondern an ihrer Stelle GrSfieo eimnilHbren hat, die TMrmittelsfc der 
Christo ff eischen OperationeD mit ihnen znsammenh&ugen. Dann lifit sich 

die Elimination auf die von ^ aus der quadratischen Gleichung (4) und 

einer Gleiohung 6. Grades von übersichfUcbeia Bildnngsgesets redmderen. 
Di^es Verfahren hängt seiner Natur nach von der geometrischen Be* 
deutnng der Gleichung (4) nicht ab, liefert also allgemein die geodätische 

Krümmung der beiden Ku!-vpti scharen eines Netzes, da? durch Xullsetzung 
einer beliebigen quadratischen Diflerentiali'orm deäniert vvijrd. Für dje 
Krümmungslinien lassen sich durch Einführung der kubischen Differentialform 

H Prftt» + ZQdu^dv + 'SRdudv^ -f Sdv^ 

Vereinfachungen erzielen. Aber in allen Fällen erlaugt man. obwohl das 
Ergebnis nach bekannter Methode in Determiuanteuform sofort nieder- 
geschrieben werden kann, eine Einsicht in das Bildongsgesetz der ent- 
stehendMA Gleichung nicht sowohl mittels der DeterminaDte als vielmehr da- 
durch, daß man die Besnltante der beiden gansen Funktionen 2. und 6. Grades 
zu anderen simultanen algebraischen Invarianten dieser Funktionen odor 
ihrer Bestandteile in Beziehung setzt. Was für Invarianten dabei ins Spiel 
kommen, läßt eine andere Methode besser hervortreten, die zugleich lehrt, 
in welcher Weise sich die beiden Größen und in das allgemeine 
Sjstan der flidHotbeoretischen lavariaaten «novdnen. 

Nach der aw«iten und dritten Fnndamentalgleidnmg ist 

(5) ^«^JSp^^i'^- 

Die gestellte An^be honnnt also hinaus auf die Bildung einer quadratiseheB 
Gleichung f&r zwei bestimmte Größen aus der Reihe der Luvarianten dritter 
Ordnung 

^i'h> ös'H» ^i"»» 
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Hinsichtlioh des Vorzeichens der geodätüchen Krümmung ist zu bemerken, 
daB 68 VMrMkm&ßig ersehiiiifi diese CbOße, ebento irie es mit der Nomuil- 
krUmnwmg selioii immer geechielit, durdh einen bettlmmteii analytischen 
Ausdruck su defimeteo» ilso etwa, wenn es sieh um eine Kurve 9(1«» 0) » e 
headeltj 

(«) 7-J- 

zu setzen (a. a. 0. S. 199). Die Austixucke (1), (2) und (5) beruhen auf 
dieser Deiuiitionsweise. Wahrend aber in der Theorie der Normalkrünunung 

die EinfÖhrting eines VoizBichens in dem Auftreten eines in ^ und den 

Fundamentalgrößen rationalen Ausdruckes ihren Grund hat, so koinrnt in 
der Formel für die geodätische Krümmung eine Quadratwui^l vor. Dom- 
gemfiß wird man nicht auf eine qnadratisdie Gleichung für und selbst, 
sondern für jH nnd gl auszugehen haben, wie es anoih die -woAbt erwilmte 
Methode schon berro^reten lft0i 
Nun ist 

(7) ^«9> = 4^(-i>i4^+Ai|^)- 

In der ersten dieser Gleiehwigen bat man ^ gleich ti,, in der zweiten gleich 

«1 zu setzen, sodann Snmme und Produkt von und zu bilden 

und statt der Ableitungen von und die von Ii and K durch die 
Relationen 

, .c'>h cB dK 



einzuführen. Ordnet man hierauf nach den letzteren Ableitungen, so sind zur 
Reduktion der Koeffizienten von (^^~^ t (^) 1 • • • ^ aus den DefinitioPB- 
gleiobimgen für . . ,p^^ nlmlieh 

U (Pill + »4 (Alfi + J»»^)' = ^i' + 2itf4ia + J^ij' 

folgenden Beiiefamigen swiseben Pu^ Pn ^«"nts und den Fonda- 
m«D(tailgrOAen anderenMits ni benntna. Es ist sweckmifiigi zu den Glei- 
cihimgen (8) noeh 

(9) nj j + ji^,)* + n\ + p„ir)» - W + mn + »n» 

hinzuzimehmen. Die <'psnchten Ausdrücke erscheinen dann als zusammen- 
gesetzt aus verscbiedeucu Dilferentialparametem von H und £*, deren 
Koeffizienten den Formen A, B und E entnommen sind. 

Allein es empfiehlt sieb niofat, es bei dieser BanteUung bewenden sn 
lassen. Man eibSlt nSmlicfa sebr viel (IbeniehtUchere Formäa, wenn man 



Digitizeü by Google 



64 BilniiigBb«ridite der Berlioer MsUieoialitoheii GeaeUadiftA. 



an Stelle der Ableitungen von 11 und K die Koeßizieaten der kubi&cben 
Diffaraiiiialform H vnmSgtt dar Glttohnngmi 



(10) 



(Journal f. Math. 103 (1888), & 36) einfuhrt IHa Be&atnmg diaaer 
DifferNitiaUbim ist bei Untarmichimgai, die Uber die nraite Ordnimg der 

DifiTerontialquotieDten hinausgehen, immer dann am Platze, wenn in der 
flächonthooretischen Aufgabe die beiden Scharen von Krüminün-j^^linion oder, 
in einem verwandten Gebiete, die beiden Schalen der Kiüiumuiigsniittel- 
punktsfläche, nicht gesondert zu betrachten sind. Ist dagegen die Sun- 
derong notwendig odn* xweckmBAig, so wiid maii bei den Operationen 9, 
und 0| stehen bleiben. 

Es sei für iigrad swei binire Fonnen A und M der iten and »tan 



^^^J hl-i)mim-i)a\dn* W ^didnd^dn dV ^•^^^^^ 

wo a ^ die Determinante der (juadratisctien Difierentialform A be- 
zeichnet; im besonderen also für A und M als quadratische Fonnen 

(12) (A, M) = { C /« in,, - 2^,iih, + Ju«hJ' 

Mit der durcli das Zeichen H aagedenteten, Kovarianten nnd InTariantea 

bildenden Operation kommt man in einer großen Anzahl von Fällen aus 
Sie ist in der Formel [{V] bereits angewendet. Ferner lAfit sich S. B. der 
Inhalt der Formeln (10) durch die beiden Gleichungen 

(13) ilH-fl.(A,H), «-ja;,(B,H) 

wiedergeben. Außer diesen beiden Kovarianten zieht von vornherein die 
an«; V und H in gleicher Weise gebildete lineare Diffnentialfomi die Auf* 
merkäamkeit auf sich« £8 werde 

(14) Jy.(r, H) - SR 

pe5:etzt. Hildet man nun in der oben angedeutet<>n Weise 0|fi| ■+ ^14, so 
erkennt man schon ans der Form eines Leitgliedes, dafi 

wird. Femer ergibt mdi 
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Ffibit mD jsbt fi vauä ^ statt und 0^14 wieder ein, so erlillt nun 
ans (15) und (16) ak qnndratiaehe Gloehvng fttr ^ und ^ die folgende: 

die mannigfache ümforro uneben nnd Folgenmgon zuJüÜt, 

2\ach derselbeu Meibudc iaüt sich eine, wenn auch nicht ao eiul'aclie, 
qeadntifldie Qlmehtmg fttr die Qnadiste der beiden anderen Invarianten 
dritter Ordnung und O^n^ bilden. Doch sollen diese, und um ao 
die Invarianten höherer Ordnung, hente aufier Betracht bleiben. 



Über die Linksabwtlehiiiig des Owolunaes bd avfjsvplUuiitaii 

Settsng^walir. 

▼on 7. Kötter. 

Tin XXXI. Bande des „Civilingenieur" beschÄftigt sich Herr C. Tran« 
mit der Erklärungr der interessanten Tatsache, daß da.«? Geschoß einer Hand- 
feuerwaffe infolge des rechtes aufgepÜaaztcn Bajonetts eine Linksabweichung 
erlUirt Unter den Tecscthiedenen EridftrangsTersnohen ersolwint dem Veifiuser 
schliefilich der folgende als zutreffend. Dundi das anfjgnpAanzte Seitengewehr 
erfährt der Schwerpunkt des Gewehres eine "Verlegung nach der rechten 
Seite der Laufachse, so daß der Rückstoß, welcher in Richtung der Lauf- 
achse wirkt, nicht mehr durch den Schwerpunkt des Gewehrs hindurch geht, 
sondern in Bezug auf letzteren ein Drehungsmoment besitzt, welches eine 
Linksdrehung des vorderen Lau f en d es herrorrnft und so die beobachtete 
Tatsache bewirkt 

Herr C. Cranz hat auch versucht, diese Erklärung durch rine ^tuantitativc 
Rechnung zu stützen, bei welcher von dem allerdings schwer zu schätaeuden 
Einfluß des Schützen auf sein Gewetir abgesehen wird. Dabei sind Herrn 
Chms nnn xws& niabt gani unerhebliche Inrtflmer nntergelanUn. Bei der 
BSldong des AniistiiMi wird die Beschlennignng des Geecdiossss in Biditiing 
der bewegten Ijan&chse gerade so bestimmt, ^ ob der Lauf in Ruhe wlre. 
TTnd /.wei+^ns vrird als Richtung der Oeschoßgescliwindigkeit die Richtung 
des I<aufes genommen, ohne Rücksicht darauf, daß das Geschoß an der seit- 
lichen Bewegung in Folge der Drehung des Laufes teiluinimt. 

In «inem Vortrags vor der Berliner physikalisch«! Gesellschaft habe 
ich 1888 gezeigt, daft sieh die durch Yemachll^gigung des persönlichen Ein» 
flu«!?©'' des ?rhflt7pn wcppntlich vereinfachte Aufgabe besonders elegant durch 
Hernit/i^'huuL' allgemeiner Prinzipir-n drr Meclianik behandeln ließe. Da 
Dämlich auf das durch Gewehr und Geschoß gebildete System nur innere 
Krifte wirken, so gilt sowohl der Sdiwacpunkts- als der FUdtensats, mit 
der Mafigahe, dafi sowohl die SehwerpnnktqpsohwiadigjMt als auch die 
Ilichengeschwindigkeit des ganzen Systems gleich Null sein müsse. 

Da sich der Geschnß«chwerpunkt auf der Achse des Laiif«>s hf>\vf»irf und 
der Schwerpunkt des GewehreB, wenn er auch durch das aufgesetzte Seiten- 
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gewähr verlegt ist, einen imvwSiiderikihsn Abstand von dar Achse hat, so 

muß der Schwerpunkt des ganzen Systems pbenfalls in einer unveränderliolif-Ti 
Entfernung von der Laufacbse bleiben. Da nun aber der letzterwälmto Punkt 
nach dem an die Spitze gestellten Prinzip in Buhe bleibt, so maii üie 
bewegte LKofociifle dnen Kreis iimkfllleiii, dsassa Miitelpiiiikt eben jener 
Schwerpunkt des gaimeii Efystems ist, und dessen Badins sieh som Abstand 
des Gewehrschwerpunktes won der Achse verhSlt wie die Masse des Gewehres 
zur Gesamtmasse des ganzen Systems. Und nach demselT«^^n rhältnis teilt 
offenbar der T?erübrungspunkt der Laufacbse die EntfeinuDg des Geschoß- 
schwerpunktes von der Frojektiou des Gewehrschwerpunktes auf die 
LanfiuÄse. 

Die Drehungsgesohwindigkeit des Gewehres um jenen Gesamtschwerpunkt 
des Systems ergibt sich nun mit Loicbtigkeit aus dem Fläcbensatz. Sie ist 
proportional der Gesoh^vindigkeit, mit welcher das Geschoß im Lauf fort- 
schreitet, und eine einfache Funktion der Strecke, welche das Geschoß im 
Lauf zurückgelegt hat. Durch eine einfache Quadratur bestinmii man hisrani 
den Winkel, mn welchen sich das Gewehr h^ m. dem Moment gedieht hat, 
in welchem das Geschoß den Lauf verläßt. Vereinigt man nun die Relativ- 
geschwindigkeit des Geschosses gegen das Gewehr, mit derjenigen Gesch^vindig- 
keit, welche der Laufmtindung der Waffe zukommt, so erhält man ohne groBc 
Bechnimg die gesuchte Winkelabweichung der Geschoßgeschwiudigkeit von 
der ursprünglichen Biehtnng des Lanfts. 

Da0 diwer qnantitaliTen Answertang, bei weldier ein so wichtigar 
Faktor wie der Einfluß des Schützen völlig bei Seite geschoben ist, nur 
geringe praktische Bedeutung zukommt, ist mir nicht 7weif«>lhaft. Für den 
Vortragenden liegt der Wert der angestellten Kechnung auch auf ganz 
anderer .Seite; daß die beiden allgemeinen Sätze über die Bewegung von 
Massenfystemen in so eleganter Weise sum Ziele {(Ihren, madit die ange- 
stellte Rechnung sn einer instniktiren, an praktische Vorgänge anknOpfendMi 
Übung.saufgabo zur Erläuterung von Sätzen der Mechanik, welohe SOOSt Cut 
nur durch astronomische Beispiele sich illustrieren lassen. 

Wie wenig Wert ich auch auf die ballistische Verwertung meiner Rech- 
nung lege, die unanfechtbare Richtigkeit denen, was ich als akademischer 
Lehrer Tortrage, ist Ar midi Ton gans besonderer Bedentong. Bs kaoa 
mir deshalb nicht angenehm sein, Lehren, weldie ich jahians jahrein in 
meinen Vorlesungen vorzubringen pflege, von einem Herrn, der sich vor 
kurzem auch fiir das von mir nffi7ipll vertrefpriP Fach an unserer Berliner 
Technischen Hochschule habilitierte, kur/.er liund als notorische Irrlehren 
hingestellt zu sehen. 

Herr C. Cranz sagt in seinem Bericht über Ballistik (Mathematisch« 
Bncyklopädie Band IV, Teil II, Heft 2, pag. 222, erster Absatz) folgendes: 

„Auch beim Aufstecken des Bajonetts erfolgt eine Änderung des Ab- 
gangswinkels, der Erfolg ist meist Linksabweichung und Senkung des Treff- 
punktes. Die Erscheinung wurde früher der Rückwirkung der an dsr 
Bi^onettklinge reflektierten Palvergase anf das Gesehofi^ spftter einer Dreliwtj 
des Gewehrs um den seitlich der Seitenachse liegenden Gesamtsdiwerpunkt 
zugeschrieben. Die Tatsache jedorh. daß bei rechtsaufgest^cktem Bajonett 
Kechtsabweichung erfolgen und daß die Erschrin mg selbst bei fest ein- 
geklemmtem Gewehr sich einstellen kann, verauiaßte die Versuche von 
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G. Crans und K. & Koeh^ doroh dw j«fcrt ÜMtgMteUt ist, daß diMe Ab- 
wiidiiiiig durch die Ändemng d«r LM^Mbiatiiui iiifolg» der anyihliigtiin 
BtjoiMtfciDasse vernrsaeht wird.** 

An dipsfr Auseinandersetzung fällt nnn zimilchst folgende» üls merk- 
würdig m die AugeD. Trotz der übei-auä zahlreieheu Citate — es sind 161 
»nf 89 Seiten — tat der Ymhaa&t in diesem Satie mit keiner Silbe eeaaer 
Arbeit im Civilingenieur Erwähniug. Und doch hätte es für die armen 
Sflnder, welche an die Drehung des Laufes infolge der Schwerpunkts- 
Terlegnng glauben, ein so menschhch schöne': Plaidorpr auf mildernde Um- 
stände abgegeben, wenn der Ankläger uuumwiuideu eiugestanden hätte, einst 
selbst in der jetzt als Irrtam biASrnpfiten Meinung befangen gewesen xn sein. 

Attsidings bertscbt swisehen beidsb DarsteUiragen sohon besOglich des 
rein TatsSeUiehen ein weitgehender Unterschied. Im Civilingenieur vertritt 
Herr C Cranz mit Nachdruck den Standpunkt., daß es sich um e'mf^ Links- 
abweichung handele, während nach der neueren Darstellung zwar eine Ab- 
weichung vorhanden sei, daß dagegen der Sum dieser Abweichung unbestimmt 
sei; sie erfolge zwsr meist nach linkSi kOnne aber aneh naeh reöhts erfolgen. 
Und in dem Beiidit Uber die oben erw&hnten Versuche (MOnch. Abh. 1901 
p. 572) wird zwar noch von einer Abw^eichung des Treflpunktes infolge des 
aufgepflanzten Seitengewehres, aber von dem Sinn dieser Abweiohang Aber* 
hanpt nicht mehr gesprochen. 

Daß dieser Umstand wesentlich ist, liegt auf der Hand. Denn sobald 
der Sinn der Abweiehong ein nnbestunmter whd, sobald sineBeditBabwadrang 
annähernd so oft vorkommt, wie eine Abweichung naeb links, verliert 
natürlich jedor "Frklärungsversuch seine Berechtigung, welcher einen fest- 
stehenden Sinn der Abweichung ergibt. Bei dieser Lage der Dinge er- 
scheint der Wunsch fast selbstverständlich, das Tatsachenmaterial kennen 
sti lernen, dnrch weldisa Henr Grans sn der Meinong geftthrt wnide^ daB 
auch eine Rechtsabweidrang des QesehoHses möglich sei, nachdem er frflber 
die Eindeotigkeit des AbweicliungSBimies mit solchem Nadidmok rw- 
treten hat. 

Ich habe mich in den von Herrn C. Cranz eitu-nen Quellen vergeblich 
nach einer Angabe umgesehen, durch die eine liechtsabweiühung des Ge- 
sehosses bei redhts aufgepflanstem Seitengewehr glaubhaft gemadit wflrde, 
nnd bin durch die durehaus sachgemäßen Auseinandersetzungen von Hentsch 
und Weygand nur in der Meinung bestärkt worden, daß die Linksabweichung 
bei rechts aufgepflanztem Seitengewehr die Regel und eine unier densolhen 
tJmständen beobachtete Rechtsabweichung eine durch besondere störende 
Verhältnisse zu erklärende Ausnahme seL 

SoTiel Aber das TkktsBoUifliie: wir kommen 

nmi zur ErUirang. Die 

Bemerkung, daß die Erscheinung auch bei einem festeingeklemmten Gewehr 
eintrete, bildet natürlich an ^ieh keinen begründeten Einwand gegen eine 
Auseinandersetzung, welche die Erklärung für ganz andere Voraussetzimgen 
zu geben suohi Aber noch mehr; man könnte mit Leichtigkeit zeigen, 
daB wenn flberiiaiipt ein Bttckstoß stattfindet — nnd ein solcher llflt sich, 
wie die Versndie von G. Cranz nnd K B. Koeb dentliidi beweiaeni nidiA 
▼erhindem — bei aufgepflanztem Seitengewehr eine Verbiegnng des Laufes 
eintritt, bei weicher das vordere Ende im Anfang der Bewegung wenigstens 
nach links abgelenkt wird. 
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Was nun aber die Behauptung betrifft, daß die AbwCUdniQg «ine 
Folge der Vibrat''onsändcrung sei, welche der Lauf durch die angehängte 
Bajouettmasse erliihrt, so habe ich in den Untersuchungen von Cranz und I 
Koch keine Begründung für dieselbe entdecken können. Die Herren steUeii j 
zwar fest, daß die Horizonialaohwiiigungea daa Laufaa durch daa flaitn* I 
gewähr Abänderungen erfUmn. Aber da das Gewehr nur mit uonual aui* ■ 
gespanntem Seitengewehr untersucht wird, so kann naÜlrlich nicht einnuJ j 
behauptet werden, daß »Tie RchwinsriTTiasfiTiderungen nur durch die GrSße < 
und nicht durch die Lagerung der angehängten Mais« beeinflubt werden. 
Aber selbst wenn es bezüglich der Schwingungen nur auf die GröUe der . 
Ifaaae daa Bi^onatta «nkliiia und niaht auf ihn Lage, lo iafc damit dodi i 
nicht ausgemacht, daß dasaalba .Ton der Geschoßabweichung gilt In der ! 
Abhandlung der Herren Cranz und Koch habe ich nichts gefunden, was 
mich überzeugt hätte, daß die Linksabweichung des Geschosses und die | 
Yibrationsändening mit ihrem, wie es scheint, zufalligeu Ausschlagssinn in 
ktnaalem Zuaammanhang stunden. 

Baahalb kann TOn ainar durch die Hemn pT%nt und Kooh aiiblgtni 
Feststellung, daß die Abweichung dmoh daa Änderung der LanfVibration I 
infolge der nntrehangten Bajonettma.'^'^e v»^rursacht wird, meinef? Erachtens 
nicht die liede sein. TTnd es wird bei der früher auch von Herrn Craii? i 
vertretenen Meinung sein Bewenden haben miissen, daß bei Gewehreu oul ' 
reehta anfgepflanafeam Seitangavahr eine linkaabweichnng dea GeaehoaM 
deshalb erfolgt, weil die Bajonetts n^usse auf der rechten Seite dar Laaf* 
achse liegt, und deshalb daa Tordere Ende daa Lanfea nach linka Terdrdit 
resp. verbogen wird. 
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Die DetenninaxiteiiflketniB hat ddi sowohl h«i Lehceileii Kroa«eh«ri 
wd unter seiner warksunen Uitarbeit, ab auch in den swSlf Jahna nach 
seinem Tode so stark und so erfolgreioh entwiekelti dafi die htsher ter 
difentliehtMi LehrbOeher dieser Disz^lin nicht mehr eine voUstladige Dar- 
stellimg ihres reidien Inhaltes geben. In dieser Beziehung bildeten die 
üniversitÄtsvorlesungen Kroneckers (18S3— 1891) über diese Diszipli£ 
bereits einen bedeutsamen Fortschritt. Aber auch er hielt die Zeit nocli 
nicht für gekommen, seine eigenen tiefergehenden üntereachnnfren. sowit 
die erst in den letzten Jahren vollständig abgeschlossenen Th^onr-n ändert: 
Forscher, welche so viel zur Vertiefimg und VereinfachuDg dieser Disziplii 
beigetragen haben, in den Kreis seiner Betrachtungen zu ziehen. Nun hi*. 
sich aber gezeigt, daß man gerade diesie neueren i^robleme der Determinautt^n 
theorie in besonders einfacher Weise durch Bennkung nnd konsequente Aus- 
gestaltung der Gedanken behandeln kann, wddhe Kronecker in aeiaet 
lotsten Vorlesungen und Arbeiten 'flber diesoi Gegenstand dargelegt het 
Ans diesem Gronde entschloß ich mich, die Voilesongen Kroneckers unter 
soiigfUtiger Erhaltung suner Grondioinsiiden nnd unter Benntsung seiner 
einfkchen und wirksamen Methoden so zu bearbeiten und fortzuitkhren, dz& 
dieses Werk eine systematische DarstellniD^ der modernen Detenninaatee- 
theorie und ihrer wichtigsten Anwendungen enthalt. 

Der Darstellung der allgemeinen Theorie geht eine sehr eingehenlr 
Untersuchung der Determinanten zweiter, dritter nnd vierter OrdnuQg 
voraus, nebst ihren Anwendungen auf die Geometrie, die Arithmetik xisi 
die Formentheorie. So erreicht Kronecker, daß der Leser mit den. 
Determinantenkalkul wohlvertraut ist, weim nun alle Gnmdeigenschaftes 
der Determinanten Ordnung ans der Betraehtnng der LSsnng dne« 
Systemes yon « linearen Gleiehnngen mit n Unbekannten mit einem Bohlage 
in Bvidenx gesetrt werden. 

An die Stelle der ftlteren Deterroinanteniheorie ist hente die Unter- 
suchung der Systeme oder Matrizen getreten, und das Rechnen mit diesez 
Systemen ist jetzt so ausgebildet und «rcinfacht worden, daß die tiefst«! 
Bosultatc der Determinantcnlehro zu ganz einfachen SAtzen einer Arithmetik 
werden, welche nur wenig schwerer ist, als die elementare Zahlentheork. 
Der Darattiilung dieser Arithmetik unter 'Rnniit7nncr der Krone elf erscher 
Metboden, und ihrer Anwendung auf die Theene der Eiemenlarteiier, uni 
aul die Äquivalenz und die Teilbarkeit der Systeme ist der von mir hnzu 
gefügte letzte Teil des vorliegenden ersten iiaudes gewidmet. 

Marburg a.L. 

K. Heusei. 
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Im gleichen Verlag erschien femers 

Kroneckera, Leopoldt Werke. Heraiisgegebeu auf Veraulassung der 
KAniglioli FmSSMt^m Akadtada der WiawniehaftMi von Kurt HenaeL 
In 4 Bliid«!!. Band I, mit dem Bildtusaa Kroiuokan. PX «. 484 8.] 
gr. 4. 1895. geh. n. Jf 28.—. 

' Baad IL [VIE «. 641 8.] gr. 4. 1897. geh. a, UT 86.—. 

Band m. Halbband L [VIU il 478 S.] gr. 4. 1899. 

geh. D. 36. — . 

Diei« Gcsainuuig&be wird die 146 von Kronorker »albtt ▼«rOffeiitliotil«n , towi« alnig« iiftch- 
gelMieofl Arbeit«u entbklten und voraaiiicbtlich in vier niindeo mcliHincii. N»ub dpia jetst Mia- 
fearbaitot«!! riane toilen im ersten uiid zweiten BacdH Kronecker« Arbeiten aber die arithmatlaoh« 
ThfQrle der algebrai»clier> Funkftoaen in» weitesten Sinne Tereinlgt werden- der dritte B*ad toU 
Kronecker« Arbeiten Uber die Theorie der algebraiicben Gleichungen und Uber reine /ablMitbeorie 
<nthalt<?n; den lubalt dci yierten Bande« bilden die Abbuidlongon Uber Integralrechnung, snr 
Theorie der eliiiJtliicben Fonktionen und Uber i'otvnüaltbeorie, ferner diu Axbeiten Uber Geffenat&nde 
der tDatbematiachcQ Phyiik und einige kleinere Arbeiten Termlaebten InbnlU. Innerhalb dieeer 
großen Abteilungen wird die Anordnung der Abbaadlongea im weaeatUohea eine obrouologiacbe 
■ein. ' Ui M.iiBtBudiges Verzeichnis dMMlbM, «eUtliM aa«b de* Salt ttuar T«fOfiwtli«taac gaordnai 
IM, »oU dio Uberaicbt erleichtern. 

Saad nX, t «ad IV befindn doh ia Torbereitong. 

■ Vorlesungen über Mfithfmatik. Herauagegeben 

unter Mitwirkung einer von der K5niglicli Preußischen Akademie der 
Wissenschaften eingesetzten Kommission. Vorlesungen über die 
Theorie der einfachen und der ▼iel^faohen Integrale, harana- 
gegeben tod E. Netto. [X u. 846 8.] gr. 8. 1894. geh. n. Jf 19. — . 

In diesen Vorlesungpn Tereinig' n - I Ij '' ' ri » iriLili; Ti l iwi l Tiefe der A nn !iuii ii ngen mit reicher 
VtlUe an Stoff; die lebendige Danlellungiiweini « wk- l," 1< n'. Ul'Iio BetneikwnLTi'n l;L'f(»m einen wert- 
voUl'u Einblick in die Korsrhuugsweiee Kron^ ck r-t Ulm d. q grundlegend lu ii Knr'i'n, bei der 
Benutzang d«e Limee, bei der lietinitioa der Integrale durch btunmen tritt «um arllbmetiecfaes 
Oenio ebenso deatUoh hanai, «to la Atr Voll« Mfa maalgtMkM O wo Mck la d«r Haadtetaag 

TOn yormeln. 

K» iet v-:i!i hohem Intereeie, sn eeben, wie Kronecker Mitt. : r unk d' frir h in.« T'ntp-r^i.ahungen 
gewinnt: e« ui,U der Ileiho nacb dar sw«)te Mittelwertaatr, da» Cauchyiche ii.t<>'ri^, d< r dlnkon- 
tiaatwiiche Faktor, der ItifTorentlalaugdnick de» mehrfachen Integrale nach einL-n? i' j m n; nd r herau«. 

Von dem Mittelwertiiit/u lier fließt da« Dirichletache , d»« Fonriersebü nud iia i uisi-juacbe 
latogral , fl u Ji-- Kouriersche Keiiie 

Auf däto ^<ivhdrtlrklicluie wird die Bedeutung deg Cauch^achen Integral« und beaunders der 
Fmitand betont, daß i -i i.i .ao Wirksamkeit dem Cbergango ron einer su rwei Variablen vordankt; 
dafi man aicbt, einem auBerlicben Prinzip suliebe, die Behnndlnng «iafacher und dopiielter Integrale 
trennen dOrfe. Von den Cencb^ecbei. ^.r ;.a aus werden die Entwicklungen in l'oti-n/n ii < u. funktionen* 
tbeoreiiscbe Sfttre, die Bummation i r liauftsehen Keiben, dio Theorie der Gamma- >'uijktionou and 
Am latogrul- Logarithniui , Grundt r ; > f.jr <lio ellijitigchen Funktionen hergeleitet. 

Der diskontinuierliche Faktor wird zum Zwecke der Roduktiun mehrfacher auf einfache 
Integrale, iuibe«ondere fflr Potentialberecbnungen b<'uut<ct. Der 1lBU)>ti>ache nacb stQtst ticb aber 
die Potentiaithcorie, soweit tle hier voraetragen wird, auf die Differentiation mehrfacher Integrals. 
Mo Frage nach d«a «limdttailallMhaa Hgwwchaftia dar PctaatUlftuiktlaaaa «M mat dauMlbaa 
Boden behandelt. 

Auch als Kommentar fUr Kronecker« hftuflg nur gans kurse, in den Berliner Akad*'mie- 
berichten und dem Crollescheu Journal verdffenüichten MitteUnngen dienen di« Vorlesuiigen in 
MMkaM Maßt m>' Uefcrn eingehend die Ableitungen der dort gegebenen Kesultate. 

Als Griindlage fUr dio Herauagab« dienten Nachschriften aui den Jahren 1(^93/84, iÜHü, 18S4, 
aewfa rtailiaba verhandenea KnaMkmeben hau If 'hrlftUohen VorlesuDgiinotiMB. 

Vorlesungen über Zahlentheorie, horansgegeben 

von Kurt Honsel. In 2 Bänden. Mit Textfiguren. 1. Band. [XVI u. 

509 S.j gr. 8. 1901. geh. n. Jf 18.—. 

Sto H w aM aaiba ilMar TarlaaaaiaB wntda daxab daa Vaittaad aliraa TaraOgatt, dal aiaa ia 
ÜMa «aikallana aaaa «ad ffBBdlaaaada Uataianobaag «bar die Zanlanag dar ' 
Sakteiaa voa ataaaciar la dar aaatttMbar vor aaiaan UM» gahritaBaaVorlM«-^ _ 
«bar altli« Ma nmB»im daralwaftttet «wdiw war. Bt aneUaaava trflaaAaaawart, dta 
iaa iMsta» mit ««l«ha& Kmaactar alah baatblMH bat» vollaMBdid m Maaa «ad dl* Uar alah 
atgabaBiaa Keitittate daa Kfoaadianaibaa TorlaanffMi aiaravarialbaa. Z« diaieia Swadta woida 
*>B dan Barausgeber «laa Balba algaaar 1Jbtam«hiuig«a darthgaftlirl, waldia Jatal baendat ilad, 
aa dad aia Hacaaagaba Janer Vorlesungen nunmehr in \öUig abgeschlossener Form erfolgen kans 

■ — Vorlesungen über dio Theorie der algebraischen 

Gleichungen, borausgegeben von Kurt HenseL In 2 Teilen, gr. 8. 

geh. [In Vorbereitung.] 

XkZroneckers Bildnis in Heliogravüre. 4. n. Jf 2, — . 
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Das Wörlr, dessen erster Band soeben erschienen ist, ricbtol 
sich in erster Linie an die Lehrer, die darin Anregung finden, soller 
ihren Unterrichtsstoff auszuwählen und, namentlich in den höhereu 
Klassen zu vertiefen, sodann aber auch an Studierende, die eine An- 
lehnung an die Elemente und Auffrischung und Ergänzung früher 
erworbener Kenntnisse suchen. 

Durch das Zusammenwirken mehrerer Gelehrter hoä'en du- 
Herausgeber, die möglichste Vollständigkeit zu erreichen. Der erst» 
Band umfaßt den algebraisch -analytischen Teil. Der zweit* Ban<i. 
der unter der Presse ist, wird die Geometrie nach ihren verschiedenen 
Seiten behandeln. Ein dritter Teil, dessen Druck gleichzeitig mit 
dem zweiten in Angriff genommen werden soll, wird die Anwendungen 
bringen, deren Stoff aus der darstellenden Geometrie, der Mech;r ' 
Physik und Wahrscheinlichkeitsrechnung entnommen ist. Die \ ui 
arbeiten sind so weit gediehen, daß die Vollendung des ganzen Werkt- 
im nächsten Jahre erwartet werden darf. 

H. Weber. 
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und Studierende. In • Btoiwi. [L Elementare Algebr» and Analyna. JL Bl^ 
mentare Oeomefarie. HL AAmndnng der BqmntttaathMwfcHV ] L Bund. 
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Der Ausschuß fUr die Vorbereitung 
des III. internationalen Mathematiicer-Kongresses: 

A. BrUi-TQbiBgen. Ii Caitor-Heidelberg. M. Dlstell-Strafibarg. W.v.Oyok- 
Miaohea. A. SutzmeMeM. 6. Hanok-Berllii. D. HlUiert-GBttbqiM. F.KMi- 
SMIIsgMi K Kim» B <rMfc 1. Wili eh irgir IH W> m >|. A.lbmMtarii> 
ndM. 1 Uratt-Frelburg. R. Mehmlie-StuHflari F. Meyer Kontgsbtrf. 

C.R«nge-H«nnover. H. Schubert-Hamburg. F.Schur-Karlsruhe. H.A.Schwarz« 
Beriiik P.Stäokei-Kiei. J. P. TreHtlaia-KarUriihe. H. W«btr-StnfttaiB. 

Wagen Programm-Zusendang bittet mu slob n wenden to 
Prof. Dr. A. Krazer, Karlsruhe i. Wedtendstraflo 57. 



Zu Tenmehfl- n. Lelinweckeii iit eine kleine AeeiuiiiilHloraiiH 
batteiie mit 19 Elementen, 12 Ampere bei Sstüudiger 
Entladnng, sowie eine dazu passende Dyuamomasclllne und 
Sclialti)rett mit allen eii'orderliclicn Sclialtapparatea 
uud Meßmsirumeuten unter äußerst günstigen Bedingungen 
zo verkanftn. Die Anlag» iat erst vor knner Zeit angestellt 
und noch in Betiieb zn seihen. 

Qefi. Anerhieten nnter S» S an die Eipedilkiii dkser 
Zeitschrift^ Leipzig, Poststr. 3, eibeten. 
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Elektrotechnische Fabrik 

Berlin O«, Kraatstr. 69. 

SpieBci-Qaivanoiiicter 

Qystem Depra-dfAraonTal 
VO& bftoliitor Strom- 

MesBungen und Demon- 
strationen geeignet. Ge- 
ringe DfimpfiGUig auoh 
bei tangeflobloneiiem 
Rahmen. Eigen -Wider- 
stand nach Wunsoh 
BWiMhen 20 und 400 
Ohm. Iieiohteste Anf- 
■telhmg. Vollkommen 
imempflndlioh gegen 
magnetische Stönmgen. 
Mit einjbohem Fenster '-^ 
für ral^elctiTe Beobaoh- 
tung, mit Krenzfenster 
für Ablesung mit Iiiohtaeiger. Meohanisoh feste 
Konstruktion. 

Zeiger- fialvaacmetar 

mit konstantem Nullpunkt nnd proportionaler Skala 

für alle Bedürüiisse. 
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